Corso di Laurea in Fisica. a.a. 2023-24.
Geometria. Canale 3.
Compito a casa del 26/10/23 .

SOLUZIONI
Soluzione esercizio 1.
T x + 31’2 — I3
Lal o | = 221 + 29 — 23
I3 25(}1 — X2

L4 ¢ iniettiva se e solo se Ker L4 = {0}. Occorre allora calcolare

1+ 39 —23=0
KerLy = {z € R®|Laz =0} = {z € R?| 201+ 29 —2w3=0 }
25817502:0

Utilizzando Gauss & facile vedere che Ker L4 = {0}. Ne segue che L4 ¢ iniettiva.
Per il teorema della dimensione (andiamo da R3 a R?) ¢ anche suriettiva. Ne segue
che L4 ¢ biettiva. L’immagine di (1,2,1) ¢ data sostituendo nella definizione di
LA»

T T, + 3T2 — T3
LAl xo | =] 201 +22 —23 |,
xs3 2r1 — 22

ivalori 1,2 e 1 al posto di x1, 9 e x3 rispettivamente. Otteniamo il vettore (6, 3,0).
L’immagine del j-mo vettore della base canonica € la j-ma colonna della matrice A.

Soluzione esercizio 2.

z1 T1— T2+ 23
LA To = 21‘1 — 3!,1;‘3
T3 —2x9 + dx3

Per determinare la dimensione del nucleo troviamo prima una base per lo spazio
immagine (in ogni caso questo ¢ un quesito al quale dobbiamo rispondere). Sulla
base delle soluzioni degli esercizi precedenti dobbiamo quindi determinare una base
per lo spazio generato dalle colonne di A; il numero di elementi in questa base & per
definizione la dimensione di ImL4 e si ha dimKerA =3 —dimIm L, = 3 — rgA.
Ora, le prime due colonne sono ovviamente linearmente indipendenti perché non-
proporzionali. Dobbiamo quindi decidere se tutte e tre le colonne sono o meno
linearmente indipendenti. Questo lo sappiamo fare perché il problema si riduce
ad un sistema di 3 equazioni nelle incognite a1, ai, ag; si scopre che il sistema ha
soluzioni non banali e quindi i 3 vettori non sono linearmente indipendenti. Ne
segue che una base di Im L4 e costituita dalle prime due colonne. In particolare
dimImLy =2edimKerLy =3—-2=1.

Soluzione esercizio 3. Basta verificare che i vettori
Uy = (171a1)7 Vy = (071a1)7 23(0717_1)

sono una base di R® perché allora possiamo applicare la Proposizione 5.2 del libro
di Abate-de Fabritiis. Si verifica con il solito metodo gia visto varie volte che i tre
vettori sono linearmente indipendenti. Sono quindi una base in R3.
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Per determinare F'(1,0,0), F(0,1,0), F(0,0,1) dobbiamo espimere i vettori
(1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) in funzione di v;, v, € vs e poi applicare la linearita.
Si ha (1,0,0) = v; — vy, (0,1,0) = %(QQ +Q3)7 (0,0,1) = %(92 _QS) e quindi

F(I,0,0) = F(yl 7Q2) = F(yl) - F(QQ) = (2a372) - (17372) = (1,0,0)
1 1
F(0,1,0) = F(5(ss +25) = 5
1 1
F(O707 1) = F(i(QQQS)) = 5((17372) - (17 13 72)) = (03 132)
A questo punto possiamo scrivere anche ’espressione di F' su una tripla x.
Fz = F(x1e + maey + 1363) = v1F (e1) + 22F (e5) + w3 F (e5)
=21(1,0,0) + 22(1,2,0) + 25(0,1,2) = (x1 + x2, 222 + x3, 223).
Soluzione esercizio 4. Per ipotesi n =dimV e m = dim W.
La 4.1 e vera, infatti, per il teorema della dimensione dim KerT = n — dim ImT.
Dato che ImT C W, si ha dimIm7 < m; per ipotesi n — m > 0, e quindi n —
dimImT > 0. Conclusione: dimKerT > 0 e T non puo essere iniettiva. La
4.2 e anche vera, infatti, sempre per il teorema della dimensione dimIm7T = n —
dim Ker T'. Dato che dimKerT > 0 si ha che dimIm 7T < n ed essendo per ipotesi
n < m ne segue che dimIm7 < m e quindi 7" non puo essere suriettiva.

((173a2) + (1a 1, _2)) = (17270)

Soluzione esercizio 5. Se w € Ws, allora la sua unica decomposizione secondo
V=W Wy ew=0+w e quindi Pyw = 0. Ne segue che W5 C Ker P,. D’altra
parte se Pyw = 0 allora, per definizione, w = 0+w, con wy, € Wy e necessariamente
allora w = w, e quindi w € W e quindi Ker P; C W,. Conclusione: Ker P, = Wh.
Notiamo che per il teorema della dimensione si ha che dim Im P; & uguale a dim V —
dimKer P = dim V' — dim W5 per quanto appena visto. Quindi dalla formula di
Grassmann applicata a V = Wy @ W5 abbiamo che dimIm P, = dim W;. D’altra
parte Im Py C Wi per definizione. Ne segue che Im P, = W7.

Conclusione: per Pj, la proiezione su Wj parallelamente a W5 si ha

KerP1:W2, ImP1:W1.
Analogamente per Ps, la proiezione su Wy parallelamente a Wy si ha
KGI“PQZW1, ImPQZWQ.

Le simmetrie sono invece bigezioni: basta dimostrare che sono iniettive, perché
vanno da uno spazio vettoriale in sé stesso. Dimostriamo che Ker S; = {0}.
Supponiamo che S;(w) = 0. Ricordiamo che S$? = Idy; ma allora S1(S1(w)) = w
per ogni w € V. Dato che per ipotesi S;(w) = 0 si ha

w = 51(S1(w)) = 51(0) =0

e quindi la tesi.



