Corso di Laurea in Fisica. a.a. 2023-24.
Geometria. Canale 3.
Compito a casa del 24/10/23

Preambolo all’esercizio. Sia V uno spazio vettoriale, siano Wy, Wy due sot-
tospazi vettoriali di V e sia V= W; @& W5 una decomposizione di V' in somma
diretta di Wy e Wy. Definiamo qui sotto quattro applicazioni:

PVV[ZZ, la proiezione su Wi parallelamente a Wo;
PVV[I,/;, la proiezione su W5 parallelamente a Wj.
S&,Vf, la simmetria rispetto a W; parallelamente a Ws;

S‘YVV;, la simmetria rispetto a W5 parallelamente a Wi.
Per semplificare la notazione poniamo

Pyi=Py?, Py=Pyl, Si:=Sy2, Sp:=Sy!

Vediamo la definizione: abbiamo visto in classe che ogni vettore w di V si scrive in
maniera unica come w = w; +w, con w; € Wi e w, € Wy. Definiamo P, : V — V
associando a w € V il vettore w; € Wi C V : quindi P;(w) = w; per definizione.
Analogamente: Py(w) = w, per definizione. Riassumendo:

Pi(w) i=w;, P(w):=w,.

Infine
Si(w) == w; —wy,  Sz(w) = wy — w;.

Esercizio.

1. Considerate V = R2?, W, e W, di dimensione 1 e ovviamente distinti. Su un
disegno indicate un generico vettore w di R?, w; e w,, P (w), Pa(w), S1(w), So(w).
2. Verificare che P, : V. - Ve P :V >V, 5 :V =5 VeSS, :V =V sono
applicazioni lineari. Concentratevi preliminarmente su P; e Ps.

3. Verificare che, in generale, sussistono le seguenti identita:

(1) (P)?=P; (P)?=P; Pi+P=1d

dove due applicazioni T : V — V, T’ : V. — V (anche non lineari) sono uguali se
Tw) =T(v), YweV.

Verificare poi che

(2) Slzld_QPQ; 52:2P2—Id
(3) (S1)2=1d; (S2)*=1d

Nella (1) abbiamo adottato le seguenti notazioni:

per una qualsiasi applicazione lineare T : V' — V abbiamo indicato con T2 ’applicazione
T oT e per una coppia di applicazioni (anche non lineari) S e T abbiamo indicato
con S + T Dapplicazione definita da (S 4+ T)(v) := S(v) + T'(v). Infine, Idy &
I’applicazione identica, che manda v in v.

4. Ritrovate queste identita sul vostro disegno applicando le varie applicazioni al
vettore w.



