ALGEBRA 1 PB-Z
XI. 1 VI 2012

Esercizio 1. Siano A un anello e M un A-modulo sinistro.

Si mostri che, per ogni anello ) e per ogni omomorfismo di anelli a : Q — A, é
possibile definire su M, per mezzo di «, una struttura di 2-modulo sinistro.

Si mostri che, se B C A é un sottoanello di A, allora A é un B-modulo sinistro.

Esercizio 2. Sia A[X] l'anello dei polinomi in una indeterminata a coeflicienti in
un qualsivoglia anello A.

Si mostri che, dato comunque n € N\ {0}, lapplicazione
Sn: AX] — A[X]
p(X) — Su(p(X)) = X"p(X)

- & un omomorfismo di A-moduli sinistri
- non & un omomorfismo di anelli.

Esercizio 3. Siano X un insieme non vuoto, A un anello e M un A-modulo sinistro.

Si mostri che I'insieme M i cui elementi son le applicazioni da X a M & dotato
di una struttura di A-modulo sinistro.

Esercizio 4. Sia C*°(R,R) l'anello delle funzioni reali di variabile reale che son
derivabili con continuita infinite volte in ogni punto di R.

Si mostri che I'applicazione
D: C*R,R) — C*[R,R)
f — D(f) =/

- & un omomorfismo di R-moduli sinistri e di R-moduli destri ()
- non ¢ un omomorfismo di anelli.

1Sugg.: si ricordi o si provi che un modulo su un anello commutativo A é un A-modulo sinistro
se e solo se ¢ un A-modulo destro.
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Esercizio 5. Si mostri la validita, in ogni anello commutativo, delle seguenti iden-
tita
(27 +a3) (23 +27) = (2123 — 2224) + (2124 + T273)*

(21 +23) (2 +27) = (z1x3+ 2224)? + (T124 — 2W3)?

Esercizio 6. Dello Z-modulo Z?2 si consideri il sottomodulo E definito come segue
E={(512), (3,10), (2,14) ) C 7?

Si determini una base di F.

Si dica se Z2/FE & uno Z-modulo libero.



