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Compito a casa del 9/11/12 (settimo compito).

SOLUZIONI.

Soluzione esercizio 1. La matrice dei coefficienti del sistema e
1 -1 1 -1 1 -1
S=/0 0 1 -2 1 1
O 0 0 0 1 -1

I pivot compaiono nella matrice in grassetto e sono:
p1 = 1 nella colonna j; =1
p2 = 1 nella colonna js =3
p3 = 1 nella colonna j3 = 5.
Le variabili dipendenti sono quindi x1,x3,z5. La variabili libere sono xs, x4, Tg.
Da quanto visto a lezione il rango di S € 3 ed una base per ImS ¢ costituita dalle
colonne S71, 892 S73  cioe dalle colonne S!, S3, 8% .
Risolvendo all’indietro abbiamo
1 = To — 34 + 274
T3 = 214 + 224
T5 = Tg
che possiamo riscrivire come

1 = To — 374 + 274

Xro = T2
I3 = 21’4 + QCE6
Ty = T4

s = Tl — Tg

Quindi se ¥ denota l'insieme delle soluzioni, e cioe KerLg = KerS, si avra

T To — 31’4 + 21’6 1 -3 2
T2 Ta 1 0 0
xr3 | _ 224 + 224 . 0 2 2
TEY & | | = 4 =w2| o |toa| ][+
T5 T 0 0 1
T L6 0 0 1
Conclusione:
1 -3 2
1 0 0
_ 3 0 2 2
Yo = KerS = Span ol'l 1 '] o
0 0 1
0 0 1

Dato che dimKerS = 6 —rgS = 6 — 3 = 3 si ha subito che questi vettori sono una
base di KerS e cioe di Y.

Soluzione esercizio 2. E chiaro che Yo = KerA con

1 1 2 0 1
1 -1 0 1 1
A= 1 0 -1 0 -1
1 2 5 0 3



Applicando il metodo di Gauss sappiamo che Az = 0 € equivalente al sistema
Sz =0 con

112 0 1
g_|0 1 1 —1/2 0
1o o0 2 1/2 2
000 0 0

I pivots di questa matrice a scala sono p; = 1 nella colonna j; = 1, po = 1 nella
colonna jo = 2 e p3 = 2 nella colonna j3 = 3. Da quanto visto a lezione il rango di
S & 3 ed una base per ImS & costituita dalle colonne S71,.872, 73, cioe dalle colonne
St 82,83 | Inoltre:
(i) KerA = KerS (equivalentemente, il sistema Az = 0 & equivalente a Sz = 0)
(i) rgA = rgS(=3)
(iii) le colonne AJt, A7z AJ3 cioe le colonne A, A% A3 costituiscono una base
per ImA.

Tornando all’esercizio: ¥y = KerA ¢ ottenuto trovando KerS che ¢ 'insieme
delle soluzioni del sistema
X1 +X2+2X3+3?5 =0
Xo + X3 — im =0
2X3 + %x4 +2x5 =0

con variabili dipendenti X7, Xa, X3 e variabili libere 24 e z5. (Da ora in poi tralascer-
emo perd la notazione in grassetto.) Risolvendo all’indietro il sistema

r1 + T2 + 223 = —x5
1
To + T3 = i%4
2.%'3 = —%$4 — 23?5
otteniamo (controllate i conti)
1
xr1 = %x4
Ty = 774 + x5
1
Tr3 = —Z{E4 — X5

che ¢ ovviamente equivalente a

1
xr1 = %.T4
Ty = 5%4 + x5
1
r3 = —11‘4 — X5
Ty = T4
Ts = Ts
Quindi
i$4 1 0
1%4+ 5 1 1
1 Ty
KerS = —3T4—7T5 |, T4, 75 ER = T -1 |+z5| -1 ]|, 24,25 €R
Ty 4 0
T5 0 1
Conclusione:

Yo = KerA = KerS = Span((1,1,-1,4,0),(0,1,—1,0, 1))

ed e chiaro che questi due vettori sono una base per .



Soluzione esercizio 3. Applicando Gauss a

11 2 0 1 1
1 -1 0 1 1 2
A= 1 0 -1 0 -1]1
1 2 5 0 3 1
otteniamo
1 1 2 0 1 1
011 -1/2 0] —-1/2
0 0 2 1/2 2 1/2
0 0 O 0 0 0
Sia S la matrice 4 x 5 a sinistra (la stessa dell’esercizio precedente); sia
11
=(1,-5,2-,0).
Cc ( ) 2 ) 2 9 )

Allora Sz = ¢ ¢ un sistema compatibile. Per quanto visto a lezione sappiamo
che il nostro sistema non-omogeneo ¢ equivalente al sistema Sx = c¢; ne segue
che il nostro sistema & compatibile e le sue soluzioni sono date dalle soluzioni di
Sz = ¢. Procedendo come nell’esercizio precedente, ma tenendo conto dei termini
noti, otteniamo

Y =w,+ Span((1,1,-1,4,0),(0,1,-1,0,1))
con
(5 31
vy =(-,——,—
20 4 9 4 9 4 9
Osservate che abbiamo verificato esplicitamente il Teorema di struttura: X € espresso

come somma di una soluzione particolare del sistema, v, e di tutte le soluzioni del
sistema omogeneo associato.

0,0).

Soluzione esercizio 4. Notiamo innanzitutto che W = KerA con A € M 5(R),
A=|10 —111]. Dato che A ha ovviamente rango uguale ad 1, ne segue che W
ha dimensione 5 — rgA = 4. Per determinare una base di W risolviamo il sistema
omogoneo di 1 equazione in 5 incognite che definisce W:

scriviamo quindi W = {z € R%|x; = 23 — x4 — x5}. Variabile dipendente: ;.
Variabili libere x2, x3, x4, T5. Quindi

T3 — T4 — T

W = €3 y L2, X3, X4, T5 €R

Ne segue, ragionando come al solito, che

0 1 -1 -1
1 0 0 0
W = Span O,/ 1(,] 0 |,] O
0 0 1 0
0 0 0 1

Dato che W ha dimensione 4 ne segue che necessariamente i quattro vettori dati
sono una base di W.



Soluzione esercizio 5. Determiniamo innanzitutto basi per questi due sottospazi,
utilizzando la riduzione a scala. Scopriamo che

1 0 2 2
1 1 3
U = Span 1 0 , V= Span 9 9
1 1 -1 -3

E chiaro che queste due coppie di vettori sono basi rispettivamente per U e V. Vi ri-
cordo che dobbiamo verificare che U+V = R* e UNV = 0. Avendo determinato basi
per U e V notiamo per6 che non dobbiamo verificare entrambe le condizioni: infatti,
applicando la formula di Grassmann scopriamo che se i 2+2=4 vettori trovati sono
linearmente indipendenti, allora, essendo necessariamente una base di R*, si deve
avere dimU NV = 0, dato che dimUNV = dimU+dimV —dim(U+V) =2+2—4.
Per verificare se i quattro vettori sono linearmente indipendenti basta mettere i 4
vettori in colonna e ridurre con Gauss. Scopriamo che il rango della relativa matrice
4 x 4 e proprio 4; ne segue che i 24+-2=4 vettori sono linearmente indipendenti e
quindi, necessariamente, una base di R*, come volevasi. Conclusione: R* = U @ V.

Soluzione esercizio 6 Sappiamo che
Ker(La) = {z € R |La(z) = 0} = {z € R'| Az = 0};

basta allora risolvere il sistema omogeneo Ax = 0 trovandone una base. Abbiamo
visto molti esercizi di questo tipo: riducendo con Gauss, risolvendo il sistema e
”"mettendo in evidenza le variabile libere” otteniamo che

-2 -1
1 3
Ker(L4) = Span 1o
0 1

Dato che il nucleo ¢ non banale, ne segue che L4 non ¢ iniettiva. Per il teorema
della dimensione ne segue che non é suriettiva.

Alternativamente, abbiamo visto che ImL4 & il sottospazio di R? generato dalle
colonne di A; la riduzione di Gauss, gia effettuata, ci dice che i primi due vettori
colonna di A sono una base per lo spazio generato dalle colonne di A. Dato che
ImL 4 non ¢ tutto R3, essendo di dimensione 2, ne segue L 4 non & suriettiva. Quindi
L 4 non e bigettiva.



