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SOLUZIONI

Soluzione es. 1. La prima affermazione & falsa. Per dimostrarlo dobbiamo
mostrare che in RS & possibile trovare quattro vettori linearmente indipendenti. Un
modo ¢ il seguente.

Sappiamo che RS ha dimensione 6. Una sua base {b;, by, b3, by, b5, bs} € costituita
da 6 vettori linearmente indipendenti tra loro. Ma allora, in particolare i 4 vettori
{by, by, b3, b, } sono linearmente indipendenti.

La seconda affermazione & vera. Se avessimo in R* sei vettori linearmente in-
dipendenti, allora la dimensione di R* sarebbe almeno 6, ma sappiamo che la di-
mensione di R* & uguale a 4.

Infine, 'ultima affermazione ¢ falsa. Per fornire un controesempio basta prendere
tre vettori a piacere in R® e scegliere come quarto vettore una combinazione lineare
dei primi tre.

Soluzione es. 2. Seguiamo il suggerimento e dimostriamo che i due numeri reali
1 e v/2 sono linearmente indipendenti su Q, ovvero che equazione z -1+ 1 - /2 =

0 con z,y € Q ha solamente la soluzione banale (x,y) = (0,0). Analizziamo
separatamente le due possibilith y = 0 e y # 0. Se y = 0, equazione = + yv/2 =
0 si riduce a x = 0 ovvero la soluzione & (x,y) = (0,0). Se invece y # 0, da

T+ y\/§ = ( ricaviamo V2 = —z/y € Q, ovvero che v/2 & un numero razionale. Ma
questo e assurdo e rimaniamo con la solita possibilita y = 0 e dunque con la sola
soluzione (z,y) = (0,0). Abbiamo cosi provato che in Rg ci sono almeno due vettori
linearmente indipendenti, il che implica dimRg > 2. Si puo poi dimostrare (ma
non abbiamo gli strumenti per farlo) che in Rg ci sono infiniti vettori linearmente
indipendenti: Rg € un esempio di spazio vettoriale di dimensione infinita.

Soluzione es. 3. Ricordiamo un’utile notazione: se un sottoinsieme W C V & un
sottospazio vettoriale di V, scriviamo W < V.

Verifichiamo che i vettori v;,v,,v; sono linearmente indipendenti: 1’equazione
1V + vy + a3vg = 0 scritta per esteso ¢

(a17a27a1 + a370) = (0707070)

ed ha evidentemente la sola soluzione (o, s, 3) = (0,0,0). Determiniamo ora
una base per i sottospazi Wy, Wy e W3. Osserviamo che tutti i generatori di Wy
sono combinazioni lineari di v,, v, € v3, dunque Wy < Span(v,,vs,v5). D’altronde
i vettori v;, vy, v5 appartengono a Wy e dunque Span(v,,uv,,vs) < Wi. Ne segue
W1 = Span(v;, v, v3). Poiché i tre vettori vy, vy, v5 sono linearmente indipendenti,
essi sono una base per il sotttospazio che generano, e dunque una base di W; &
{v;,v9,v3}. Con ragionamento perfettamente analogo si prova che {v;,v,} & una
base di W5. Infine, per quanto riguarda W3 osserviamo che tutti i generatori di
W35 sono combinazioni lineari di v, € v, € dunque W3 < Span(v;,v,). I due vettori
v, € Uy sono linearmente indipendenti perché non-proporzionali: quindi sono una
base per Span(v;,v,) che pertanto ha dimensione 2. Questo ci dice che dim W5 < 2;
pertanto in W3 possiamo trovare al piu 2 vettori linearmente indipendenti e, inoltre,
se troviamo 2 vettori indipendenti in W3 questi sono una base. Si verifica facilmente
che v; + v, € v; — vy sono linearmente indipendenti, per cui {v; + vy, v, — vy} €
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una base di W3. Osserviamo che W3 viene ad essere un sottospazio bidimensionale
di Span(v;,v,), che ha dimensione 2. Ne segue W5 = Span(v,,v,). Questo fatto
puo essere dimostrato direttamente, mostrando che v,,v, € Ws. Infatti si ha
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vy = 5(91 +uy) + 5(91 —uy)

Uy = 5(21 +vy) — 5(91 —Uy)

Soluzione esercizio 4. Sappiamo che se A € M,,,,(R) allora n = dim Ker A+rgA,
dove il nucleo di A,

Ker A=Ker Ly = {z € R"| Laz = 0},

altri non e che il sottospazio di R™ costituito dalle soluzioni del sistema lineare
omogeneo Ax = 0. Questo vuol dire che dimKer A = n — rgA. In parole, la
dimensione del sottospazio di R™ costituito dalle soluzioni di un sistema lineare
omogeneo Az = 0 ¢é data dal numero delle incognite meno il rango della matrice dei
coefficienti del sistema. Vi ricordo (libro di testo, Def 5.3 4+ Es 5.12) che il rango
di A eil rango di Ly, e cioe, per definizione, la dimensione dell’immagine di L 4.
Nel nostro caso U e l'insieme delle soluzioni di un sistema di 1 equazione in 3
incognite: U =Ker A con A=|1 —1 —1| € M;3(R). Ma allora dimU = 3 — rgA.
Ma rgA = 1: infatti, in generale, rgA ¢ la dimensione di Im L 4; ora, 'immagine
di L e costituita dallo span delle colonne di A perché la j-ma colonna di A &
proprio L(e;) e sappiamo che Im L 4 & uguale allo span dei La(e;) (Lemma 5.6 +
Esempio 5.12). Quindi, nel nostro caso rgA < 3; d’altra parte Ls : R3 - R' =R e
sappiamo che in R ¢’ & al piu 1 vettore linearmente indipendente; dato che la prima
colonna ¢ linearmente indipendente perché non-nulla concludiamo che rgd = 1
Quindi, tornando all’esercizio, si ha dimU = 3 — 1 = 2. Conclusione: dimU = 2.
Analogamente dim W = 2. Ma allora, per Grassmann,

dim(UNW) =242 —dim(U + W) = 4 — dim(U + W).

Ora, U + W & un sottospazio di R?® ed ha quindi dimensione < 3. Ma allora
dim(UNW) > 1. In ogni caso (UNW) # 0 e R? non & somma diretta.

Osservazione 1. Ovviamente avremmo potuto calcolare 'intersezione di U e di
W che & costituita dai vettori  di R3 che soddisfano sia z; — o — 23 = 0 che
r1+ 222+ 23 = 0; UNW e quindi uguale al sottospazio delle soluzioni del sistema

(1) T1—T2—23=0
1+ 229 +23=0

Avremmo potuto risolvere esplicitamente il sistema (& un sistema non-quadrato
ma non ¢ difficile risolverlo per sostituzione) ed avremmo trovato che U N W =
Span((1,—2,3)).
Osservazione 2. Notiamo anche che senza risolvere il sistema, ma osservando che
UNW & dato dalle soluzioni di (1), avremmo potuto subito concludere che dim(U N
W) = 1. Infatti:

dim(UmW):zrgH _21 _11‘



Ma la matrice A in questa formula ha rango 2. Vediamolo: rgA ¢ la dimensione
di Im L 4; 'immagine di L4 & costituita dallo span delle colonne di A (perché la
j-ma colonna di A & proprio L(gj) e sappiamo che Im L 4 ¢ uguale allo span dei
La(e;) (Lemma 5.6 + Esempio 5.12)). Quindi, nel nostro caso rgA < 3; d’altra
parte Ly : R?> — R? e sappiamo che in R? ci sono al pill 2 vettori linearmente
indipendenti; dato che le prime due colonne sono linearmente indipendenti perché
non-proporzionali concludiamo che rgA = 2. Conclusione: dim(UNW) =3-2 = 1.

Soluzione esercizio 5. Sappiamo che U ha dimensione 2. E ovvio che W ha
dimensione 1. Inoltre W = {(«, o, @), @ € R}. Ma allora ¢ subito visto che UNW =
{0} (perché (o, a, a) soddisfa ’equazione che definisce U se e solo se @ = 0). Ne
segue che dim(UNW) = 0. Ma allora, per Grassmann, dim(U+W) =2+1-0 = 3.
Ne segue che U+ W C R3 e dim(U +W) = 3; ma allora U + W = R3. Conclusione:
in questo caso R3 =U & W perché¢ U + W =R3 e UNW = {0}.

Soluzione esercizio 6.

T T +3$2 — I3
LA T2 = 21’1 + X0 — I3
T3 2x1 — X9

L 4 ¢ iniettiva se e solo se Ker Ly = {0}. Occorre allora calcolare

(E1+3£U2—$3:0
KeI‘LA:{2€R3|LA£:Q}:{§€R3| 221 +x2 —x3 =0 }
2.131—.73220

Utilizzando Gauss ¢ facile vedere che Ker Ly = {0}. Ne segue che L4 & iniettiva.
Per il teorema della dimensione (andiamo da R3 a R?) & anche suriettiva. Ne segue
che L, & biettiva. L’immagine di (1,2,1) & data sostituendo nella definizione di
LA7

1 r1 + 329 — T3
Lao| @ |=| 201 +22—23 |,
I3 2£C1 — X2

ivalori 1,2 e 1 al posto di x1, 25 e 3 rispettivamente. Otteniamo il vettore (6,3, 0).
L’immagine del j-mo vettore della base canonica ¢ la j-ma colonna della matrice A.

Soluzione esercizio 7.

1 xr1 — To + T3
LA To | = 2()’]1 - 31‘3
XT3 —2%2 + 51’3

Per determinare la dimensione del nucleo troviamo prima una base per lo spazio
immagine (in ogni caso questo ¢ un quesito al quale dobbiamo rispondere). Sulla
base delle soluzioni degli esercizi precedenti dobbiamo quindi determinare una base
per lo spazio generato dalle colonne di A; il numero di elementi in questa base & per
definizione la dimensione di Im L 4 e si ha dimKer A =3 —dimIm L4 = 3 — rgA.
Ora, le prime due colonne sono ovviamente linearmente indipendenti perché non-
proporzionali. Dobbiamo quindi decidere se tutte e tre le colonne sono o meno
linearmente indipendenti. Questo lo sappiamo fare perché il problema si riduce
ad un sistema di 3 equazioni nelle incognite oy, ag, a3; si scopre che il sistema ha
soluzioni non banali e quindi i 3 vettori non sono linearmente indipendenti. Ne
segue che una base di Im L4 € costituita dalle prime due colonne. In particolare
dimImLy =2edimKerLy =3—-2=1.
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Soluzione esercizio 8. Basta verificare che i vettori
Ql = (171’1)7 QQ = (071a1)7 23(0717_1)

sono una base di R? perché allora possiamo applicare la Proposizione 5.2 del libro
di Abate-de Fabritiis. Si verifica con il solito metodo gia visto varie volte che i tre
vettori sono linearmente indipendenti. Sono quindi una base in R3.

Per determinare F'(1,0,0), F(0,1,0), F(0,0,1) dobbiamo espimere i vettori
(1,0,0),(0,1,0) e (0,0,1) in funzione di v;, v, € vs e poi applicare la linearita.
Si ha (1,0,0) = vy — vy, (0,1,0) = (v, + v3), (0,0,1) = 1(vy — vg) € quindi

F(1a070) - F(yl *22) - F(Ql) - F(EQ) = (2a372) - (1’372) - (LOvO)
1 1
F(0,1,0) = F(i(QZ +vg)) = 5((17 3,2)+(1,1,-2)) = (1,2,0)

F(0,0,1) = F(3(0305)) = 5((1,3,2) ~ (1,1,-2)) = (0,1,2)
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