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Esercizio 1. Sia M una varietà compatta e sia P ∈ Ψm
cl (M ;E,F )

un operatore pseudodifferenziale ellittico. Dimostrare che la proiezione
ortogonale Π su KerP è un operatore regolarizzante: Π ∈ Ψ−∞cl . (Sug-
gerimento: utilizzare una base ortonormale {φj}nj=1 del nucleo e scrivere
Π come

∑
(·, φj)φj.)

Esercizio 2. Verificare che il simbolo principale dell’operatore d :
C∞(M,ΛkM)→ C∞(M,Λk+1M) (differenziale esterno) è dato da

σpr(d)(ξ)(ωx) = iξ ∧ ωx ∀ξ ∈ T ∗xM , ∀ωx ∈ Λk
xM .

Dedurne che il complesso di de Rham è un complesso ellittico. Analoga-
mente, determinare il simbolo principale dell’operatore

∂ : C∞(M,Λk,`M)→ C∞(M,Λk,`+1M)

su una varietà complessa M e dedurne che il complesso di Dolbeault è
ellittico.

Esercizio 3. Consideriamo l’operatore

P := d+ d∗ : Ωpari(M)→ Ωdispari(M).

Dimostrare che questo operatore è ellittico (Suggerimento: considerare
P ∗P .). Consideriamo il complesso di de Rham {Λ∗M,d∗}: dimostrare
che

ind({Λ∗M,d∗}) = ind(d+ d∗|
Ωpari

).

Esercizio 4. Consideriamo l’operatore

P := ∂ + ∂
∗
|
Ωp,pari

Dimostrare che questo operatore è ellittico (Suggerimento: considerare
P ∗P .). Verificare che il suo indice è uguale all’indice del complesso di
Dolbeault {Ωp,∗, ∂∗}

Esercizio 5. Dimostrare che Hp(CP n,Ωq
O) è isomorfo a C se p = q ≤

n ed è zero altrimenti. In particolare H0(CP n,O) è isomorfo a C.
Spiegare perché, in generale, H0(M,O) è isomorfo a C per ogni varietà
complessa connessa e compatta.
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