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Esercizio 1. Si consideri il sistema omogeneo di 3 equazioni in 6 incognite

Ty —To+T3—T4+T5—26=0

x3 — 204+ x5+ 26 =0

rs — Tg — 0
Osserviamo che trattasi di un sistema omogeneo a scala Sz = 0.
Determinare i pivots della matrice S. Determinare le variabili dipendenti del sis-
tema e quelle libere. Risolvere il sistema. Sia X I'insieme delle soluzioni. Spiegare
perché ¥y ¢ un sottospazio di R®. Determinare k € N e k vettori {w;,...,w;} in
R® in modo tale che

Yo = Span(wy, ..., wy)

Determinare una base per .
Determinare il rango di S. Determinare una base per ImS.

Si consideri ora il sistema non-omogeneo di 3 equazioni in 6 incognite

X1 —To+x3—Tyg+x5 —26=1

T3 —2x4 + x5+ 26 =0

s — Tg = 2
Osserviamo che trattasi di un sistema a scala Sz = ¢. Sia X 'insieme delle soluzioni.
Determinare k € N e k + 1 vettori {uy, ..., u;,v,} in RS in modo tale che

Y= Yo + Span(gh s aﬂk)
Confrontare X e Xg.

Esercizio 2. Si consideri il sistema omogeneo di 4 equazioni in 5 incognite

£L'1+$2+2£L'3+£L'5:0
T, —To+T4+25=0
.1'1—.1’3—365:0

x1 + 229 + 5x3 + 315 =0

Sia X3¢ I'insieme delle soluzioni. Esprimere 3, come nucleo di un’applicazione lineare
Ly.

Applicare il metodo di Gauss e determinare un sistema omogeneo a scala, Sx = 0,
equivalente al sistema dato.

Determinare k € N e k vettori in R® in modo tale che ¥y = Span(v,...,v;).
Determinare una base di X.

Esercizio 3. Si consideri il sistema non-omogeneo di 4 equazioni in 5 incognite
(ottenuto dal sistema omogeneo dell’esercizio precedente)

r1+ 2o+ 2203 +x5 =1

T1—To+Ty+ x5 =2

r1 — T3 — Ty = 1

£L’1+21'2+51'3+3{E5 = 1
3.0 Applicare il metodo di Gauss e determinare un sistema a scala, Sz = ¢, equiv-
alente al sistema dato.
3.1 Verificare che il sistema a scala Sz = ¢ ¢ compatibile. (Otteniamo quindi la
compatibilta del sistema iniziale.)

—



3.2 Sia ¥ l'insieme delle soluzioni del sistema iniziale. Scrivere X nella forma
Y = Span(wy, ..., w,) + v,

per un opportuno ¢ € N e per opportuni vettori w, ..., w,, v, in R®. (Suggerimento:
utilizzare Pesercizio precedente ....)

Esercizio 4. Determinare una base per il sottospazio di R?:

W:{§6R5|x1—x3+x4+x5:0}

Esercizio 5. Siano V e W due spazi vettoriali e T' : V' — W un’applicazione
lineare. Sian =dimV e m = dim W.

5.1 Stabilire se la seguente proposizione € vera o falsa:

se n > m Uapplicazione lineare T non puo essere iniettiva.

5.2. Stabilire se la seguente proposizione e vera o falsa:

sen < m lapplicazione lineare T non puo essere suriettiva.

Giustificate la vostra risposta.

Esercizio 6. Siano V e W due spazi vettoriali e sia F' : V — W un isomorfismo.
Verificare che F' trasforma vettori linearmente indipendenti di V' in vettori linear-
mente indipendenti di W. Dedurne che F' trasforma sottospazi di dimensione k di
V in sottospazi di dimensione k& di W.

Esercizio 7. Siano U,V C R* i sottospazi di R* dati da

1110 2 2 2 2
1] 1] -1 1 3 -1
U = Span 1 0 9 ,  V =Span _9 _9 —9
1 1] -1 -11]] -3 1

Determinare basi di U e di V. Determinare una base per U + V. Stabilire se R* &
somma diretta di U e V, cioe se R* =U @ V.

Esercizio 8. Sia A € M34(R) la matrice data da

2 1 3 -1
A= 1 1 1 =2
-1 1 -3 -4

e sia L4 : R* — R3 I’applicazione lineare ad essa associata. Determinare una base
per Ker(L 4) ed una base per Im(L 4). Studiare iniettivita e suriettivita di L4. Dire
se L4 & bigettiva.

Esercizio 9 . Determinare 'espressione in coordinate di un’applicazione lineare
F : R? — R? che trasformi il vettore (1,1) € R? nel vettore (1,1,1) € R? ed
abbia nucleo banale (quindi iniettiva). (Suggerimento: definite F' selezionando una
base opportuna di R? e 2 vettori opportuni di R3. Per 'espressione in coordinate,
utilizzate la linerita ....) Rifate questo esercizio imponendo sempre che F' trasformi
(1,1) in (1,1,1) ma richiedendo ora che il nucleo sia non banale. Fate delle figure
che illustrino le vostre costruzioni.



