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Esercizio 1. Sia Cg lo spazio vettoriale che ha come insieme di vettori i numeri
complessi e come campo degli scalari i numeri reali. Verificare che la dimensione di
Cg ¢ uguale a due. (Suggerimento: considerare i vettori 1 e 7...).

Esercizio 2. Sia V = R3 e si considerino i vettori

1 3 —1
v = 2 y Vo = 1 , U3 = -1
2 -1 0

Verificare che questi 3 vettori formano una base di R3. Determinare le coordinate
del vettore e, = (0,1,0) in questa nuova base di R3.

Esercizio 3. Vero o Falso :

e 4 vettori in R® sono sempre linearmente dipendenti

e 6 vettori in R* sono sempre linearmente dipendenti.

e 4 vettori in R® sono sempre linearmente indipendenti
Giustificare le risposte.
Esercizio 4. Sia Rq lo spazio vettoriale che ha come insieme di vettori i numeri
reali R e come campo di scalari i numeri razionali Q. Le operazioni sono indotte
dalle usuali operazioni sui reali. Dimostrare che dimRg > 2. (Suggerimento:
dimostrare che i vettori v; =1 e vy, = v/2 sono linearmente indipendenti...).

Esercizio 5. Sia V = R* e si considerino i vettori
v = (1707 1a0) , Ug = (07 1,0,0) , Ug = (0,0, ]-70)

Si puo verificare che questi 3 vettori sono linearmente indipendenti.
Determinare una base per i seguenti sottospazi:

W1 = Span(v;, vy, U3, U1 + Vg, Uy + T4vy — v/203)

Wo = Span(vy,v,)

W3 = Span(vy + s, 01 — Vg, 0y + 205, v; — 205)

Soluzioni

Soluzione es. 1. Sappiamo che ogni numero complesso si puo scrivere come z =
x 41y con z,y € R. Vale a dire {1,4} & un sistema di generatori per Cg. Inoltre 1
ed ¢ sono linearmente indipendenti su R in quanto z 41ty = 0 se e solo se x = y = 0.
Dunque {1,i} ¢ un sistema di generatori indipendenti, ovvero una base. Avendo
una base formata da due vettori, Cg ha dimensione due.

Soluzione es. 2. Si tratta di 3 vettori in R3. per mostrare che sono una base basta
mostrare che sono linearmente indipendenti. L.’equazione
a1V + vy + azvy =0

¢ equivalemte al sistema lineare omogeneo

a1 + 3012 — Q3 = 0

20[1 + g — a3 = 0

20[1 — Qg = 0
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La matrice associata al sistema ¢

13 =10
2 1 -1/0
2 -1 010

Osserviamo che avremmo potuto scrivere la matrice del sistema direttamente dai
vettori v, v,,vs. Applichiamo 'algoritmo di eliminazione gaussiana alla matrice
del sistema:
1 3 -1]0 1 3 -1
2 1 —-110|—~|0 =5 1
2 -1 010 0 -7 2

0 1 3 -11]o0
0[—10 1 =1/50
0 0 -7 210

13 -110
— 0 1 —-1/5/0
0 0 3/5|0

Tutti i pivot sono diversi da zero. la matrice del sistema ¢ pertanto non singolare,
ed il sistema ammette un unica soluzione. Trattandosi di un sistema omogeneo,
quest’unica soluzione deve essere la soluzione banale.

Determinare le coordinate del vettore e, nella base v;, vyv4 significa determinare
i tre numeri reali oy, ao, a3 per i quali risulta

a1V + QVy + 3V = €9
Arriviamo cosi al sistema lineare non omogeneo

a1+ 3as —ag =0
201 + s —az =1
20[170[2:0

La matrice associata al sistema &

13 -1/0
2 1 11
2 -1 0]0

Osserviamo che anche in questo caso avremmo potuto scrivere la matrice del sistema
direttamente dai vettori v;,v,,v5 ed e,. Applicando l'algoritmo di eliminazione
gaussiana alla matrice del sistema troviamo:

1 3 =10 1 3 -1
2 1 —-1j1|—~|0 =5 1
2 -1 0]0 0 -7 2

0 1 3 1] 0
1|—10 1 —1/5-1/5
0 0 -7 2] 0

13 -1] 0 13 —-1] 0
10 1 —1/5|=1/5 | [0 1 —1/5|—1/5
00 3/5|-7/5 00 1 |-7/3
1 3 0/-7/3 10 0/-1/3
—10 1 0/-2/3|—1[0 1 0]-2/3
00 1|-7/3 00 1-7/3

Le coordinate di e, nella base vy, vyv5 sono pertanto (—1/3,—-2/3,—7/3); vale a
dire
1 2 7

€y = —35U) — ZUy — 503

3 3 3



Soluzione es. 3. La prima affermazione e falsa. Per dimostrarlo dobbiamo mostrare
che in RS & possibile trovare quattro vettori linearmente indipendenti. Un modo &
il seguente: sappiamo che RS ha dimensione 6. Una sua base {b1,b9,b3,b4,b5,b6} €
costituita da 6 vettori linearmente indipendenti tra loro. Ma allora, in particolare
i 4 vettori {by, by, bs, b, } sono linearmente indipendenti.

La seconda affermazione & vera. Se avessimo in R* sei vettori linearmente in-
dipendenti, allora la dimensione di R* sarebbe almeno 6, ma sappiamo che la di-
mensione di R* & uguale a 4.

Infine, 'ultima affermazione & falsa. Per fornire un controesempio basta prendere
tre vettori a piacere in R® e scegliere come quarto vettore una combinazione lineare
dei primi tre. E’ bene osservare che per produrre questo controesempio abbiamo
dovuto scegliere il quarto vettore in modo particolare: in effetti quattro vettori
“generici” di R® sono sempre linearmente indipendenti. Su cosa debba intendersi
precisamente con “generici” torneremo pitt avanti nel corso. Per ora ci accontenti-
amo di dire (senza specificarne meglio il significato) che quattro vettori linearmente
dipendenti in RS costituiscono una situazione “speciale”.

Soluzione es. 4. Seguiamo il suggerimento e dimostriamo che i due numeri reali 1
e v/2 sono linearmente indipendenti su Q, ovvero che l’equazione z - 1 +y - /2 =

0 con z,y € Q ha solamente la soluzione banale (z,y) = (0,0). Analizziamo
separatamente le due possibilith y = 0 e y # 0. Se y = 0, I'equazione = + yv/2 =
0 si riduce a = 0 ovvero la soluzione & (x,y) = (0,0). Se invece y # 0, da

m—i—y\/? = 0 ricaviamo v/2 = —z/y € Q, ovvero che v/2 & un numero razionale. Ma
questo e assurdo e rimaniamo con la solita possibilita y = 0 e dunque con la sola
soluzione (z,y) = (0,0). Abbiamo cosi provato che in Rg ci sono almeno due vettori
linearmente indipendenti, il che implica dimRg > 2. Si puod poi dimostrare (ma
non abbiamo gli strumenti per farlo) che in Rg ci sono infiniti vettori linearmente
indipendenti: Rg € un esempio di spazio vettoriale di dimensione infinita.

Soluzione es. 5. Introduciamo un’utile notazione: se un sottoinsieme W C V & un
sottospazio vettoriale di V', scriviamo W < V.

Verifichiamo che i vettori v;, v4v5 sono linearmente indipendenti: ’equazione a;; v+
Uy + a3v3 = 0 scritta per esteso ¢

(a17a2;a1 + 043,0) = (0707070)

ed ha evidentemente la sola soluzione (aq,as,as) = (0,0,0). Determiniamo ora
una base per i sottospazi Wy, Wy e W3. Osserviamo che tutti i generatori di W;
sono combinazioni lineari di v;, v, € v3, dunque Wy < Span(v,,vs,v5). D’altronde
i vettori vy, v, v5 appartengono a Wy e dunque Span(v,,uv,,v5) < Wi. Ne segue
W1 = Span(v;, v, v3). Poiché i tre vettori v, , vy, v5 sono linearmente indipendenti,
essi sono una base per il sotttospazio che generano, e dunque una base di W; &
{v;,v9,v3}. Con ragionamento perfettamente analogo si prova che {v;,v,} & una
base di W5. Infine, per quanto riguarda W3 osserviamo che tutti i generatori di
W35 sono combinazioni lineari di v; e v, e dunque W5 < Span(v;,v,). I due vettori
v, € Uy sono linearmente indipendenti perché non-proporzionali: quindi sono una
base per Span(v;, v,) che pertanto ha dimensione 2. Questo ci dice che dim W5 < 2;
pertanto in W3 possiamo trovare al piu 2 vettori linearmente indipendenti e, inoltre,
se troviamo 2 vettori indipendenti in W3 questi sono una base. Si verifica facilmente
che v; + v, € v; — vy sono linearmente indipendenti, per cui {v; + vy,v; — vy} &
una base di W3. Osserviamo che W3 viene ad essere un sottospazio bidimensionale
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di Span(v,,v,), che ha dimensione 2. Ne segue W3 = Span(v;,v,). Questo fatto
puo essere dimostrato direttamente, mostrando che v, v, € W3. Infatti si ha

1 1
v = 5(21 +v,) + 5(21 —Uy)

1 1
Vy = 5(21 +v,) — 5(21 —Uy)



