Geometria Analitica. a.a. 05/06.

Complementi su forme quadratiche (distribuiti il 28/11/05)

Sia V' uno spazio vettoriale reale. Sia
<,>VxV-R

un prodotto scalare; per definizione questo vuol dire che <, > & una forma bilineare
simmetrica. Per ragioni tipografiche preferisco utilizzare la notazione b : VxV — R
per il prodotto scalare <, >: V' xV — R: quindi b(, ) :=<, > Sia V di dimensione
neB :={vy,v,,...,v,} una base di V. Rimane allora definita la matrice associata
a b(, ) nella base fissata; per definizione questa ¢ la matrice simmetrica

A = laij| = [byy, )| = [b(w;; )] -

L’espressione della forma bilineare nelle coordinate fissate dalla base B = {v;, v, . . .
e data da
L1

T2
(1) blxivy +-+2pu,, Y10+ FYnL,) = Y1, Yn] A = gTAx

Tn

Questa formula segue dalla bilinearita e dalla simmetria.
Viceversa, data una matrice simmetrica A = |a, ;| possiamo definire una forma
bilineare simmetrica b4 : V X V' — R ponendo

Z1
T2 T
(2) ba(@ivy + - @0y, 10+ +YnL,) = Y1, un| A | =y Az

LTn

Si verifica immediatamente che la matrice associata a ba(, ) nella base fissata B &
proprio A.

Associata ad una forma bilineare simmetrica b(, ) abbiamo la forma quadratica
d(v) = b(v,v), che & detta forma quadratica associata a b(, ). Per la forma quadrat-
ica, o equivalentemente per la forma bilineare b(, ) possiamo definire I'indice di
nullita io(¢), Uindice di positivita i4(¢) e I'indice di negativita i_(¢).

Come applicazione del teorema spettrale abbiamo visto che ogni forma quadrat-
ica ¢ e affinemente equivalente alla forma quadratica canonica ¢ definita dalla
matrice diagonale

lisgy 0 0
(3) 0 L 0
0 0 UNE)
Equivalentemente esiste una base {f NEEEE in} di V, con coordinate associate y,

tale che ¢ si scriva in queste coordinate nella forma

2 2 2 2
it L) T+ T T Vi ()i (¢) -
Abbiamo dimostrato questi fatti fondamentali facendo vedere che se A ¢ la matrice
associata a ¢ in un base arbitraria, allora A ¢ congruente alla matrice (3).
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E interessante osservare che questo teorema puo essere dimostrato senza far uso
del teorema spettrale. Il passo fondamentale ¢ il seguente:

Teorema Sia b : V x V — R una forma bilineare simmetrica. Allora esiste una
base di V, {il, . ,in}, che diagonalizza b( , ), tale cioé che b(ii,ij) =0 peri#j.

Prima di passare alla dimostrazione, premettiamo una definizione ed un’ osser-
vazione fondamentale. Un vettore v ¢ isotropo per b(, ) se b(v,v) = 0. Osserviamo
che se f & un vettore non isotropo di V allora vale la decomposizione

(4) V=Rf& Rf)™

dove
Rf) ={ve V|, f)=0}.
In generale, per un qualsiasi sottospazio U di V si pone

Ut ={veV|bv,u)=0,VueU}.

U-b & detto il b-ortogonale di U. La dimostrazione della decomposizione (3) utilizza
una tecnica gia vista per i prodotti scalari definiti positivi (che sono ovviamente
particolari forme bilineari simmetriche). !

Dimostrazione teorema. Procediamo per induzione su dimV. Se dimV =1
non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo vero il teorema per spazi vettoriali di
dimensione n — 1 e dimostriamolo per spazi vettoriali di dimensione n.

Se b(, ) & la forma bilineare identicamente uguale a zero, allora non c’¢ nulla da
dimostrare, dato che ogni base ¢ diagonalizzante.

Se b(, ) non ¢ identicamente nulla allora 3v, w € V non nulli tali che b(v, w) # 0.
Ora, fra i tre vettori v, w, v+w ne esiste almeno uno che & non isotropo. Infattise v e
w sono isotropi allora b(v+w, v+w) = b(v, v)+2b(v, w)+b(w, w) = 04+2b(v, w)+0 #
0 come si voleva. Riassumendo: se b(, ) non & identicaente nulla allora esiste un
vettore non isotropo f . Ma allora, per I’osservazione fondamentale

V=Rf &Rf ).

Sia b'(, ) la restrizione di b(, ) al sottospazio (n — 1)-dimensionale (Rgl)J-”. b(,)e
ovviamente una forma bilineare simmetrica su uno spazio vettoriale di dimensione
(n —1). Per ipotesi induttiva esiste una base {f,,..., f } che diagonalizza V'(, ).

IDimostrazione di (4). Per ipotesi f & non isotropo; quindi, per definizione, b(f, f) # 0.

Scriviamo allora bo, f) bo, f)
v, J _ v, J
w0t e Y

Il primo addendo a destra appartiene sicuramente a Rf. Verifichiamo che il secondo addendo

v =

appartiene a (Rf)1?; utilizzando la bilinearita abbiamo:
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Quindi

V =Rf + (Rf)*®
Verifichaimo anche che Rf N (Rf)1t = 0; se w € Rf N (Rf)Le allora w = af (perché w € Rf) e
b(w, f) = 0 (perché w € (Rf)1+). Ma allora deve essere ab(f, f) = 0 ed essendo f non isotropo

deve necessariamente essere a = 0 cio¢ w = 0. Abbiamo dimostrato che V =Rf & (Ri)Lb.



Ma allora ¢ immediato verificare che {f g in} ¢ una base diagonalizzante
per b(, ). Il teorema ¢ dimostrato.

Quindi possiamo diagonalizzare le forme bilineari simmetriche, o equivalente-
mente le forme quadratiche, senza utilizzare il teorema spettrale.
Sia {f,,..., [, } la base diagonalizzante ottenuta tramite il procedimento induttivo
appena spiegato. Se o = b( ij, ij) allora possiamo assumere, a meno di riordinare
i vettori,

a; >0 set<py

o; <0 se(pr+1) <i< (pg+p-)

a; =0 se((py+p-)+1) <i<(ps+p-+po).

Poniamo
v, = \/%iT se 1 < P+
v; = A=f, se(py +1) <i < (py +po)

vi=f, se((py +p-)+1) <i<(pr+p-+po).
»)

La matrice associata a b(, ) in questa base &

I, 0 0
0 —I, 0
0 0 0

Si puo dimostrare, ma noi non lo faremo, che gli interi py, p— e po sono uguali
rispettivamente all’indice di positivita, negativita e nullita della forma quadratica
associata a b(, ).



