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Esercizi sulle sezioni riguardo alle Superfici immerse in R3:

Esercizio 1. Sia

S =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣∣ z =

√
(x2 + y2)

}
.

Dimostrare che S non è una superficie differenziabile immersa in R3. (Suggerimento: usare parame-
trizzazioni di Monge.)

Esercizio 2. Sia µ un numero reale positivo, e definiamo S ⊆ R3 superficie differenziabile immersa
tramite la singola parametrizzazione

ψ(u, v) = (v cos(u), v sin(u), µu)

definita per u ∈ R e v ∈ R>0. Questa superficie si chiama elicoide. Calcolare Xu, Xv, E, F , G, L ,
M , N , K per la superficie S, e determinare di che tipo (ellittico, parabolico, ecc.) è il punto ψ(u, v)
per ogni u, v.

Esercizio 3. Calcolare le curvature principali del cilindro di raggio 1, parametrizzato da

ψ(u, v) = (u, cos(v), sin(v))

per u ∈ R, v ∈ ]− π, π[.

Esercizio 4. Sia S ⊆ R3 superficie differenziabile immersa in R3 e contenente l’origine 0 ∈ R3.
Supponiamo che S abbia intorno all’origine una parametrizzazione di Monge del tipo

(x, y) 7→ (x, y, f(x, y)).

Usando questa parametrizzazione, calcolare in termini di f le matrici della prima e della seconda
forma fondamentale, e la curvatura Gaußiana di S, nel punto 0 ∈ S.

Esercizio 5. Sia B = (bi,j) una matrice simmetrica 2 × 2, e definiamo S ⊆ R3 superficie differen-
ziabile immersa con l’equazione

z = b1,1x
2 + 2b1,2xy + b2,2y

2.

Usando la parametrizzazione di Monge naturale

(x, y) 7→
(
x, y, b1,1x

2 + 2b1,2xy + b2,2y
2
)
,

calcolare la matrice della seconda forma fondamentale di S nell’origine 0 ∈ R3, e confrontarla con
B.

Esercizio 6. Sia S ⊆ R3 superficie differenziabile immersa e connessa. Supponiamo che ogni punto
di S sia ombelicale. Dimostrare che S è contenuta in un piano affine o in una sfera. (Suggerimento:
sia Lp omotetia, cioè la moltiplicazione per λ; se λ 6= 0, allora considerare il punto X +N/λ.)

Esercizio 7. Sia S ⊆ R3 superficie differenziabile immersa e compatta. Dimostrare che S ha almeno
un punto ellittico. (Suggerimento: per ogni p ∈ S, si può supporre1 che ogni v ∈ TpS sia il vettore
velocità di una curva contenuta in un piano affine ortogonale a TpS.)

1Svolgete l’esercizio assumendo questo fatto. Poi cercate di dimostrare anche questo fatto!
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