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Soluzioni del foglio di esercizi n.6

Esercizio 1. (1) Siano B e B’ due basi di uno spazio vettoriale V' di dimensione n. Sia M la
matrice che permette di passare, per qualsiasi vettore, dalle coordinate rispetto a B alle
coordinate rispetto a B, cioe

M = Mat(Fp (v1),...,Fp(vy))

dove B = (v1,...,v,). Scrivere in modo semplice, usando M, la matrice che permette di
passare dalle coordinate rispetto a B’ alle coordinate rispetto a B.

(2) Sia N la matrice che permette di passare dalle coordinate rispetto a B’ alle coordinate
rispetto a una terza base B” di V. Come si puo scrivere, in termini di M ed N, la matrice
che permette di passare direttamente dalle coordinate rispetto a B a quelle rispetto a B”?

Soluzione esercizio 1. (1) La matrice M permette di passare dalle coordinate rispetto a B
alle coordinate rispetto a B’ nel senso che, per ogni vettore v € V', vale

.7:[3/ (U) =M - .7:5(11)
Per passare invece da B’ a B, bisogna scrivere una matrice M tale che
Fi(v) = M - Fg (v)
Osserviamo che possiamo moltiplicare a sinistra per M ~! entrambi i membri di
Fp(v) = M - Fg(v)
ottenendo
M~ Fg(v)=M"" M- Fg(v) = Fp(v)
per cui deduciamo che M ~! permette di passare dalla base B’ alla base B.

(2) Usiamo un metodo simile per trovare la matrice che permette di passare dalle coordinate
rispetto a B alle coordinate rispetto a B”. Sappiamo che

Fpi(v) =M - Fg(v)
e che

Fin(v) = N - Fi (v).
Bastera allora sostituire nella seconda uguaglianza il vettore delle coordinate Fp:(v) come
espresso nella prima uguaglianza. Otteniamo

Fpr(v) = N - (M- Fp(v)) = (NM) - F(v)).
Per cui la matrice richiesta dall’esercizio ¢ il prodotto N M.

Esercizio 2. Sia B = (v1,v2,v3) la base di R? formata dai vettori

0 2 -3
v = 1 s Vg = 1 y V3 = 1 s
-1 0 1
e sia B’ = (w1, w2, w3) la base formata dai vettori
1 1 0
w1 = 1 s W9 = 2 y w3 = 1 s
3 0 1
Sia v € R? tale che
1
Fiv) = -2
-1

Calcolare Fp/(v).



Soluzione esercizio 2. Possiamo procedere in tre modi.

(1)

Possiamo calcolare la matrice M che permette di passare dalle coordinate rispetto a B alle
coordinate rispetto a B’, cioe tale che

fB/(w) =M - }'B(w)

per qualsiasiw € R3. Questo richiede di trovare le coordinate di vy, va, v rispetto a wy, wa, ws,
cioe di risolvere tre sistemi lineari in 3 incognite. Il primo ¢ dato da

T1wW1 + Tawz + T3Ws = V1
La soluzione & unica, e messa in colonna forma il vettore delle coordinate
_1
2
]:B/ (Ul) =

N[— N|—

Gli altri due sistem hanno rispettivamente vy e v invece di v, hanno una soluzione ciascuno,
che messe in colonna formano i due vettori delle coordinate

3 _3

1 2

Fp(v2) = s . Fp(vg)=| -2
_9 11

4 2

Usiamo allora la formula

Fpr(v) = Mat(Fp (v1), Fpr (v2), Frr (v3)) - Fp(v)

ottenendo
e A
Fe=| 4 5 4 || )=
boop ) N

Come secondo metodo, possiamo usare il primo esercizio. Sia € la base canonica di R3.
Possiamo passare da B a B’ nel modo seguente: prima passiamo da B a &, e poi passiamo
da & a B.

La matrice che passa dalle coordinate rispetto a B alle coordinate rispetto a £ &
M = Mat(Fe(v1), Fe(va), Fe(vz))

ma osserviamo che queste colonne di coordinate sono semplicemente i vettori vy, vs, vs.
Quindi

0 2 -3
M = 1 1 1
-1 0 1

Chiamiamo N la matrice che passa dalle coordinate rispetto a £ alle coordinate rispetto a
B'. Grazie alla parte 1 dell’esercizio 1, la matrice N & 'inversa di quella che permette di
passare da B’ a £. Quest’ultima matrice ha semplicemente per colonne i vettori wy, wo, ws.
Cioe

1 1 _1 1

1 1 0 2 1 1

_ _ 1 1 1

N = 1 2 1 = 3 3 -3
3 0 1 3 3 1

-2 4 4

Allora, grazie alla parte 2 dell’esercizio 1, sappiamo che la matrice che permette di passare
dalle coordinate rispetto a B a quelle rispetto a B’ e

N |=
=l Nlw

_1
1

N[= D=
INTS N[

N-M=

ENTCIFNTEY
|
—_
—_
Nl= N
=

NI
|



Concludiamo allora come prima:
1

2

=l polw
(R
]
|
| |

SIS NI

Fpr(v) =

9 1

4 2
(3) Terzo metodo. Si pud anche direttamente risolvere il sistema

\
—_
|
NI= D= N

Nl N

Tiw1 + Tows + T3wz = v1 — 202 — U3

Infatti, qui abbiamo messo davanti a vy, vo, v3 i coeflicienti dati dalle coordinate di v rispetto
a B. Quindi il secondo membro di quest’equazione e uguale a v.

Ora, dobbiamo trovare le sue coordinate rispetto a B’, cioe stiamo trovando numeri
x1, T2, x3 tali che messi come coefficienti a wy, wsy, w3 producono lo stesso vettore. Si tratta
allora proprio dell’equazione che abbiamo scritto.

La soluzione ¢ unica, ed e

I = -1

e, — 1
>3

I3 = -3

per cui

_1

2

1

_FB/(U): —3
1

T2

Esercizio 3. Sia B = (v1,v2) una base di R? tale che le coordinate dei vettori

NEIEY
]:B(ul):(_l4 >, Fi(uz) = ( _11>

Soluzione esercizio 3. Trovare una base B = (v, v2) di R? vuol dire trovare le entrate di due
vettori di R?: mettiamoli come incognite:

() we(2)

Le richieste dell’esercizio consistono nel richiedere che valgano:

sono rispettivamente

Trovare B.

—4vy + v =uy, —v1+v2=1us
cioe
—4dr+y = 2
—dz+w = 1
-r+y = -3
—z4+w = -1
Risolvendo, troviamo
_ 5
r = —3
y = -4
;o= -2
w = -8

quindi la base cercata ¢ data dai vettori

() ()

Esercizio 4. Dire, giustificando la risposta, se le seguenti applicazioni sono lineari.
(1) f: R — R data da f(z) =

Wi wlut

_a®
241"



(2) f: R* - R? data da

(3) f: Max2(R) — R tale che, data una matrice A, il valore di f(A) & uguale alla somma di
tutte le entrate di A. (Ricordiamo che Msyo(R) denota l'insieme delle matrici 2 X 2 con
entrate numeri reali.)

(4) f: R[z] — R (dove R[z] & lo spazio vettoriale dei polinomi in z) data da f(p(x)) = p(2), cioe
f associa ad un polinomio qualsiasi p(z) il valore del polinomio in « = 1.

Soluzione esercizio 4. (1) Si vede facilmente che

f)=3, f@)=%#2 )

Quindi non & vero che per ogni o € R (inteso come scalare) e per ogni v € R (inteso come
vettore) si ha f(av) = a- f(v), e quindi f non ¢ lineare.
(2) Prendiamo la somma di due vettori qualsiasi e facciamo f:

a+a
f b+ | [ (a+a)-(b+D)
c+c \ (ec+d)-(d+d)
d+d
Questo non e sempre uguale alla somma

!

a a
b vl [ ab+d'V
f c +f c —(cd—i—c’d’)
d d

infatti ad esempio prendendoa =a’ =c=c =1e b= =d = d = 2 abbiamo
1+1)-2+2)\ [ 8
1+1)-(2+2) ) '8
1.241-2Y) [ 4
1-241-2 )\ 4

quindi anche questa f non é lineare.
(3) Questa f ¢ lineare. Infatti

mentre

a b
f( . d)_a+b+c+d

a b a v a+a b+V
f<(c d>+<c’ d’)>_f(c+c’ d+d’>_

_ / / / ' a b a v
=a+ad +b+b +c+¢ +d+df<c d>+f<c/ d/)

e (ea))=r (o)

:aa+ab+ac+ad:a(a+b+c+d)=Ol'f( o b )

e abbiamo

Inoltre

c d

(4) Anche questa f & lineare. Infatti il valore in 2 = 2 di una somma di due polinomi p(z) + ¢(x)
¢ proprio uguale a p(2) 4 ¢(2), e il valore in = 2 di un polinomio riscalato per uno scalare
a - p(x) & uguale a a - p(2).



Esercizio 5. Sia f: R? — R* data dalla formula
r+y
T\ —2y
! < Y > | 3r—y
x
Scrivere la matrice (canonica) di f.

Soluzione esercizio 5. Basta trovare le immagini dei vettori della base canonica. Mettiamo dunque
r=1ey=0,epoiz=0ey=1. Troviamo le due immagini

1
1 0 0 —2
o) ] o(0)- 5
1 0

La matrice di f e quella che ha queste per colonne:

1 1

0 -2

3 -1

1 0

Esercizio 6. Sia f: R? — R? tale che

1 0 2 1 0 2
ft21)1=to], ft21=101], f 2 =| 0
0 0 2 1 -3 0

(I tre vettori di cui calcoliamo la f formano una base di R3.) Scrivere la matrice (canonica) di f.

Soluzione esercizio 6. Dobbiamo trovare le immagini dei vettori della base canonica. Prima scri-
viamoli in termini dei tre vettori dati: i coeflicienti si trovano come al solito risolvendo i sistemi
lineari (3 equazioni in 3 incognite):

1 1 2 0
0 |=-512 |+3 2 |+2 2
0 0 2 -3
0 1 3 2 0
1 |1=312 |- 3 2 |- 2
0 0 2 -3
0 1 2 0
0O l=221]1-12]|- 2
1 0 2 -3
Ora possiamo calcolare le immagini dei vettori della base canonica, grazie al fatto che f & lineare:
1 1 2 0 0 1 2
fl O |==5f21|+3f 2 | +2f 2 =510 |+31 0 |+2| 0 | =
0 0 2 -3 0 1 0
7
=10
3
0 1 3 2 0 0 3 1 2
fl 1 |=3f 2 |- 3 fl211-f 2 =31 0 | - 3 0O]—-10|=
0 0 2 -3 0 1 0
_T
2
= 0
_1
2



0 |=2(21]1-12 |- 2 =210 |- 0]-10]=
1 0 2 -3 0 1 0
-3
= 0
-1
Quindi la matrice di f &
7 -2 -3
0O 0 O
3 -1 -1

0 1
1 1
! =| 1
-2
0 -1
0
€
1 0
0 2
/ =1 o |,
0
1 0
0

e scriverne la matrice (canonica).

Soluzione esercizio 7. Per dare un’applicazione lineare, basta definire le immagini dei vettori
)
di una base. Due vettori hanno gid 'immagine fissata, e sono linearmente indipendeni, per cui
b b)
prendiamoli come primi vettori di una base. Ne servono altri 2, proviamo a mettere i primi 2 della
base canonica: otteniamo 4 vettori che messi come colonne di una matrice forniscono

0 1 10
1 0 0 1
-2 0 0 O
0 1 0 0

Il determinante € non nullo, infatti se lo sviluppiamo secondo 'ultima colonna otteniamo

=1/ -2 0 0|=1-(-2)=-2
-2 0 0 0 o 10
0 100

Allora abbiamo una base. Sappiamo gia quali devono essere le immagini dei primi due vettori, e
siamo liberi di fissare le immagini degli altri due a piacere. Fissiamo per semplicita

) 0 0 0

0 0 1 0

f =101, f =10
0 0

0 0 0 0

0 0

Calcoliamo allora le immagini dei vettori della base canonica. Abbiamo gia le immagini dei vettori

oS O O
S O =



rimangono da determinare le immagini di

= o O
= o O O

0

Scriviamo questi vettori come combinazione lineare della nostra base (di nuovo: si vede a occhio,
oppure si risolve il sistema che fornisce i coefficienti):

0 0 0
0 1] 1 1|1
1|72 2| T2 o0
0 0 0
0 1 1
ol _[o] o
o] | o 0
1 1 0
Segue:
_1
2
0 0 0 i 8 -1
o] 1 1 1 1|1 1 B 1
=2 2|2 o |72 L T2 27| 2
0 0 0 -1 0 i
0 0 2
0
€
0 1 1 g
0 0 0
Ho|=flo]| o]~ 8
1 1 0 0

Quindi la matrice di f e

00 —3 0

00 —3 2

0 0 —% 0

00 % 0

00 0 O

Esercizio 8. Siano dati i vettori

0 1 3
v = 1 , Vg = 2 , v3=| 2
-2 -2 2

Dire, giusificando la risposta, se esiste un’applicazione lineare f: R? — R? tale che

f(vl)—<(1)>’ f<v2>‘(8)’ f(”3)_<—12)

Soluzione esercizio 8. I tre vettori vy, vo, v3 sono linearmente dipendenti, perché

0 1 3
1 2 2|=—4-6-12-2=0
-2 -2 2

Esiste quindi una relazione di dipendenza lineare fra essi. Troviamo una combinazione lineare uguale
al vettore nullo: a occhio, o risolvendo il sistema che ha come incognite i coefficienti, troviamo

74’01 +3’Ug — V3 = 0]



Se esiste f con le proprieta richieste dall’esercizio, allora deve valere

—4f(v1) +3f(v2) — f(v3) = O

0 0 1 -1
(1) (6)-(5)=(3)#0
per cui la f cercata non esiste.

Esercizio 9. Trovare generatori del nucleo Ker(f) e generatori dell'immagine Im( f) dell’applicazione

lineare f: R* — R? data da
[ rt+y—w
- z+ 2w

\
S v 8

Calcolare le dimensioni di Ker(f) e di Im(f).

Soluzione esercizio 9. Il nucleo ¢ I'insieme delle soluzioni del sistema,

T 0
y | 10
A z 10
w 0

dove A ¢ la matrice di f. Calcoliamo A, trovando le immagini dei vettori della base canonica e

mettendoli in colonna:
e 1 1 0 -1
“\L0 0 1 2

La matrice ¢ A gia a scalini, con due pivot. Le soluzioni dipendono da due parametri s, so € R che
assegnamo alle variabili “libere” y e w; le altre variabili si ricavano da esse:

r = 83— 8
y = s

z = —289
w = S92

Per trovare dei generatori delle soluzioni, usiamo lo stesso procedimento usato per trovare una base:
assegniamo valori s1 =0 e s =0 e poi s;1 =0, sy = 1. Otteniamo

-1 1
1 0
Uy = 0 y U2 = _9
0 1

che sono quindi generatori di Ker(f). Per trovare generatori di Im(f), basta prendere le immagini
di generatori di R*, ad esempio i vettori della base canonica. Quindi Im(f) & generata da

ren=(g ). fea=(g). fe=(). sen=(7)

Non & necessario osservarlo, ma in questo caso chiaramente il primo e il quarto sono superflui:
il secondo e il terzo gid generano tutto R?, quindi Im(f) = R? e si possono prendere anche solo
f(e2), f(e3) come generatori.

Esercizio 10. Trovare, dandone la matrice canonica, un’applicazione lineare f: R® — R? tale che
il nucleo Ker(f) sia il sottospazio generato da

1 1
Uy = 0 s U = 1
1 2

e tale che 'immagine Im(f) sia il sottospazio generato da

oo (1),



Soluzione esercizio 10. Se potessimo dare la matrice di f rispetto a due basi scelte da noi, sarebbe
semplice. Infatti, prendiamo una base che comprenda wu; e ug, ad esempio (uq,usz,us) dove ug € il
terzo vettore della base canonica di R?. Si tratta di una base perché

110
01 0|=1+#0.
121

Possiamo scegliere a piacere le immagini dei vettori della base prescelta, e avremo una f lineare.
Dato che il nucleo dev’essere lo spazio generato da u; e ug, poniamo

f(ur) = f(u2) = 0.
L’immagine di f deve essere generata da wy, quindi in particolare deve contenere w;. Possiamo allora
porre
/ (US) = Wq-
Questo determina una f lineare. Troviamo il nucleo in termini di w1, us, usz: si tratta dell’insieme
delle combinazioni lineari aiu; + asus + azus tali che

flarug + agug + asus) = O
Ora:
flarur + aguz + azuz) = a1 f(u1) + az f(u2) + azf(uz) = a3 ( 1 ) :

Questo ¢ il vettore nullo se e solo se ag = 0, cioe il nucleo di f & proprio 'insieme delle combinazioni
lineari ajuy + asus con aj,as € R a piacere. Segue che e generato da u; e us.

L’immagine di f ¢ generata dalle immagini dei vettori di una base. Se prendiamo la base (u1, uz, us),
le loro immagini sono rispettivamente O, O, w1, quindi questi vettori generano Im(f). Chiaramente
il vettore nullo & superfluo qui, per cui wy genera Im(f).

Rimane da trovare la matrice canonica di f. Dobbiamo calcolare le immagini dei vettori della
base canonica, e per questo li scriviamo in termini di wuy, usg, us:

1 0 0
0 = U1 — us, 1 = U2 — U1 — U3z, 0 = Uus.
0 0 1
Le loro immagini allora sono
1
f1 0] =F(u) = flus) =0 —wy = —wy,
0
0
fl 1] = flu) = flur) — fluz) =0 = O — w1 = —wy,
0
0
fl 0| =/flus)=w
1

Mettendo questi tre vettori in una matrice otteniamo la matrice di f:

-1 -1 1
-1 -1 1



