Capitolo 3

Teoria dell’integrazione

Come gia per la misura secondo Peano-Jordan, ricordiamo brevemente la
definizione di integrale secondo Riemann.

3.1 L’integrale secondo Riemann

Sia I = [a,b] un intervallo di R; una partizione P di I viene data assegnando
n 4+ 1 punti
a=2g< 1< ... <Tp1<xT,=">.

Se f: I — R & una funzione limitata e P € una partizione di I, definiamo

S(P, f) = Z(%‘—Iz’—l) sup ZZ i —xi_1) M,
i=1 566(11:—17361] i=1

s(P, f) = Z (#; —x;—y)  inf = Z — 1)
i=1 Ie(x’;l’x’] =1

Successivamente, detto P l'insieme delle partizioni di I, definiamo

R? f(z)dx = inf{S(P,f), PP},

a

R/abf(x) dr =sup{s(P, f), P € P},

che chiamiamo, rispettivamente, integrale superiore di Riemann e integrale
inferiore di Riemann di f.

23
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Si vede abbastanza facilmente che per ogni funzione f limitata su I si ha

R/ibf(x) dr < Rff(x) dx

il che suggerisce di definire integrabile secondo Riemann una funzione limitata

su [ tale che si abbia
b b
R/ o) da :R/ o) da .

In questo caso, definiamo

R/ dx—R/

Sia ora P una partizione di I con n+ 1 punti, e siano cy, ..., ¢, n numeri
reali. Una funzione a gradino ¢ una combinazione lineare della forma

= Z G X(xi—hmz‘](w) '
=1

Se definiamo (in maniera naturale)

/a” _

7

Cz — Ti— 1
1

n

si vede subito che, data una partizione P di I, si ha

s.f) = [ #la)ar,

dove P(z) ¢ la funzione a gradino corrispondente agli intervalli della par-
tizione P e ai valori My,..., M,. Sempre per definizione di ®(z), si ha
f(x) <@(z) per ogni x in I. Analogamente,

()= [ pla)ar,

dove ¢(z) € la funzione a gradino corrispondente agli intervalli della par-
tizione P e ai valori my,...,m,. Nuovamente, dalla definizione di ¢(z),
segue che ¢(z) < f(z) per ogni x in I.
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Alla luce di queste considerazioni, si ha allora

Rff(x) dx = inf {/ab ?(z)dz, p(x) a gradino, f(x) < P(x) in I} :

R/abf(a:) dx = inf {/abg(x) dr, p(r) a gradino, ¢(z) < f(z) in I} :

Esempio 3.1.1 Come ¢ noto, la funzione di Dirichlet

(1 sexeQn]o0,1],
D(z) = {O sex & QNJ0,1],
non ¢ integrabile secondo Riemann; infatti, qualsiasi sia la partizione P di
[0,1], si ha S(P,D) =1 e s(P,D) =0, cosicché

b b
R/ flz)de =1, R/ f(z)dx =0.
Inoltre, se consideriamo la successione f,, di funzioni definita da

fa(@) = X1,y (@)
dove {r,} ¢ un’enumerazione dei razionali di [0, 1], si ha che f,, ¢ integrabile
secondo Riemann, che il suo integrale e nullo per ogni n in N, e che f,
converge puntualmente (ed anche in maniera monotona) a D(x), che non ¢
integrabile. Pertanto, il chiedersi se valga I'identita

1 1
lim R fn(x)dazzR/ D(z)de
0 0

n—-4o00

non ha senso perché l'integrale (secondo Riemann) di D non ¢ definito.

Si ha pero che D(x) = Xqnjo,11(2), cioe la funzione caratteristica di un in-
sieme misurabile (secondo Lebesgue, non secondo Peano-Jordan). Vogliamo
allora “cambiare” l'integrale in modo che — quanto meno — le funzioni
caratteristiche di insiemi misurabili siano integrabili (e il loro integrale valga,
secondo la ben nota regola “base per altezza”, la misura dell’insieme); inoltre
vogliamo anche ottenere un integrale che si comporti “bene” rispetto al pas-
saggio al limite: se f,, & una successione di funzioni integrabili convergente
ad una funzione integrabile f, vogliamo dare dell’ipotesi ragionevoli sulla
convergenza e sulle f, affinché il limite degli integrali delle f,, sia proprio
Iintegrale di f.
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3.2 L’integrale secondo Lebesgue

3.2.1 Funzioni limitate su insiemi di misura finita

In tutta questa sottosezione supporremo valide le seguenti ipotesi

e FE ¢ un sottoinsieme misurabile di R con m(E) < +o0;

e f: F — R ¢ una funzione limitata.

Ricordiamo che una funzione semplice ¢ : £ — R ¢ una funzione mi-
surabile che assume un numero finito di valori. Detti a4, ..., a, tali valori, e
definito A; = {x € £ : ¢(x) = a;} si ha

P() = 3 aixa, (o).

Si noti che gli A; sono a due a due disgiunti, che sono misurabili, e che
I'unione degli A; ¢ E. Se supponiamo che aq, ... a, siano i valori diversi da
zero assunti dalla funzione semplice ¢, la rappresentazione

si dice canonica. Nel caso della rappresentazione canonica, 'unione degli
A; ¢ ovviamente E\{z € E: p(x) =0} = E\Go(p).

Definizione 3.2.1 Sia ¢ : E — R una funzione semplice, e sia
) = 3 0 (@)
la sua rappresentazione canonica. Definiamo
/E o(x)de = zn: a; m(A;) . (2.1)
i=1

La rappresentazione canonica € unica, ma il valore dell’integrale non
cambia se ¢ viene scritta come combinazione di funzioni caratteristiche in
maniera differente.
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Teorema 3.2.2 Sia .
) = bjxg,(z),
j=1

con gli insiemi B; misurabili e a due a due disgiunti. Allora
[, el de =3 b;m(B).
j=1

Dimostrazione. Se a ¢ un valore assunto da ¢(z), definiamo A, = {x €
E : p(z) = a}. Siha ovviamente

Ag = U Bh>

h:bh:a

e pertanto, essendo i By, a due a due disgiunti,

m<Aa): Z m(Bh)

h:bp=a

Ma allora, detti a; ..., a, i valori distinti da zero assunti da ¢, cosicché
n
p(x) = Z @i XAi(x) )
i=1

e la rappresentazione canonica, si ha (ricordando che a; # 0 per ogni 7)

/Ego(x)dx = iaim(Ai):Zai > m(By)

=1 h:bp=a;
n m

= > > bum(By) =) bym(B;) =Y bym(B;),
1=1 h:bp=a; b;#0 j=1
come volevasi dimostrare. n

L’integrale cosi definito gode delle consuete proprieta dell’integrale: ad-
ditivita e monotonia.

Teorema 3.2.3 Siano ¢ e ¢ due funzioni semplici su E, e siano a e b in R.
Allora

/E l[ap(x) +by(x)]de =a /E o(x)dr +b /E Y(z)dr. (2.2)
Se ¢ > ¢ q.o., allora

/E o(z) dz > /E W(z) da . (2.3)
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ox) =3 aa(e), 0 =3 b Xe,

le rappresentazioni canoniche di ¢ e 1, e siano Ag = {x € E:p(x)=0}e
By ={z € E:¢(x) =0}. Definitamo N =(n+1)(m+1)e

f:{A,ﬁBJ, ZZO,,TL, ]:O,,m}:{Ek, k?:]_,,N}

Per definizione, gli £} sono a due a due disgiunti e la loro unione ¢ tutto F.
Possiamo allora scrivere

N N
z) = arXg,(2), Z br X, (2),
k=1 k=1

con a = a; per ogni k tale che Ey C A;, e by = b; per ogni k tale che
Ei, C B;. Si ha allora

N

p(x) +by(x) =Y [aay + by X, (7)),

k=1

da cui, per il Teorema 3.2.2,

/E[agp(x)—i—bw(a:)]dx = z_: aay + bby] m(Ey)

k=1 k=1
= a/Ego(x)dx%—b/E@/)(x)da:

Dal momento che per definizione l'integrale di una funzione semplice non
negativa quasi ovunque ¢ non negativo ('insieme E{(y) su cui ¢ assume
valori negativi ha misura nulla, e quindi il suo contributo all’integrale & nullo),
si ha, per quanto appena dimostrato,

0</ dx—/Egp(ar)dx—/E@Z)(x)dx,

da cui (2.3). m
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Osservazione 3.2.4 Siccome 'integrale di xg ¢ m(FE) per definizione, per il
Teorema 3.2.3 l'integrale di a Xg ¢ am(FE) e quindi I'integrale della funzione
semplice

= Z a; Xg, \x
i=1
e
x)dr = ale dr = a; Xg (x)dr = a; m(E
E E
i=1 i=1

che ¢ lo stesso risultato del Teorema 3.2.2, senza pero l'ipotesi che gli F;
siano a due a due disgiunti. In definitiva, se

= Z a; XEz(I)
=1

e una qualsiasi rappresentazione della funzione semplice ¢, allora

/ p(z)de =" a;m(E
E i=1

Definizione 3.2.5 Sia ora f : £ — R una funzione misurabile e limitata.
Allora sono non vuoti

S(f) = {: B — R, @ semplice, f(z) < (x) per ogni z},

S(f)={¢: £ — R, ¢ semplice, p(z) < f(zr) per ogni =} .

Si ha infatti che (supg f) Xg ¢ in S(f), mentre (infg f) Xp appartiene a S(f).
Definiamo i due numeri reali

[ @ ae=mt{ [ ow)dr, wes(s)}

éf(x)d:c:sup{/E o(z)dz, feg(f)}_

Si noti che, per il Teorema 3.2.3 e per definizione di estremo superiore ed
inferiore, si ha

(if Ym(B) < [ f@)de < [ f(a)do < (sup Hm(E).
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Come gia per I'integrale secondo Riemann, ci chiediamo se e quando questi
due valori siano uguali.

Teorema 3.2.6 Sia f : E — R una funzione limitata, con E misurabile di
misura finita. Allora

E

[ @ dz= [ f@)da (2.4)
se e solo se f é misurabile.

Dimostrazione. La prima parte della dimostrazione ricorda il terzo passo

della dimostrazione del Teorema 2.4.12, usando il fatto che & possibile ap-

prossimare uniformemente funzioni misurabili con funzioni semplici.
Supponiamo che f sia misurabile e che —M < f(z) < M per ogni z in

E. Sia n in N e definiamo, per k = —n, ..., n,
E—1)M kM
E, = {I ek: % < f(l’) < T} = E(k—l)]\/](f) ﬁE&(f),

Essendo f misurabile, lo sono gli Ej. Inoltre, £, N E, = (), e 'unione degli
FE, ¢ tutto E. Definiamo
_ " kM " (k—1)M
)= Y im), e )= U

k=—n k=—n

XEy, (l‘) ’

cosicché @, ¢ in S(f), mentre ¢ ¢ in S(f). Pertanto

Zf(m)dxﬁ/}g@n(x) do — ﬁj %muﬂk),
Af(x)de/Egn(x)dx: _Zn: Wm(ﬂc)
Si ha cosi
Oglf(x)dx—/Ef(x)dxg % _znj m(Ek):%m(E).

Facendo tendere n ad infinito, si trova che

[ty = [ f@ e
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come si voleva dimostrare.

Viceversa, supponiamo che si abbia

7Ef(x) dx zéf(x) dx

Per definizione di estremo superiore ed inferiore, per ogni n in N esistono @,

in S(f) e inS(f) tali che

0< /E P, () dx — /E v (z)dr < l (2.5)

n

Essendo sia p,, che ¢ misurabili, per il Teorema 2.4.7 sono misurabili le
funzioni

?(z) = inf {p,(z), n € N}, p(x) = sup {gn(x) , n€N}.

Si ha ovviamente

p(r) <@, (2) < flz) <p,(2) <p(2),

cosicché se dimostriamo che ® = ¢ q.o0., la funzione f ¢ uguale q.o. ad una
funzione misurabile (una qualsiasi tra ¥ e ¢) ed ¢ dunque misurabile per il
Teorema 2.4.10.

Sia allora
AI{TGEi@(Z‘)—f(%)>0}=po{l’EE:@(x)—£(x)>%}:kOOAk.

Se x appartiene a Ay, allora si ha, per definizione di @ e ¢, e per ogni n in
N

Y

e

Pu(z) — ¢, (2) 2 P(x) — o(z) >
e quindi, per ogni n in N,
1
A C Al =z € B:3,(0) — () > 7).
Ma allora, essendo @,(z) — ¢ () > [@,(z) — ¢, ()] Xy (2), dal Teorema
_ - k
3.2.3 segue che

2 [ o) -, @l > [ [2ule) — 0, ()] Xgpn (@) do

/—X () ( m(A](Cn))
koA ko

v
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Pertanto, per ogni n in N,

0<m(a) <ma) <t

I

e quindi (facendo tendere n ad infinito), m(Ay) = 0, da cui segue m(A) = 0,
OVVero @ = ¢ q.0.. ]

Come conseguenza del Teorema precedente, condizione necessaria e suffi-
ciente affinché valga (2.4) & che la funzione f sia misurabile e limitata; in al-
tre parole, se prendiamo (2.4) come condizione di integrabilita, ogni funzione
misurabile e limitata ¢ integrabile. Abbiamo cosi la seguente definizione.

Definizione 3.2.7 Sia E un insieme misurabile con m(E) < +oo e sia f :
E — R misurabile e limitata. Definiamo 'integrale secondo Lebesgue di f
su E come

/Ef(x)dx:inf{/E@(a:)dx,@Eg(f)}:sup{/Eg(x)dx,feﬁ(f)}.

Osservazione 3.2.8 Se ¢ e una funzione semplice, allora ¢ appartiene sia
a S(p) che a S(p). Pertanto,

TESO(-CE) dr = A@(x) dx = /E o(r)dr = ZZ:; aim(4;) .

Alla luce della definizione precedente, I'integrale secondo Lebesgue di ¢ e pro-
prio il valore definito in (3.2.1); in altre parole, I'integrale secondo Lebesgue
estende alle funzioni misurabili il concetto (intuitivo) di integrale dato per
funzioni semplici.

Osservazione 3.2.9 Ricordando che se F' C E ¢ misurabileese f: E — R
e misurabile, allora la restrizione di f a F' & misurabile, ne segue che se f e
anche limitata, f e integrabile secondo Lebesgue. Siccome f Xz € una fun-
zione misurabile e limitata su E (come prodotto di funzioni misurabili su £),
allora f Xp ¢ integrabile su E. E facile vedere (osservando che il prodotto di
una funzione semplice per una caratteristica ¢ ancora una funzione semplice)
che si ha

/F flx)da = /E (@) xo(z) de . (2.6)
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Sia ora E = [a,b] e sia f : [a,b] — R limitata e integrabile secondo
Riemann; ci si chiede se f sia anche integrabile secondo Lebesgue (ovvero,
se sia misurabile) e, in caso affermativo, se il suo integrale secondo Lebesgue
coincida con il suo integrale secondo Riemann. La risposta, positiva, ¢ data
dal seguente teorema.

Teorema 3.2.10 Sia f : [a,b] — R una funzione limitata e integrabile se-
condo Riemann. Allora f ¢ integrabile secondo Lebesgue e

R/ d:zc—/ab] flw)d .

Dimostrazione. Se ¢ ¢ una funzione a gradino tale che p(x) < f(x) per
ogni z in [a, b], allora ¢(z) ¢ una funzione semplice (si noti che ¢ misurabile
perché gli intervalli sono misurabili) e quindi ¢ in S(f). Analogamente, se @
¢ una funzione a gradino tale che f(z) < @(z) per ogni x in [a, b], allora @ ¢
in S(f). Pertanto, per definizione,

R/ Jun x</ x<R/
ab

Siccome [ e integrabile secondo Riemann, le disuguaglianze sono tutte u-
guaglianze; pertanto f ¢ misurabile (per il Teorema 3.2.6) e il suo integrale
secondo Lebesgue coincide con il suo integrale secondo Riemann. [

Nel teorema che segue vengono enunciate alcune proprieta dell’integrale
secondo Lebesgue.

Teorema 3.2.11 Siano f e g due funzioni misurabili e limitate su un insieme
misurabile E di misura finita. Allora

i) per ognia eb in R si ha
/E[af(x)ijg(x)]dx:a/Ef(x)d:v%—b/Eg(a:)d:B; (2.7)

ii) se f = g q.o., allora
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iii) se f < g q.o., allora

/Ef(a:)dxg/Eg(a:)da:; (2.9)
’/ x)dz| <

iv) se A< f(x) < B q.o0., allora

pertanto,

/u )| d (2.10)

</ z)dz < Bm(E); (2.11)

v) se E = AUB, con A e B misurabili e disgiunti, allora

Aﬂ@%=£ﬂ@@+éﬂ@w. (2.12)

Dimostrazione. Sia a un numero reale e f una funzione misurabile e limi-
tata su E; se a = 0, allora a f(x) = 0, I'integrale di a f & nullo, e si ha la (2.7)
per b=0e g =0. Sia ora a # 0; se ¥ ¢ una funzione semplice, allora a1 e
una funzione semplice, e viceversa. Se a > 0, e P ¢ una funzione semplice in
S(f), allora a® appartiene a S(a f), e viceversa. Pertanto

/Eaf(x)dazzér(lff) Eagp(x)dx—alnf/ dx—a/ f(x

Se, invece, a < 0, e ¢ & in S(f), allora a ¢ appartiene a S(a f) e viceversa.
Pertanto, per definizione di integrale secondo Lebesgue,

/Eaf(x)dac = inf gp(x)dac—lnf ap(x)dx

S(af) S(5) -
= a sup/ go(x)dx:a/ f(z)dx.
S JE E

Siano ora @, in Sf e P, in Sg; allora @, + @, ¢ in S(f + g) e quindi, per
definizione di integrale e per la (2.2)

@) +g@)dr < [ (@) + B@) de = [ o) de+ [ py(a)da.
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Passando all’estremo inferiore sulle 3, in S(f) e sulle @, in S(g) al secondo
membro, si ha

L@ +g@lde < [ f@)de+ [ gla)de

Siano poi ¢, in S(f) e p, in S(g); allora ¢, + ¢, ¢ in S(f + g) e si ha

| e@dr+ [ g,@dr= [ [o@)+e,@)]dr < [ [f@)+gl)]da.

Prendendo 'estremo inferiore sulle ¢ in S(f) e sulle ¢, in S(g) al primo
membro, si ottiene

/ da:+/ dx</ )] dz,

da cui segue che

@) +g@lde = [ f@)de+ [ ga)de

e quindi la (2.7), combinando questo risultato con quello ottenuto per a f.

Per provare (2.8) e sufficiente allora provare che se f = g q.o.,

/E [f(z) — g(a)] dz = 0. (2.13)

Siccome f — g =0 q.0.,se p & in S(f — g), allora ® > f — g e quindi @ > 0
q.0.; analogamente, se ¢ ¢ in S(f — g), allora ¢ < f — g e quindi p <0 q.o..
Ricordando (2.3), si ha allora

J e)dr <0< [ o) de,

e quindi

sup o(r)der <0< _inf ?(z)dx .
S(f-g9) 7B S5(f-g9)

Essendo le due quantita uguali all'integrale di f — g, ne segue (2.13).
Un ragionamento analogo (anzi, meta del ragionamento), permette di

provare (2.9), mentre (2.10) segue dal fatto che —|f(x)| < f(z) < |f(2)]
ovunque, e che se f ¢ misurabile e limitata allora lo ¢ | f].
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La formula (2.11) segue direttamente da (2.9), osservando che, per defi-
nizione di integrale di una funzione caratteristica,

/EAdx:A/E1dx:A/EXE(x)d:x:Am(E).

Essendo poi Xg = X4 + X5, si ha, per definizione, e per (2.7)

[ f@yde = [ [7@)xa(@) + f(@) Xale)) da

= flz)xalx)de+ | f(z)xp(z)dx

. fodx+/

che ¢ la (2.12). ]

Sia ora f, una successione di funzioni misurabili e limitate definite su un
insieme E misurabile di misura finita. Si puo allora calcolare l'integrale di
fn su E. Supponiamo che la successione f, converga quasi ovunque in E
ad una funzione f: tale funzione risulta misurabile per il Teorema 2.4.7; se
supponiamo che la f sia anche limitata, allora ha senso considerare I'integrale
di f su E, cosi come ha senso porsi la domanda se I'integrale delle f,, converga
all'integrale della f. La risposta ¢ affermativa, se sulle funzioni f, (che
sono limitate per ipotesi) si richiede che la limitatezza sia “uniforme”. Os-
serviamo che senza l'ipotesi di limitatezza sulla funzione f, la domanda se
I'integrale delle f, converga o meno all’integrale della f non ha alcun senso,
dal momento che l'integrale della f non ¢ definito.

Teorema 3.2.12 (Convergenza limitata) Sia E un insieme misurabile di
misura finita, e sia f, : F — R una successione di funzioni misurabili tali
che

i) esiste M > 0 tale che |f,(z)| < M per ogni n in N e per ogni z in E;

ii) esiste una funzione limitata f : E — R tale che f, converge quasi
ovunque ad f in E.

Allora
nkrlloo/Efn(x)dx:/Ef(x)d:c (2.14)
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Dimostrazione. Sia ¢ > 0. Applichiamo il Teorema di Egorov (Teo-
rema 2.4.15) e determiniamo un insieme A. contenuto in E, con m(A.) < ¢,
tale che f, converge uniformemente a f in E'\ A.; cid vuol dire che (per lo
stesso €) esiste n. in N tale che

sup |fn(x) — f(x)] < e, Yn > n..
B

Si ha allora, per n > n., usando i risultati del Teorema 3.2.11, e detto M’ il
numero reale positivo tale che |f(z)| < M’ per ogni z in FE,

[ f@rde= [ gayas] = |[ 1fala) = f@)]do

< [ Ifala > fla)|do

= NFn(@) = f(@)] dz
|[fn(z) = f(z)] do

< (E\A ) sup | fn(z) — f()

PA.
+(M + M")m(A.)
< m(E)e+ (M+M)e
e quindi la tesi. n

Osservazione 3.2.13 Se la successione f, converge puntualmente (ovvero,
ovunque) ad f, la funzione f ¢ evidentemente limitata come conseguenza
dell'ipotesi i). Nel caso in cui la convergenza sia solo q.o., si ha |f(x)] < M
solo nell'insieme E'\ A, dove A & linsieme di misura nulla su cui f, non
converge ad f. Su A, la f (pur essendo misurabile), puo non essere limitata,
di qui la necessita di richiedere la limitatezza di f ovunque.

Esempio 3.2.14 Riprendiamo la successione f,, definita nell’Esempio 3.1.1.
La successione f,, soddisfa le ipotesi del teorema precedente, e quindi si ha

lim fulz )dac:/ D(x)dx;

n—+o0 Jo,1] [0,1]

si osservi che in questo caso (sia f, che D sono quasi ovunque uguali alla
funzione nulla, per cui il risultato “numerico” € banalmente vero), entrambi
i membri hanno senso!
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3.2.2 Funzioni non negative

Grazie al Teorema 3.2.6, ogni funzione misurabile e limitata su un insieme
di misura finita ¢ integrabile secondo Lebesgue. Che succede se la funzione
f non e limitata, o I'insieme E e di misura infinita? Una prima risposta, o
meglio una definizione, viene data per funzioni di segno costante.

Definizione 3.2.15 Sia F un insieme misurabile, e sia f : F — R una fun-
zione misurabile e non negativa quasi ovunque. Allora € non vuoto l'insieme
M(f) delle funzioni h : £ — R misurabili, limitate, non negative quasi
ovunque, tali che m(Ey(h)) < 400 e h(z) < f(z) q.o0.; infatti, la funzione
identicamente nulla € in M(f). Per una funzione h in M(f), definiamo

/E h(z)dz = /E h(z) Xgy(n) dx = /Eo(h) h(z)dz .

Definiamo poi l'integrale di f su E come

/I;Jf(:p)dx:sup{/E h(z)dx , hEM(f)} (2.15)

Osservazione 3.2.16 Se E ¢ un insieme misurabile di misura finita, e f :
E — [0,400) & una funzione misurabile, non negativa quasi ovunque e li-
mitata, allora f appartiene a M(f) e pertanto il suo integrale secondo la
definizione precedente non e altro che l'integrale di f definito nella sezione
precedente.

Osservazione 3.2.17 E, ovviamente, possibile che lintegrale di f su F
valga +00. Ad esempio, se f = 1 su R, allora la funzione h, = X[y
appartiene a M (f) per ogni n in N e quindi

/Rf(x)de/Rhn(:L‘)dz:/[_nm lLdz = m([—n,n]) = 2n.

Analogamente, se f(x) = 1/z su (0, 1), la funzione h,, definita in (0, 1) da
n sexe(0,1),

1 oseze(L1),

¢ integrabile secondo Lebesgue (perché e misurabile essendo continua e limi-
tata) e il suo integrale vale (per il Teorema 3.2.10)

1
/ hn () dx:R/ ho(z)dr =1+ In(n),
(0,1) 0
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che diverge quando n tende ad infinito. Siccome h,(x) ¢ in M(f) per ogni
n in N, ne segue che I'integrale di f su (0,1) vale +00. Analogamente, ha
valore +oo l'integrale della funzione f = +00 X[o,1).

L’integrale cosi definito gode delle “solite” proprieta dell’integrale (al-
meno quelle che “preservano” la non negativita di una funzione).

Teorema 3.2.18 Sia E' un insieme misurabile, e siano f e g due funzioni
definite su F/, misurabili e non negative quasi ovunque. Allora

i) per ogni ¢ > 0 si ha

/ch(x)dx:c/ f(z)dx; (2.16)

E

ii)

/Ef(a:)dxﬁ g(z)dz; (2.18)

/Ef(x)dx:/Eg(x)d:L’; (2.19)

Dimostrazione. La dimostrazione di (2.16) e (2.18) segue la stessa linea
della prova del Teorema 3.2.11 (ad esempio, se h & in M(f), allora ch & in
M(c f), e viceversa). Proviamo allora (2.17). Siano h in M(f) e k in M(g).
Allora h+k ¢ in M(f + g) (si noti che Eq(h + k) C Eq(h) U Ey(k), e quindi
h + k & strettamente positiva solo su un insieme di misura finita) e pertanto

/ dx+/ dm—/[h()Jrk( dx</ 2) + g(x)] do .

Passando all’estremo superiore per h in M(f) e k in M(g), si ha

/ flo da:+/ d:v</ dz (2.20)
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Viceversa, sia [ in M(f + g), e definiamo A(x) = min(f*(x),l(x)) e k(z) =
[(x) — h(x). Evidemente h appartiene a M (f) (dove [ & nulla anche h & nulla,
e pertanto h ¢ diversa da zero solo su un insieme di misura finita); inoltre,
k vale o 0 (dove coincide con [), oppure | — f* < g (essendo [ < f + g, si
ha [ < f* + g), e quindi si ha sempre k(z) < g(x); pertanto, k appartiene a
M(g) e si ha

/El(:p)dx—/ dx+/ d:zc</ dx+/

Prendendo l'estremo superiore al variare di [ in M (f 4 g) si ha allora

[1@) +g@)de< [ f@)de+ [ glo)do

che, insieme a (2.20), da la tesi. [

Il prossimo teorema, di importanza fondamentale, e il primo passo per
estendere il risultato del Teorema di convergenza limitata a successioni di
funzioni misurabili qualsiasi.

Teorema 3.2.19 (Lemma di Fatou) Sia E un insieme misurabile, e sia
fn + E — R una successione di funzioni misurabili e non negative quasi
ovunque tale che f,, converge quasi ovunque in E ad una funzione f. Allora

/f( da:<hm1nf/ fulz (2.21)
E

n—-4o00

Dimostrazione. Sia h in M(f), e definiamo

hy(x) = max [min [h(x), f.(2)],0] .

La funzione h,, & misurabile (perché sia h che f,, lo sono), & limitata (perché
h, > 0 ovunque, h, < h quasi ovunque, e dove h, e maggiore di h si ha
h, = 0 essendo h < 0) e non negativa su E, ¢ tale che m(Ey(h,)) < +00
(perché Eq(h,) C Eg(h), e Eo(h) ha misura finita essendo h in M(f)) e si
ha h,(z) < f.(x) quasi ovunque (per definizione). Pertanto, h, ¢ in M(f,)
e quindi

/E ha(z) d < /E folz) dz | (2.22)
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per ogni n in N. Siccome h(x) < f(z) q.o. in E, e f, converge a f q.o. in E,
si ha che h,(z) converge a h(x) q.o. in E per n tendente ad infinito; inoltre
hn(z) € equilimitata; ¢ allora possibile applicare il Teorema di convergenza
limitata alla successione h,, ristretta all'insieme (di misura finita) Ey(h), ed
ottenere che

lim hp(z) dz = / h(z)dz .
Eo(h) Eo(h)

n—-+o0o

Essendo pero Fy(h,) C Eo(h) C E, ed essendo h,, nulla su FEy(h)\ Ey(h,) si

ha
/Eo(h) hp(z) dz = /Eo(hn) hp(z)dz = /E hy(x) dz

per definizione di integrale di h,, su E, e quindi (per definizione di integrale
di hsu E),

lim hp(x) da::/E h(z) dx .

n—-4o0o E

Ricordando (2.22) si ha allora

/h(a:)dx: lim [ Ao da:<hm1nf/ fulz
E

n—+oo J g n—+o0o

Passando all’estremo superiore per h in M(f) si ha la tesi. m

Se aggiungiamo un’ipotesi — la monotonia — alla successione f,, la tesi
del teorema precedente ¢ ancora piu forte.

Teorema 3.2.20 (Beppo Levi — Convergenza monotona) Sia E un in-
sieme misurabile, e sia f, : E — R una successione crescente di funzioni
misurabili e non negative quasi ovunque. Detto f il limite puntuale delle f,,,
si ha

lim /Efn(x)dx:/Ef(x)dx (2.23)

n—-+o0o

Dimostrazione. Per il Lemma di Fatou, abbiamo

/Ef(:c)d:z;gliminf/Efn(x)dx

n—-+o00

inoltre, essendo f, < f ovunque in E, per ogni n in N si ha

/Efn(a:)dxgéf(x)dm
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da cui
limsup [ fu(x) dazg/ f(z)dzx,
E

n—-+oo E

e quindi la tesi. [

Corollario 3.2.21 Sia E un insieme misurabile e g, : E — R una succes-
sione di funzioni misurabili e non negative quasi ovunque. Detta

f(z) = i gi(z)dzx,

si ha
/Ef($)d:v:§/Egi(x)d:v.

N

Dimostrazione. E sufficiente usare le proprieta dell’integrale e applicare
il Teorema di convergenza monotona alla successione crescente di funzioni
non negative quasi ovunque

fn(x) - Z gn(x) :

Teorema 3.2.22 Sia E un insieme misurabile e sia f : E — R una funzione
misurabile e non negativa quasi ovunque. Sia { E,,} una successione di insiemi
misurabili a due a due disgiunti e tali che la loro unione ¢ FE; allora

/Ef(x)dx:;i:/En f(z)dz.

Dimostrazione. Detta g, = f Xg,, si puo applicare il Corollario 3.2.21 dal
momento che f e proprio la somma della serie delle g, e che

[Egn(x)dx—/n f(z)dx.

Abbiamo fino ad ora parlato di integrale per funzioni misurabili e non ne-
gative, e abbiamo provato alcune proprieta, tra le quali il fatto che I'integrale
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della somma di due funzioni e la somma degli integrali. Dal momento che
abbiamo a che fare con valori che possono essere infiniti, & chiaro che non
possiamo parlare di legami tra l'integrale della differenza di due funzioni e
la differenza degli integrali; ad esempio, prendendo f = 2 e g = 1 su R,
I'integrale di entrambe le funzioni e infinito, come 'integrale della differenza,
ma se prendiamo f = 1+ X[ ¢ g = 1, la differenza ha integrale 1. Per poter
operare in maniera algebricamente corretta, diamo la seguente definizione.

Definizione 3.2.23 Sia E un insieme misurabile e f : £ — R una funzione
misurabile e non negativa quasi ovunque. La funzione f si dice sommabile
se si ha

/E f(z)dr < +o0.

Vale allora il seguente risultato.

Teorema 3.2.24 Sia F un insieme misurabile e siano f e g due funzioni
misurabili e non negative quasi ovunque definite su E. Supponiamo che f
sia sommabile e che g(z) < f(x) q.o. in E. Allora g é sommabile e si ha

[ @) —g@ldr = [ f@)de— [ gla)da. (2:24)

E

Dimostrazione. Siha f = (f —g)+ g, con g e f — ¢ non negative quasi
ovunque. Allora, per (2.17)

/Ef(x)dx:[E[f(I)—g(x)]dx+[E g(z) dx .

Siccome il primo membro e finito per ipotesi, lo sono entrambi gli addendi a
destra (essendo non negativi); pertanto, g € sommabile e si ha la (2.24).
]

Una funzione sommabile non puo assumere il valore +oo su insiemi di
misura positiva.

Teorema 3.2.25 (Chebyshev) Sia E un insieme misurabile, e f : E — R
una funzione misurabile, non negativa quasi ovunque e sommabile. Allora,
per ogni A > 0 si ha

Am({z e E: f(x) > A}) < /é f(z)dx. (2.25)

In particolare, m({x € E : f(x) = +o00}) = 0.
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Dimostrazione. Si ha, quasi ovunque in F,

AX(zeB:f )22y < f(2) Xaerfo)>ny < f(),

e quindi, integrando;

m({e € E: f(z) 2 \}) < fl@)de < [ f()da

{z€E:f(x) 27}

Definiamo poi F,, = {z € E : f(z) > n}. Allora m(E;) < 400 (essendo
minore dellintegrale di f su E, finito per ipotesi), E,.1 C E, e {x € E :
f(z) = 400} @& lintersezione degli E,,. Allora, per (2.25),

m({x € E: f(x) = +o0}) = hI_P m(E,) < 115[_1 / f(z
n—+00 n—+oo N
e quindi la tesi. =
Per funzioni sommabili vale il seguente risultato, detto “assoluta conti-
nuita dell’integrale”.

Teorema 3.2.26 Sia E un insieme misurabile e sia f : E — R misurabile,
non negativa quasi ovunque e sommabile. Allora per ogni € > 0 esiste 6 > 0
tale che A C E e m(A) < 6 implica

/Af(x)dxgs.

Dimostrazione. Se la funzione f ¢ limitata, ovvero se 0 < f(z) < M per
ogni z in E, & sufficiente scegliere 6 = /M per avere la tesi; infatti, per ogni
A misurabile contenuto in F,

/,4f<f”>d“f§/Ade=Mm(A)§M5:g.

Supponiamo allora f non limitata, e definiamo, per n in N,

_ [ flx) se f(x)<n
f”<x)_{ n se f(r)>n

Si ha ovviamente f,(z) < fuo1(z) < f(x), e fu(x) converge puntualmente
ad f. Per il teorema di convergenza monotona,

Jim [ () de = [ f@)da
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Pertanto, fissato € > 0, esiste n. in N tale che, per ogni n > n,,

[y = [ plyde-<.

Draltra parte, scegliendo § = 57—, si ha che m(A) < 4 implica
/ () de < nem(A) <ned = %
A

Pertanto, se m(A) < 0, essendo [f — fu.| Xa < [f — fu.l]s

f)de = | [f(x) = fo(0)]de + | fo(2)da
A A 5A

< [ @~ ful@)de+ 5 <e,

e quindi la tesi. =

3.2.3 L’integrale di Lebesgue generale

Sia F un insieme misurabile, e sia f : £ — R una funzione misurabile;
ricordiamo che le funzioni f*(z) = max(f(z),0) e f~(z) = max(—f(z),0)
sono misurabili, che f = f* — f~ mentre |f| = f* + f~.

Definizione 3.2.27 Sia F un insieme misurabile e f : E — R una funzione
misurabile. La funzione f si dice sommabile su E se e solo se f™ e [~
sono sommabili su F, ovvero se e solo se |f| &€ sommabile su £; in tal caso,
definiamo

/Ef(x)dx:/Ef+(x)dx—/Ef_(x)dx,

Anche l'integrale generale di Lebesgue gode delle proprieta solite, la cui
dimostrazione ¢ omessa.

Teorema 3.2.28 Sia F un insieme misurabile e siano f e g funzioni misura-
bili a valori in R, entrambe sommabili. Allora

i) per ogni ¢ in R la funzione ¢ f é sommabile su E, e si ha

/ch(x)dx:c/Ef(:c)dx;
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ii) la funzione f + g é sommabile su F, e si ha
dz — / d / d
L@ +g@de= [ f@)de+ [ ga)de
iii) se f < g q.o., allora

/Ef(a:)de/Eg(x)dx;

di conseguenza, se f = g q.o., allora
| f@yde = [ g@)da;
E E
iv) se E = AU B, con A e B disgiunti e misurabili, allora
do= [ f@)do+ [ fla)de.
/Ef(x) T Af(x) T+ Bf(x) x

Osservazione 3.2.29 Si noti che f(x) + g(z) non & definita su G4 (f) N
G_oo(g9) e su G_oo(f) N Gioo(g). Questi insiemi, perd, hanno misura nulla
per il Teorema 3.2.25; pertanto, qualsiasi sia il valore assegnato a f + g su
questi punti, il valore dell’integrale non cambia.

Per le funzioni sommabili vale un ulteriore teorema di passaggio al limite
sotto il segno di integrale, che indebolisce le ipotesi fatte nel Teorema della
convergenza limitata (che ne diventa un caso particolare).

Teorema 3.2.30 (Lebesgue — Convergenza dominata) Sia F un insie-
me misurabile e sia g : E — R una funzione misurabile e sommabile. Sia
fn : E — R una successione di funzioni misurabili tale che |f,(z)| < g(x)
quasi ovunque in E. Supponiamo inoltre che f,, converga quasi ovunque a f
in E. Allora

n—-+00

lim /Efn(x)dx:/Ef(x)dx.

Dimostrazione. La successione g— f,, € fatta di funzioni non negative quasi
ovunque e converge quasi ovunque in E alla funzione g— f, non negativa quasi
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ovunque anch’essa (dal momento che f,(x) converge a q.o. a f(x)). Per il
Lemma di Fatou,

/E lg(x) — f(x)]de < liminf | [g(x) — fu.(x)]dz

n—+oco Jg

Essendo |f| < g, con g sommabile, anche f lo &, e quindi dalla disuguaglianza
precedente segue che

/Eg(x)dx—/ dx</ x) dx — lim sup fn( ) dx

n—-+0o0o
e quindi

lim sup fn )dz < / f(z

n—-4oo

Considerando g + f,,, si ha che
/ flx d:v<hm1nf/ fu(z),
E

n—-4oo

e quindi la tesi. [

3.2.4 Convergenza in misura

Strettamente legato ai teoremi di passaggio al limite e il concetto di conver-
genza in misura.

Definizione 3.2.31 Sia {f,} una successione di funzioni misurabili definite
su un insieme misurabile £ a valori in R. La successione f,, si dice conver-
gente a f in misura se per ogni € > 0 esiste n. in N tale che

m({x € E:|fu(z) — f(z)] > e}) <&, Vn > ne.
Alternativamente, f, converge a f in misura se per ogni A > 0 si ha

Jdim m({o € B:|f,(0) = f(a)] 2 M) = 0.

Se {f.} € una successione di funzioni sommabili tali che 'integrale di | f,,]|
tende a zero, allora f,, tende a zero in misura. Infatti, per (2.25),

0= lim /E|fn(x)|dxzngrfmxm({er;yfn(@yzA}).

n—-+o0o

Il legame tra la convergenza in misura e la convergenza quasi ovunque €
dato dal seguente teorema.
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Teorema 3.2.32 Sia {f,} una successione di funzioni misurabili definite su
un insieme misurabile E a valori in R. Se f, converge in misura a f, allora
esiste una sottosuccessione { f,,, } che converge quasi ovunque a f.

Dimostrazione. Sia k£ in N. Siccome f,, converge in misura a f, esiste ny
in N tale che

m({x € E: |f.(z) — f(z)| >27"}) <27F, Vn > ny .
Definiamo Ey, = {x € E : |f,, (x) — f(x)] > 27*} e sia, per h in N fissato,
Ah = U E .

k>h
Per la subadditivita della misura si ha m(A;) < 27", Sia ora z in E\ Aj.
Allora z non appartiene all'insieme su cui |f,, (x) — f(z)| > 27% per ogni
k > h, e quindi

[fn (@) = fl@) <278, VE>h.

Pertanto, per ogni & in N si ha che f,, (z) converge a f(x) su E\A,. Sia ora

+o00
A=) 4.
h=1
Dal momento che m(A;) <1, e che gli Aj, sono una successione decrescente,
si ha
m(A) = lim m(A4,) =0.

h—+400
Siccome f,, () converge a f(x) su E\ A, per ogni h, allora f,, (z) converge
a f(x) su B\ A, e quindi la si ha la tesi. ]

Alla luce del precedente risultato, e possibile modificare 'ipotesi “f,, con-
verge a f q.0.” nel lemma di Fatou e nei teoremi di convergenza limitata e
dominata, sostituendoli con “f,, converge a f in misura”.

Esempio 3.2.33 Il contrario del teorema precedente non e vero in generale:
se f, converge quasi ovunque a f, non e detto che f,, converga in misura a
J (né che lo faccia una sua sottosuccessione). Ad esempio, se f, = X(—nn),
fn converge quasi ovunque a f =1 in R, ma f, non converge in misura ad
f dal momento che, per ogni A > 0,

m({z € R:|fule) — 1] 2 A}) = m(R\ (~n,n)) = +o0.
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Esempio 3.2.34 Se, pero, m(F) < 400, ogni successione convergente quasi
ovunque converge in misura. Infatti, per il Teorema di Egorov, per ogni e > 0
esiste A. contenuto in E, con m(A.) < €, e n. in N, tali che

sup |fo(x) — f(x)] < e, VYn > n..
P.

Pertanto, per n > n. Uinsieme degli  di E su cui |f,(x) — f(x)] > € &

contenuto in A, e ha dunque misura minore di €.

Una volta introdotto il concetto di convergenza in misura, si puo enunciare
il seguente teorema, che fornisce una condizione necessaria e sufficiente per
poter passare al limite sotto il segno di integrale.

Teorema 3.2.35 (Vitali) Sia {f,} una successione di funzioni misurabili
definite su un insieme misurabile E, e supponiamo che f, converga a f in
misura. Allora

n—-+o0o

lim_ [ |fu(x)  f(@)|dw =0,
—

Ve >035>0:m(A) <d= sup ’ |fu(x)| dz < e.
neN

La seconda condizione del teorema precedente prende il nome di equias-

soluta integrabilita della successione {f,}. Il Teorema di Vitali permette di
migliorare il Teorema di Lebesgue.

Teorema 3.2.36 Sia {f,} una successione di funzioni misurabili definite
su un insieme misurabile E, e supponiamo che f, converga a f in misura.
Supponiamo inoltre che, per ognin, |f,(z)| < g.(x) quasi ovunque, con {g,}
successione di funzioni misurabili tali che

lim [ lgn(a) = g(a)] dz =0,

n—-+4oo

per qualche funzione g. Allora

n—-+oo

lim /é|fn(x)—f(x)|dx:0
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Dimostrazione. Dal momento che lintegrale di |g,(z) — g(z)| tende a
zero, per il Teorema di Vitali (=) la successione {g,} ¢ equiassolutamente
integrabile. Ovvero, per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che m(A) < § implica

sup lgn(2)|dx < e,
neN JA

Essendo | f,(z)| < gn(x), si ha

[ 1h@lde < [ Jga@)ldr <e.

per ogni n in N, non appena m(A) < §. La successione {f,} & pertanto

equiassolutamente integrabile, e dal Teorema di Vitali (<) si ha la tesi.
]



