Capitolo 1

Spazi metrici

1.1 Definizioni ed esempi

Definizione 1.1.1 Sia X un insieme qualsiasi. Una distanza su X ¢ un’ap-
plicazione d : X x X — R tale che

i) d(z,y) > 0 per ogni z, y in X, e d(x,y) = 0 se e solo se © = y
(positivita);

ii) d(z,y) = d(y,x) per ogni z, y in X (simmetria);

ili) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) per ogni z, y e z in X (disuguaglianza trian-
golare).

Uno spazio metrico ¢ una coppia (X,d) con X insieme qualsiasi, e d
distanza su X.

Esempio 1.1.2 Sia X un insieme qualsiasie d(z,y) = 1sex # y, d(z,y) =0
se x = y. Siverifica facilmente che i) e ii) valgono; per la iii), se x = y non c’¢
nulla da dimostrare; se  # y, si deve provare che d(z, z)+d(z,y) > 1 per ogni
x,y e zin X con x # y, fatto questo che risulta essere vero, essendo almeno
uno tra i valori d(z, z) e d(y, z) uguale a 1 (non possono essere entrambi nulli,
dato che se lo fossero, si avrebbe x = z e z = y per la i), da cui x = y, il che
non ¢). La distanza d prende il nome di distanza discreta.

Esempio 1.1.3 Sia X =R e d(z,y) = |x — y|. Allora (R,|-|) ¢ uno spazio
metrico (le tre proprieta sono ben note. . .).
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Teorema 1.1.4 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwartz) Date

due N-ple di numeri reali (s1,...,sy) € (t1,...,tn), si ha:
N 1 N
Do lsiti] < 5 > (si+1)). (1.1)
i=1 i=1

S Jsiti] < (ng>2 <Zt3>2 | (1.2)

1=

Dimostrazione. La formula (1.1) si ottiene sommando (per i che va da 1
a N) le disuguaglianze

2 | 42
s:+t
|siti| < %7
evidentemente vere essendo equivalenti alla disuguaglianza (|s;| — |t;])* > 0.
Per dimostrare la (1.2), osserviamo che ¢ evidentemente vera se (sq,...,Sy) =

(0,...,0) o se (t1,...,tn) = (0,...,0); altrimenti, applichiamo la (1.1) alle
N-ple (x1,...,xy) e (y1,...,yn) definite da
il L]

cnat T e

S N .2 _1_xN 2
Si ottiene, essendo > ;L x; =1 =31, v7,

i =

xXr; =

NI

1 N N | i
I lz|5iti|zz 1 T <1,
(Zi]\il 51,2)2 (Zij\il t?)2 =1 =1 (Zi]\;l 5?)2 (Zij\il t?)2

da cui la tesi. n

Esempio 1.1.5 Sia X =RV e

1
N

(@1 on)s s ) = (zm—yz«)?)Q .

=1

Si ha che (R, d) & uno spazio metrico. La i) e la ii) sono evidenti, mentre
per la iii) procediamo come segue, indicando con X = (z1,...,zy), ¥ =
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(Y1, yn) e Z = (z1,...,zy) tre vettori di RY:

=3[ = 20+ 2o = ) (s = ) + 1= )]
=X 2P+ AZY P +2 3 (= =) (= )

Applicando la (1.2), si ha

>0 () < (L4 (T u?) —axy)azy)
Pertanto,

[d(X,Y))? < [d(X, 2)+[d(Z,Y)+2d(X, Z)d(Z,Y) = [d(X, Z)+d(Z,Y))?,
che ¢ la iii).

Teorema 1.1.6 (Disuguaglianza di Young) Siano s, t due numeri reali
e siano p e q due numeri reali tali che

1 1
p>1, qg>1, -+ -=1.
p q
Allora , e
|st| Sﬂ—l—u. (1.3)
p q

Dimostrazione. Se uno tra s et ¢ zero, non c¢’¢ nulla da provare. Se sono
entrambi non nulli, dividiamo la (1.3) per |¢|?, ottenendo

Definiamo
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Essendo 1/p+1/q =1, si ha p(¢ — 1) = ¢, e quindi

sl _ Isl”

pr= |t~ Jtfa”

Dimostrare la (1.3) ¢ quindi equivalente a mostrare che

1
p§ﬁ+_7
p q
per ogni p > 0, ovvero che
PP 1
plp)=——p+-
p q

¢ positiva su [0, +00). Si ha ¢(0) = 1/¢, mentre ¢ diverge per p tendente a
+00 (essendo p > 1). Si ha poi

¢'(p)=p"" -1,

e quindi ¢'(p) = 0 se e solo se p = 1. Si vede facilmente che p = 1 ¢ di
minimo (assoluto) per ¢; essendo

1 1
p(l)=-—-1+-=0,
p q
si ha la tesi. n
Semplice conseguenza del Teorema precedente (si ragiona come nella di-

mostrazione del Teorema 1.1.4) & il risultato che segue.

Teorema 1.1.7 (Disuguaglianza di Holder) Siano date due N-ple di nu-

meri reali (s1,...,sn) e (t1,...,tn). Siano p e ¢ due numeri reali tali che
1 1
p>1, qg>1, -+ -=1.
p g
Allora
Z |Sltl| S — Z|Sl|p—|— —Z |tl|q (14)
i=1 P = 721

1
q

% st < (i rsirp)% (i ) (15)
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Si osservi che essendo 1/2+1/2 =1 (!), le formule (1.1) e (1.2) sono casi
particolari di (1.4) e (1.5).

Esempio 1.1.8 Sia X =RV, p>1le

dp((x1,. .. 2n), (Y1, .-, yN)) = (2:1 |z — yi|p>”

Allora (R, d,) ¢ uno spazio metrico. Al solito, i) e ii) sono evidenti, men-
tre la disuguaglianza triangolare ¢ di dimostrazione piu complicata; si ha
(supponendo d,(X,Y) # 0, altrimenti la tesi ¢ banale)

N N
[dp(X, V)P =" i —wil” = | — vl |2 — i
Z'El =1
=3 |wi =yl |z — 2 + 2 — il (1.6)
iil N
S; |z — P | — 2] + 2:1 |z — wil P 2 — il -

Applicando la (1.5), si ha

1

N N q N P
Do lwi =yl - 2] < (Z |z — yz‘\(p_l)q> (Z v — Zz’|p> ;
i=1 i=1

=1

=

p

N N T /N
Z |9fz - ?/z’|p_1 |Zz - yi| < (Z |£Ez - yz"(p_l)q> (Z ’Zz - ?/i|p>
i=1 =1 =1

Essendo (p — 1)q = p, si ha allora

N
D N = wl" o — & < [dp(X, V)]0 dy(X, Z),
i=1
(§
N P
D lwi = w7 |z =yl < [dp(X, V)]0 dyp(Z,Y)

=1
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Sostituendo in (1.6), si ha

p
q

[dp(X, V)P < [dp (X, Y)] 1 [dp(X, Z) + dp(Z,Y)]

Dividendo per d,(X,Y) (che ¢ diverso da zero per ipotesi), si ottiene la
disuguaglianza triangolare osservando che p — p/q = 1.
Sempre in RY ¢ possibile definire

doo (21, 2N), (Y1, .-y yn)) = max{|z; —y;|,i=1,...,N}.

Lo spazio (RY,d.,) & uno spazio metrico (verifica molto semplice, in questo
caso).

Esercizio 1.1.9 Dimostrare che

lim dy((z1,...,2N8), (W1, .-, yN)) = doc((z1, ..., 2ZN), (Y1, -, YN)) -

p—too

Teorema 1.1.10 (Cauchy-Schwartz e Holder) Siano date {s,} e {t,}
due successioni di numeri reali;

a) se
+o0 +oo
dost <400, Y 12 <+00,
n=1 n=1

si ha )
3

400 +00 % +o0
>l (S2) (4) (1.7
n=1 n=1 n=1

b) dati p e q due numeri reali tali che

1 1
p>1, qg>1, -+-=1,
p q
se
+oo +o0o
Z|sn|p<—|—oo, Z|tn|q<+oo,
n=1 n=1
si ha

+o0o “+oo % +o0o %
> sntal < <Z |sn|p> (Z |tn|q> : (1.8)
n=1 n=1 n=1
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Dimostrazione. Dimostriamo solo la prima formula (I’altra ha dimostra-
zione analoga). Sia N fissato; applicando (1.2), si ha

N N % N % +00 % +0o0 %
Slanls (L) (Se) <(2) (X))
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

la seconda disuguaglianza ¢ dovuta al fatto che le serie sono a termini non
negativi (e quindi la successione delle somme parziali ¢ monotona crescente).
Pertanto, essendo la disuguaglianza precedente vera per ogni N in N, si ha

N ~+00 % +00 %
sup{z |sntn|,n€N} < <Zsfl> (Zti) .
n=1 n=1 n=1
Essendo la serie di termine generico |s, t,| una serie a termini non negativi,
la successione delle somme parziali € monotona crescente, cosicché 'estremo
superiore coincide con il limite per N tendente a +oo, cioe la somma della

serie. ]

Esempio 1.1.11 Sia p > 1, e siano

+o0
X:ﬂ’:{{xn}CR: Z|:L‘n|p<—|—oo} ,

n=1

(G ) = (2 o=l

Allora (¢?,d,) ¢ uno spazio metrico. Come al solito, i) e ii) sono di verifica
immediata, pitt complicato ¢ il controllo della disuguaglianza triangolare. La
verifica si effettua come nel caso di (R",d,), usando (1.8). Se p = 1, la
verifica discende semplicemente dalla disugaglianza triangolare in R.

Si noti che gli spazi /P soddisfano le seguenti inclusioni, se ¢ > p > 1:

ttcercr,

e le inclusioni sono strette. Per verificare le inclusioni, e sufficiente osservare
che se {x,} appartiene a (P allora |z,|? tende a zero, e quindi |z,| tende a
zero. Pertanto, |z,| ¢ definitivamente minore di 1, il che implica che |z,|? <
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|z, P definitivamente (essendo g > p). Quindi {z,} appartiene a ¢? (per il
criterio del confronto). L’inclusione & stretta in quanto (ad esempio) z, =
1/[nY4 In*(n)] & in £4 ma non in ¥ se p < q.
Sia poi
X =0°={{z,} CR:{z,} ¢ limitata} ,

doo({n}, {yn}) = sup{|zn — yn|,n € N}. (1.9)

Allora (£*°,d.,) ¢ uno spazio metrico (la verifica questa volta ¢ facile!) tale
che /P C £* per ogni p > 1, con inclusione stretta (ogni successione limitata
ma non infinitesima non appartiene ad ¢ dal momento che la condizione
necessaria di convergenza della serie non & verificata).

Esempio 1.1.12 Siano
X =C%[a,b),R) = {f : [a,b] = R f continua},

doo(f,9) = sup{|f(z) — g(2)], x € [a, b]} = max{[f(x) — g(z)|, 2 € [a,b]} .

Allora (C°([a,b],R),ds) ¢ uno spazio metrico, come si verifica facilmente
(anche la disuguaglianza triangolare!).

Esempio 1.1.13 Siano
X =C%a,b),R) = {f : [a,b] = R f continua},

i(f.9) = [ 1)~ gla)] da

Allora (C°([a, b], R),d;) & uno spazio metrico: la ii) e la iii) sono facilmente
verificate (ricordando la monotonia dell’integrale), mentre la i) segue dall’os-
servazione che se l'integrale del modulo di una funzione continua A € nullo,
allora h e identicamente nulla. Infatti, se h non fosse nulla, esisterebbe x,
in [a,b] tale che |h(zg)| > 0; per il teorema della permanenza del segno,
esisterebbe un intorno (zo — 6,9 + d) sul quale si ha |h(x)| > |h(xo)]/2.
Pertanto

b $0+5
0:/ |h(m)|d:c2/ h@)|dz > 8]h(xo)] >0,

da cui I’assurdo.
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Teorema 1.1.14 (Disuguaglianza di Hoélder) Siano f e g due funzioni
in C°([a,b],R) e siano p e q maggiori di 1 e tali che 1/p+1/q = 1. Allora

[ st ( blf(x)l”dxf (/ b\g(x)lquf )

N

Dimostrazione. E sufficiente partire dalla disuguaglianza di Young, vera
per ogni z in [a, b],

integrare i due termini su [a, b] e poi applicare la disuguaglianza cosi trovata

. ()] ) l9()
fla) = T, glz)= T
(12 1f (@)l da)” (2 lg)|e dx)®

non prima di aver osservato che se U'integrale di |f(x)|P (o di |g(x)|?) & nullo,
la f (ovvero la g) ¢ nulla e la disuguaglianza (1.10) & banalmente vera.
=

a

)

Esempio 1.1.15 Siano p > 1,

X =C%[a,b),R) = {f : [a,b] - R f continua},

S =

0= ([ 170 stopac)

Ragionando come nell’Esempio 1.1.11, ed usando la (1.10), si dimostra facil-
mente che (C°([a,b],R),d,) & uno spazio metrico.

(")Esercizio 1.1.16 Dimostrare che

lim d,(f,g) = dw(f,g).

p—-+oo
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Esempio 1.1.17 Siano
X =CY[a,b],R) = {f : [a,b] — R f continua con derivata continua},
doo,1(f, 9) = sup{|f'(x) — g'(2)|, 2 € [a,0]} = duo(f'. g')

doo1(f9) = doo(f',9') + do(f, 9) -

Allora (C*([a,b],R),d1) non & uno spazio metrico (dal momento che se f
e g differiscono per una costante, d ¢ nulla), mentre (C'([a,b],R), ds1) lo
e. Dal momento che 'aggiunta di d.(f,g) & dovuta solo alla necessita di
distinguere due funzioni la cui differenza e costante, si puo considerare su

C'([a,b],R) la distanza
doo,1 (f,9) = doo(f', ') + | f(0) — g(x0)],

con zg punto qualsiasi di [a,b]. In questa maniera, per calcolare la distanza
tra f e g e sufficiente “conoscere” le derivate di f e g, ed il valore delle due
funzioni in un unico punto (e non su tutto U'intervallo).

1.2 Proprieta degli spazi metrici

Definizione 1.2.1 Sia (X, d) uno spazio metrico, sia zo in X e r > 0. La
sfera aperta di centro z( e raggio r ¢ 'insieme

Ba(xg,r) ={x € X : d(z,z9) <71}.

Le sfere di (R,z7 dp) per p =1, % 2, 3 e oo (procedendo dall’interno verso l’esterno)
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Un sottoinsieme A di (X,d) si dice aperto se per ogni zp in A esiste
r > 0 tale che By(xg,r) C A. Un sottoinsieme C' di (X, d) si dice chiuso se
A =(C°= X\C ¢ aperto.

Si verifica facilmente che in (X, discreta) ogni sottoinsieme e aperto (e
quindi anche chiuso), mentre gli aperti di (R, |-]) e di (R",d,) (per ogni p)
sono gli aperti “soliti”.

Definizione 1.2.2 Sia (X,d) uno spazio metrico. Una successione {z,}
contenuta in X si dice convergente a xj in X se si ha

n1—1>IJIrloo d(zp,z0) =0.
Quindi, come si vede, la definizione di convergenza in uno spazio metrico ¢
ricondotta (in maniera naturale) alla convergenza a zero in R (meglio, nello
spazio metrico (R, |- |)) della successione {d(x,,xo)}.

Ad esempio, nello spazio metrico dell’Esempio 1.1.2, le successioni con-
vergenti sono tutte e sole le successioni che sono definitivamente costanti.
La convergenza in (R, |-|) e in (RY,d,) (per ogni p) & la convergenza solita
che si da per successioni in R ed in RV (quest’ultima & — come & noto —
equivalente alla convergenza in (R, |- |) delle N componenti).

La convergenza in C°([a,b]), dw) ¢ la convergenza uniforme.

Teorema 1.2.3 Sia {x,} una successione convergente in (X,d). Allora il
limite ¢ unico.

Dimostrazione. Se x, convergesse a xy € a ¥, si avrebbe
lim d(x,,rq) = lim d(z =0.
nstoo ( n 0) n—-too ( ny yO)

Ma allora, per la disuguaglianza triangolare,

d(zo,y0) < d(xn, o) + d(Zn, Yo) »

da cui, ricordando che d(zo,y9) > 0 e passando al limite, d(xo,y0) = 0.
Pertanto, zy = yo. [
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Definizione 1.2.4 Siano (X,d) e (Y,d) due spazi metrici. Una funzione
f: X — Y sidice continua in zy, € X se, per ogni successione {x,} di X
convergente a o, la successione {f(x,)} di Y converge a f(xp). Analoga-
mente,

J(f(xn), f(x0)) =0.

d(zn,x0)—0

Questa definizione — negli spazi metrici — ¢ equivalente all’altra (ben nota)
data in termini di € e d:

Ve >036. >0:d(x,z0) <. = d(f(x), f(zg)) <e.

Esempio 1.2.5 Siano (X, discreta) e (Y,d) due spazi metrici. Allora ogni
funzione f: X — Y & continua. Infatti, se {x,} & una qualsiasi successione
convergente in (X, discreta) a xq, allora si deve avere x,, = x definitivamente.

Pertanto, f(x,) = f(xo) definitivamente, da cui d(f(x,), f(zo)) — 0.

Esercizio 1.2.6 Sia (X,d) uno spazio metrico e sia zo in X. Dimostrare
che la funzione d,, : X — R definita da d,,(z) = d(x¢, x) & continua.

Definizione 1.2.7 Sia (Y, d) uno spazio metrico. Una funzione f : X — Y
si dice limitata se esistono M > 0 ed y, in Y tali che

f(z) € Ba(yo, M), Vee X. (2.1)

Definizione 1.2.8 Siano (X, d) e (Y, d) due spazi metrici. Definiamo
LX,)Y)={f:X =Y, flimitata},

C(X,Y)={f:X =Y, f continua e limitata} .
L’insieme L(X,Y’) (e quindi anche C(X,Y’) che ne ¢ un sottoinsieme) puo

essere reso uno spazio metrico introducendo la distanza

doo(f.9) = sup d(f(r),9()). (2.2)
E facile verificare che dy, ¢ effettivamente una distanza; si noti che e ben
definita perché sia f che g sono funzioni limitate. Nel caso in cui (X,d) =
(0,8, ] ) e (v;d) = (R, |- ]}, C(X,Y) & propio C*([a, 1], R), dal momento
che la limitatezza delle funzioni continue su [a, b] € data dal teorema di Weier-
strass. Inoltre, d, ¢ esattamente la distanza definita nell’Esempio 1.1.12.
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Esempio 1.2.9 Siano (X,d) = (N,discreta) e (Y,d) = (R,|-|). Si ha
allora, dal momento che ogni funzione f da X a Y non e niente altro che una
successione di numeri reali,

L(X,Y) = {successioni limitate di numeri reali} = ¢>°.

Inoltre, essendo ogni “funzione” da X a Y continua (Esempio 1.2.5), si ha
C(X,Y) = L(X,Y). La distanza d, definita da (2.2) ¢ esattamente la
distanza definita su (> da (1.9).

1.3 Spazi metrici completi

Il seguente teorema mostra come una successione convergente soddisfi una
proprieta aggiuntiva.

Teorema 1.3.1 Sia (X, d) uno spazio metrico e sia {x,} una successione in
X convergente a xo in X. Allora la successione {x,} soddisfa la condizione
di Cauchy, ovvero

Ve >0,3dn. € N:d(z,, ) <e Yn,m>n..

Dimostrazione. Se x, converge a xy in X, per ogni ¢ > ( esiste n. tale
che d(x,,z) < /2 per ogni n > n.. Se n e m sono entrambi maggiori di n,
si ha allora, per la disuguaglianza triangolare,

d(Tp, ) < d(xn, x0) + d(z0, T1) < €,

da cui la tesi. -

Esempio 1.3.2 Il viceversa del teorema precedente non € vero: non tutte le
successioni di Cauchy sono convergenti. Sia X = (0,2) e d(z,y) = |z — y|.
Allora (X, d) & uno spazio metrico, come si verifica facilmente, e la successione
x, = 1/n, pur essendo di Cauchy, non ¢ convergente. La successione & di
Cauchy perché ¢ convergente in (R, d), ma non ¢ convergente in X perché il
suo (unico!) limite & zero, che non appartiene ad X.

Definizione 1.3.3 Uno spazio metrico si dice completo se ogni successione
di Cauchy ¢ convergente.
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Nell’Esempio 1.1.2 lo spazio ¢ completo perché le successioni di Cauchy
sono tutte e sole le successioni definitivamente costanti (quindi convergenti).
Tutti gli spazi metrici su R o R considerati nei vari esempi sono completi.

Un primo risultato generale sulla completezza e il seguente.

Teorema 1.3.4 Sia (X,d) uno spazio metrico completo, e sia C C X un
insieme chiuso. Allora (C,d) é completo.

Dimostrazione. Sia {x,} una successione di Cauchy in (C,d). Allora {z,}
¢ una successione di Cauchy in (X, d), che & completo per ipotesi. Pertanto,
esiste xp in X tale che x,, converge a xj. Essendo C' chiuso, xy appartiene a
C' (se, infatti, zy non appartenesse a C, sarebbe nel complementare di C, che
¢ aperto; allora esisterebbe un numero reale r > 0 tale che By(zq,7)NC = 0,
il che e assurdo perché la successione {z,} si trova definitivamente in tale
intorno per definizione di limite), che quindi & completo. [

Un secondo risultato, ben pit importante, riguarda L(X,Y) e C(X,Y).

Teorema 1.3.5 Siano (X, d) e (Y, d) due spazi metrici. Se (Y,d) é completo,
lo sono sia L(X,Y) e C(X,Y), dotati della metrica definita da (2.2).

Dimostrazione. Sia {f,} una successione di Cauchy in (L(X,Y),d)).
Allora

Ve >0 dn. € N :sup d(f.(z), fu(x)) <e VYn,m >n..

zeX

Per definizione di sup, questo implica che

Ve >0 3dn. € N:d(fo(z), fm(x)) <e VYn,m>n., Vx e X.

Pertanto, per ogni z in X la successione { f,(z)} ¢ di Cauchy in (Y,d), com-
pleto, e quindi converge ad un elemento di Y che definiremo f(x). Passando
al limite per m tendente ad infinito nella disuguaglianza d(f,(z), fn (7)) < €,
si trova (grazie all’Esercizio 1.2.6)

Ve >03n. € N:d(fu(x), f(z)) <e, Vn>n., Vo eX. (3.1)

Sia ora y in Y. Si ha, per la disuguaglianza triangolare, ed essendo f,,
limitata per ipotesi,

d(f(x).y) < d(f(@), fo. (@) + d(fu.(2),9) S e+ M,
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e quindi f appartiene a L(X,Y’). Inoltre, prendendo 'estremo superiore per
zin X in (3.1), si ha

Ve >0 3dn. € N:doo(fu(x), f(z)) <e VYn>n.,

e quindi f,, converge a f in (L(X,Y),dy).

Se {f,} € una successione di Cauchy in C(X,Y’), lo stesso ragionamento
svolto precedentemente permette di costruire una funzione in L(X,Y) tale
che f, converge a f in d.,. L’unica cosa da dimostrare ¢ pertanto la continuita
di f. Se xy e x1 appartengono a X, si ha

d(f (o), f(21)) < d(f(w0), fu.(20)) + dfu. (z0), fu. (21)) + d(fu. (1), f(21)) -

La prima e la terza quantita sono minori di €, mentre la seconda puo essere
scelta piccola prendendo xg ed x; vicini (dal momento che f,. & continua).
Pertanto, f e continua. n

Corollario 1.3.6 Sia (C°([a,b],R),ds) che ({*,dy,) sono completi.
Teorema 1.3.7 Siap > 1. Lo spazio (¢*,d,) é completo.

Dimostrazione. Sia {z(™} una successione di Cauchy in (¢*,d,). Si ha
allora

1
P
‘v’5>03n6€N:<Z |x —xk p) <e VYn,m>n.. (3.2)
Pertanto, per ogni k in N,
Ve>03n. e N: |zl —2™P <& VYn,m>n,.,
e quindi la successione {n — xk } ¢ di Cauchy in (R, |- ), che ¢ completo.

Siano allora xy, il limite per n tendente ad infinito di :L"EC )| e 7 la successione
{zx}. Dal momento che da (3.2) segue che, per ogni N in N,

‘v’a€>03ng€N:<z:|x,,C —:vk p) <e VYn,m>n.,
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passando al limite per m tendente ad infinito, si ha

N P
‘v’8>03na€N:<Z |x,§n)—xk|p> <e VYn>n,.
k=1

Prendendo 'estremo superiore su N in N,

=

+oo
Ve >0 3n. e N: (Z ]a;,(c")—xk\p> <e VYn>n,
k=1

da cui segue che {2} converge a Z in (¢?,d,). 1l fatto che T appartenga ad
(P segue poi dalla disuguaglianza triangolare per d,:

+oo %
(Z |:rk|p> = d,(%,0) < dp(7,2")) + d(21"),0) < fo00,
k=1
essendo z(™) in (7. ]
Esempio 1.3.8 Lo spazio C°([a,D]),d;) non & completo. Consideriamo in-

fatti C°([—1,1],R) e la successione f,(x) cosi definita:

-1 sexe[-1,—1/n],
folx) =3 nz sex € (=1/n,1/n)
1 sexzell/n,1].

La successione f,, & di Cauchy; infatti f,, e f,, differiscono al piu (se m > n)
sull’insieme (—1/n, 1/n) e su questo insieme si ha | f,, () — fi. ()| < 2. Allora

s ) = [ 150 = Sl o = [ 10) = fn(o)l o <

che puo essere reso minore di € se n ¢ sufficientemente grande. D’altra parte
non esiste nessuna funzione continua f tale che

di(fn, f) = /_11 |fu(2) = f(2)|dz — 0.

Sia infatti a > 0; allora

[ 1)~ f@)ldz 0.



CAPITOLO 1. SPAZI METRICI 18

essendo questa quantita positiva e minore di dy (f,,, f). Sen e taleche 1/n < a
(fatto che accade definitivamente), dalla definizione di f,, si ha

/ 11— f(z)|de — 0,

da cui (essendo questa quantita indipendente da n),

/ 11— f(z)|dzx =0,

il che implica che f =1 su [a, 1] per ogni a > 0. Con ragionamento analogo

si prova che f = —1 su [—1, —a| con a > 0. Ma allora
li =—-1#1=1
lim f(z) # 1= lim [f(z),

e quindi f non puo essere continua in x = 0.

Esempio 1.3.9 Lo spazio (X,d) = ((0,1),|-|) non & completo. Puo, pero,
essere “reso” completo, aggiungendo i due punti 0 ed 1, senza modificare
la distanza; in altre parole, si puo prendere la “chiusura” di X in R (di
(X, |- |) nello spazio metrico (R, |- )), ed ottenere cosi uno spazio metrico
completo. L’aggiunta dei due punti 0 ed 1 ¢ “minimale” nel senso che per
rendere X completo (senza cambiare metrica) non ¢ necessario utilizzare altri
punti. Si osservi che esistono successioni di Cauchy tutte contenute in X che
convergono a 0 o ad 1 (mentre non esistono successioni di Cauchy contenute
in X che convergono ad un qualsiasi numero reale non appartenente a [0, 1]).
Lo spazio (X,d) = (Q,] - |) non & completo. Ad esempio, la successione

1\"
= (1 + —) )
n

¢ contenuta in Q, e di Cauchy (perché converge in R ad “e”), ma il limite non
e un numero razionale. Anche in questo caso, come nel precedente, si puo
rendere (Q, |- |) completo “aggiungendo” i limiti delle successioni di Cauchy
di razionali. Ricordando che ogni numero reale ¢ limite (in (R,|-])) di una
successione di razionali (dunque di una successione di Cauchy di razionali),
si ottiene tutto R.

Lo spazio (X,d) = ({f € C%a, ],R) de(f,0) < 1},ds) non & com-
pleto. Ad esempio, la successione f,(z) = ¢ in X, ¢ di Cauchy (dal

1
n
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momento che converge uniformemente a f(z) = 1), ma il suo limite non
e in X. Anche in questo caso, si puo rendere (X,d) completo “aggiun-
gendo” le funzioni continue su [a, b] tali che do(f,0) = 1. Il risultato, che
¢ ({f € C%a,b,R) : duo(f,0) < 1},dy), & completo essendo chiuso in
(C°([a, b], R), dw), come si verifica facilmente. Si noti che, essendo possibile
ottenere ogni funzione f tale che d..(f,0) = 1 come limite uniforme della
successione f, = i f (che e tutta contenuta in X'), e dal momento che nes-
suna funzione tale che d(f,0) > 1 puo essere ottenuta come limite uniforme
di funzioni in X, ancora una volta abbiamo reso X completo aggiungendo i
limiti delle successioni di Cauchy contenute in X.

A questo punto ci si puo chiedere se questa operazione si puo sempre
effettuare. La risposta ¢ affermativa, ed & data dal seguente teorema.

Teorema 1.3.10 (Completamento) Dato uno spazio metrico (X,d), es-

iste uno spazio metrico completo (Y, d) ed un’applicazione i : X — 'Y tale
che

1. i ¢ un’isometria, ovvero d(i(zo),i(z1)) = d(xg, 1), per ogni zy, x1 in

X .

Y

2. i(X) édenso in Y, ovvero la chiusura dii(X) inY éY.
Dimostrazione. Sia

C = {{x,} di Cauchy in (X,d)}.

Passo 1: Se {z,} e {y,} appartengono a C, allora la successione z, =
d(zn,yn) ¢ di Cauchy in (R, |- ).
Infatti si ha

da cui

Scambiando il ruolo di n e m si trova la disuguaglianza z,, — z, < d(x,,, T,,) +
A(Ym, Yn), da cui segue

|2 — 2m| < d(@n, ) + d(Ym, Yn) -
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A questo punto, fissato ¢ > 0, e sufficiente scegliere n ed m piu grandi di
ne = max(n.({z,}), n-({yn})) per avere che |z, — z,,| < €.

Passo 2: Essendo (R, |- |) completo, per ogni coppia di successioni {z,} e
{yn} di C, esiste il limite di d(x,,y,). Definiamo in C la relazione seguente

{zn}plyn} <= lim d(zn,y.) =0.

Si vede facilmente che p e una relazione di equivalenza (la transitivita e
conseguenza della disuguaglianza triangolare) su C. Definiamo Y come lo
spazio quoziente di C modulo la relazione p. Successivamente, rendiamo Y
uno spazio metrico nel modo seguente: siano z e y in Y, e siano {z,,} e {y,}
due successioni in [Z] e [y] rispettivamente. Allora

d@.9) = lim_dlwn.p.).
Tale definizione e ben posta, dal momento che cambiando rappresentanti in
[z] e [y] il limite non cambia (sempre per la disuguaglianza triangolare). La
funzione d & non negativa (dal momento che d lo &), e si annulla se e solo se
T = i (per definizione, se il limite di d(x,,y,) € zero, {x,} e {y,} sono nella
stessa classe di equivalenza). La simmetria & conseguenza della simmetria
di d, mentre la disuguaglianza triangolare segue passando al limite per n
tendente ad infinito nella disuguaglianza

d(xp, Yn) < d(Tp, 2n) + d(2n, Yn) -

Passo 3: Dato z in X, definiamo cost(x) la successione che ha tutte le
componenti uguali ad x. Tale successione e evidentemente in C. Definiamo
i : X — Y nel modo seguente: i(x) = [cost(z)]. Essendo la definizione di
d indipendente dalla scelta del rappresentante nella classe di equivalenza, si
puo scegliere la successione cost(z) in [cost(x)] e si ha allora

d(i(x),i(y) = lim _d((cost())n, (cost(y))a) = lim d(z,y) = d(z,y),

n—-+00 n—-+o00

e quindi ¢ e un’isometria.

Passo 4: i(X) ¢ denso in (Y, d).
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Sia g in Y, e sia {z,,} una successione qualsiasi in [y]. Definiamo y,, =

i(xm) = [cost(z,,)] e calcoliamo d(y,,y). Si ha

d(ym,y) = M d((cost(zm))n, Tn) = Tm  d(wm, ).

Essendo la successione {z,,} in C, la successione {z,,} ¢ di Cauchy in (X, d).
Pertanto, per ogni € > 0, esiste n. in N tale che

d(Tpm,x,) <&, Yn,m>n..
Questo fatto implica che, per ogni € > 0, esiste n. in N tale che

lim d(zp,,x,) <e, Ym>n.
n—4o0o

(ricordiamo che tale limite esiste perché la successione {n — d(z,,z,)} &
di Cauchy in (R,|-])). Pertanto, per ogni ¢ > 0, esiste n. in N tale che

d(Ym,y) < € per ogni m > n., ovvero si ha che {y,,} converge a y in (Y, d).

Passo 5: (Y,d) & completo.
Sia {z(™} una successione di Cauchy in (Y, d). Dal momento che i(X) &

denso in (Y, d), per ogni n in N esiste x,, in X tale che

Az ™, i(2)) <~ (3.3)

n

Mostriamo che la successione {z,} ¢ in C. Si ha infatti (ricordando che i &
un’isometria),

d(Tp, Tm) = d(i(x,),i(2,,)) < d(i(z,), as(")) + J(a:("), :v(m)) + J(:E(m), iW(Tm)) -

Usando (3.3), e scegliendo n e m sufficientemente grandi (in modo che -
e % siano minori di ¢, e in modo che d(z™,z(™) sia anch’essa minore di
g), si prova che d(z,,x,) < 3¢ e quindi {z,} ¢ in C. Sia ora T = [{z,}];
mostriamo che {z(™} converge a z in (Y, d). Si ha infatti, sempre per (3.3),

e per definizione di d,

- - 1
d(z, ™) < d(Z,i(x,)) + d(i(zn), 2™) < lim  d(z,, Tm) + — .
n

- m—o+4oo

Ricordando che {z,} ¢ di Cauchy, se n ¢ sufficientemente grande si ha

lim, 1o d(zp, ) < €€ % < . Pertanto, per tali n, d(z,z™) < 2,

da cui la tesi. -
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Osservazione 1.3.11 Si puo anche dimostrare che lo spazio metrico (Y, d) ¢
unico a meno di isometrie, ovvero se esiste un altro spazio metrico (Z,d) che
verifica 1. e 2. del teorema precedente, allora esiste un’isometria biiettiva ¢

tra (Y,d) e (Z,d).

(")Esercizio 1.3.12 Nel caso di (C°([a,b],R),d;), chi sono Y e i? Ovvero,
se {fn} € una successione di Cauchy in dj, che proprieta ha il suo limite in
Y? E chiaro che non & possibile ragionare come nell’Esempio 1.3.9, perché
in tutti e tre i casi era sufficiente prenderne la chiusura (e scegliere per i
Iidentita) per completarlo (dato che lo spazio non completo era contenuto
in un altro completo). In questo caso C%([a,b],R) & gia “tutto lo spazio”,
il che vuol dire che sara necessario ampliarlo con funzioni non continue per
renderlo completo. Ma non tutte le funzioni discontinue sono integrabili
(secondo Riemann). ..



