Capitolo 4

Il Teorema di Mountain-Pass

Descriviamo ora un altro metodo per trovare soluzioni non nulle di alcuni
tipi di problemi, per esempio

u =0 su 0f) (4.1)

{ —Au = |[ufP7lu in Q
con p > 1, utilizzando dei minimazx.
Per motivare cio, consideriamo una situazione intuitiva.
Se ¢ € C*(R? R), possiamo vedere ¢(z,y) come altitudine del punto del
grafico di ¢ avente (x,%) come proiezione su R2. Assumiamo che esistano
due punti up, u; € R? e un intorno aperto © di ug tale che u; € R*\0 e
w(u) > max (p(up), p(u1)) quando u € 9O, (per esempio ugp e u; sono due
punti di minimo isolati di ¢).
Guardando il grafico di ¢ in modo topografico possiamo considerare il punto
[uo, ¢(up)] localizzato in una valle, circondato da un anello montuoso raffi-
gurato dall’insieme {[u, p(u)] : w € 90} e il punto [u, ¢(u1)] localizzato
fuori dall’anello montuoso.
Per andare da [ug, ¢(uo)] a [u1, ¢(u1)] in modo da minimizzare il cammino
da percorrere, dobbiamo attraversare I’anello montuoso nel piu basso passo
di montagna.
La proiezione su R? di questo passo di montagna fornisce un punto critico
di ¢ con un valore critico

— inf
c ;grsrél[gﬁ]w(g@))

dove con I' denotiamo l'insieme dei cammini continui da ug a u;, ovvero
I'={g:[0,1] — R? continua : g(0) = ug, g(1) = uy}.

Questo teorema di minimax si deduce dal Principio Variazionale di Ekeland

(cf. [6]).
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32 Il Teorema di Mountain-Pass

4.1 1l Lemma di Ekeland

Lemma 4.1.1 (Ekeland). Sia (M,d) uno spazio metrico completo e sia
& : M — (—o00,4+00] una funzione s.c.i., limitata inferiormente e non
identicamente uguale a +0o0. Sia € > 0 dato e u € M t.c.

O(u) <inf ® +e.
M

Allora esiste v e M :

®(v) < O(u)
d(u,v) <1 (4.2)
e, Vw#wvin M siha che
O (v) < P(w) + ed(v, w). (4.3)

Dimostrazione. La relazione
w < v <= ®(w) + ed(v,w) < ®(v) (4.4)

definisce un ordine su M, facilmente verificabile. Costruiamo induttivamente
una successione (uy) come segue, partendo da ug = wu. Supponiamo di
conoscere u,, allora definiamo

Sp={weM : w<u,}={weM : &w)+ed(up,w) < P(uy)}

e scegliamo u,4+1 € S, t.c.

Chiaramente, Sy,+1 C Sy, € upt1 < uy, e, dal fatto che ® € s.c.i., S;, & chiuso.
Ora, se w € Sp11, w < upt1 < uy, € dunque

e (waun-f—l)_ (’U,n+1) (w)_lsri +n+1 Sn n+1

e quindi
2

di <
iam S, < S+

ovvero diam S, — 0 quando n — oc.
Essendo M completo, dal Teorema di Baire (Cf. [9] pg. 72) segue che

ne N

per qualche v € M. In particolare, v € Sy, ovvero

v<Uug = u,
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e quindi
O (v) < P(u) — ed(u,v) < P(u)

d(u,v) < e H®(u) — ®(v)) < 5_1(i]\n4f<13 +e— i]\I}If o)=1

e quindi la (4.2).
Per ottenere la (4.3) ¢ sufficiente provare che, se w < v, allora w = v. Ma
se w < v, allora V n si ha che w < u, e quindi w € (),c 5 Sn €, da (4.5)
w = .

O
Osservazione. Usando la distanza equivalente Ad con A > 0, le conclu-
sioni (4.2) e (4.3) diventano rispettivamente

d(u,v) <

> =

D(v) < B(w) + eAd(v, w) (4.6)

Diamo ora alcune definizioni di derivata per una funzione definita su uno
spazio di Banach.

Definizione 4.1.2. Sia X uno spazio di Banach, siaw C X esia F:w — R
una funzione a valori reali. Se u € w e z € X sono tali che per ognit > 0
st ha che u+tz € w, dictamo che F' ammette derivata direzionale [ungo
la direzione z se il limite

F tz) — F
Fitu) = i P12 = P
t—0

esiste.
O

Anche se una funzione F ammette derivata direzionale lungo tutte le
direzioni z € X non ¢ detto che sia continua.

Definizione 4.1.3. Sia X uno spazio di Banach, sia w C X e sia F': w —
R. Se u € w, diciamo che F' é derivabile nel senso di Gateaux (o G-
derivabile, o ancora G-differenziabile) in u, se esistel € X', indipendente da z,
tale che, lungo le direzioni z € X in cui F(u + tz) esiste per ogni t > 0
abbastanza piccolo, la derivata direzionale F.(u) esiste e:

lim Fu+tz) — F(u)
t—0+ t

=(l,z).

Definiamo F'(u) =1.
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Una funzione G — derivabile non & necessariamente continua. Introdu-
ciamo ora la derivata nel senso classico (o derivata nel senso di Fréchet).

Definizione 4.1.4. Sia X uno spazio di Banach, sia w un aperto di X e
sia F': w — R una funzione. Se u € w, diciamo che F & differenziabile
(o derivabile) in u nel senso di Fréchet se esiste | € X', tale che:

Vvew F)—F(u)={l,v—u)+o(v—u).

Se F ¢ differenziabile, | é unico e denotiamo F'(u) = . L’insieme delle
funzioni differenziabili da w — R sara denotato con il simbolo C*(w,R).
O

Una funzione differenziabile nel senso di Fréchet ¢ continua.

Definizione 4.1.5. Sia X uno spazio di Banach, w C X un aperto e J €
C'(w,R). Diremo che u € w ¢ un punto critico di J, se J'(u) = 0. Se u
non e un punto critico di J allora u é un punto regolare di J.
Sia ¢ € R, diciamo che ¢ ¢ un valore critico di J, se esiste u € w tale che
J(u) =ceJ(u) =0. Se ¢ non é un valore critico di J allora u é un valore
regolare di J.

O

Dimostriamo un risultato per funzioni limitate inferiormente in uno spa-
zio di Banach.

Teorema 4.1.6. Sia X uno spazio di Banach, ¢ : X — R una funzione
limitata inferiormente e differenziabile su X.
Allora, Ve >0eVue X t.c.

o(u) < igl{f Y +e, (4.7)
esiste v € X t.c.
p(v) < p(u) (4.8)
lu=vl, < Ve (4.9)
I¢ @I, < Ve (4.10)
Dimostrazione.  Usiamo il Lemma di Ekeland con M = X, & = ¢, ¢

YV € > 0 dato scegliamo \ = e 3.
Allora se u soddisfa (4.7), esiste v tale che valgono (4.8) e (4.9), e inoltre
1
pw) > p(v) —e2flv —wl (4.11)

Vw # v in X. Percio, prendendo w = v+thcont >0eh e X, [[h]| =1
in (4.11) abbiamo
o(v+th) —p(v) > —ent.
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Dividendo entrambi i membri per ¢ e facendo tendere ¢ — 0 otteniamo

< (#'(v), h)

V h e X con ||hHX =1, e quindi (4.10) per la definizione di ||¢'(v)||

N|=

—&

X"
O

Corollario 4.1.7. Sia X uno spazio di Banach, ¢ : X — R una funzione
inferiormente limitata e differenziabile su X. Allora per ogni successione
minimizzante (uy) di @ esiste una successione minimizzante (vy) di ¢ t.c.

p(vg) < p(ug)
Huk—kaX — 0 se k — +o0
||g0'(vk)||X — 0 se k — +oo.

Dimostrazione. Se (uy) € una successione minimizzante di ¢, prendiamo

o(ug) —infx ¢  se p(ug) —infx o >0
Er = .
se p(ug) —infx ¢ <0

=

Prendiamo (vy) associata a (ug) e £ nel Teorema 4.1.6.

4.2 1l Teorema di Mountain-Pass

Diamo ora una dimostrazione del Teorema di Ambrosetti-Rabinowitz Mountain-
Pass (cf. [2]). Per prima cosa diamo una definizione.

Definizione 4.2.1. Sia X uno spazio di Banach. Sia J : X — R di classe
C*'. Si dice che J soddisfa la condizione di Palais-Smale (PS) a livello
c se:
Vo(up) C X
| (un)| — ¢ (4.12)

1 (wn)l ., — 0 sen — +o0 (4.13)
3 (up,,) C (up) :
X u se k — 4o0.

U,

Teorema 4.2.2 (Ambrosetti-Rabinowitz; Mountain-Pass). Sia X uno spa-
zio di Banach. Sia Sia J : X — R di classe C1 tale che:

J(0) =0 (4.14)

AR>0,p>0 : Ju)>p ‘v’uGX:HuHX:R (4.15)
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Jug € X, HU()HX >R : J(UO) < 0. (4.16)

Supponiamo inoltre che J verifichi la condizione di (PS).
Allora
JueX : J(u)=0, J(u) > p.

Dimostrazione. Sia
['={yeC([0,1]; X) : 7(0) =0; (1) = uo}-

I' € uno spazio metrico completo con la norma del sup. Sia

Y(v) = r[%jal?J(v(t)) =J(v(ty)) = J(uy).

Allora ¢ : I' — R & continua, inoltre, se v va da 0 a ug (|lug|]| > R)
= dto : ||v(to)|| = R, e quindi dalla (4.15) si ha che:

Y(y) =p Vyel.

Per il Teorema 4.1.6 e il Corollario 4.1.7 si ha che: 3 (u,) C X

¥(m) = J(un) — Inf 9)(7) se n — +oo (4.17)
1 (un)ll , — 0 (4.18)

Sia
= inf J(v(1)).
¢= lnf max (v(1))

Dalla (4.17) segue che
J(un) — c. (4.19)

Da (4.19), (4.18) e (PS) di ha che:
3 (un,,) C (up) : uUp, — use k — +oo.

Allora, essendo J continuo,

Ju)y=c>p
ed, essendo J’ continuo,
J'(u) =0
cioe la tesi.
O
Diamo ora un esempio di applicazione del Teorema di Mountain-Pass.

Consideriamo il problema (4.1) con 1 < p < {2 a cui ¢ associato il

funzionale ) 1
Jw)y == [ |V 2—/ Pl 4.20
W= [ IV~ = [ 1u (4.20)
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Dimostriamo che questo funzionale soddisfa le ipotesi del Mountain-Pass.
Intanto si vede che J(0) = 0. Verifichiamo l'ipotesi (4.16).
Siav € HE(Q) v #0,

£ o P 1 2 1
J(tv) = / |Vou|* — / [Pt = at? — BtPT! — —ocose t — +oo
2 Ja p+1Ja

e quindi abbiamo la (4.16).
Verifichiamo la (4.15). Per la disuguaglianza di Sobolev si ha che

a4 < ulPHQ 5 < STHQEE (fulPt
P+l o H}
e quindi esiste una costante C), tale che
1
o 1 En
p / |u|p+1 < / |Vu\2
p+1Jg p+1\Ja

Si ha allora che:

pt1
1 2 Gy 2) ? 2 (1 Cp ~1

> = - P = - p-1
s 2 5 [ 1vap = S ([ lul?, (5 - 52l

Se HuHiI_ll = % = R, si ha
0

1 Cp, p+1 HUHHl
=1, (-5 5 ) >

4
e quindi la (4.15).
Rimane da verificare che J soddisfa la condizione di Paleis-Smale (PS).
Sia I' come nella dimostrazione del Teorema di Ambrosetti-Rabinowitz, e
sia
= inf J((t)).
¢= lnf max (v(¥))

Sia (u,) una successione t.c.

J(un) — ¢ (4.21)

17 ()l — 0. (4.22)
Vediamo se esiste una sottosuccessione (uy, ) t.c.

Hy
Up, — U se k — +00.

La (4.21) equivale a

1 2 1 p+l1
= - — 4.23
5 [Vl = — [ fuapt e (4.2
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mentre le (4.22) equivale a

-1

/ Vu,Vy = / |tn [P 0 + (Y, @) con yy, 0. (4.24)
Q Q

Scelgliamo ¢ = u,, nella (4.24) e dividiamo per p 4 1, otteniamo cosi

p+1/‘ +1/| n‘p+l+7<yn,<p> (4.25)

Sottraendo la (4.25) alla (4.24) otteniamo

1
(3-537) [ 170 = e et g md) < oo et ol ol

e quindi esistono due costanti C; e Cy tali che Hun”ip < C+ C’2||un\|H1
0 0
ovvero ||unHH1 < M con M costante.
0

Quindi, a meno di sottosuccessioni abbiamo che esiste (uy, ) t.c.
Up,, — u in HY (),
Up, — w in LP(Q2),
Up, — U q.0..

Allora prendiamo come funzione test u,, —u in (4.22) e otteniamo (chiaman-
do per semplicita u,, = u,), aggiungendo e sottraendo il termine fQ VuV (u,—

/Q V (tn—10) V (1t —10) = /Q et P Lt (s —10) (g, (i —10))— /Q VuV (1 —).

Si ha che B
(Yn, (un, — u)) — 0 perché yy, ooeu, — u,

/ VuV (un —u) — 0 perché Vu ¢ fisso mentre V(u, —u) — 0.
Q

Inoltre
b

1— B

p-1 — P+, 2+ )% A

| | [P v (un—u)| < |y | |up—u| < |, |Up, — u|?* =P .
Q Q Q Q

La prima parentesi ¢ limitata per 'immersione di H}(Q2) in L? (Q) e per
la stima su ||u,]| ., la seconda parentesi converge a 0 per la compattezza

HY’
dell’immersione di H{ () in L5(Q) se s =
p<2fF—1= % che & vero per ipotesi.

1
. . 0 . . .
In conclusione si ha che u,, — wu, ovvero vale la (PS). E quindi esiste u,

2*7 < 2* ma questo e vero se
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punto critico di J, ovvero soluzione di (4.1).
Verifichiamo ora che la soluzione & positiva e cioé vogliamo risolvere il
seguente problema
—Au = uP in Q
u > 0 in (4.26)
u = 0 su 02

Consideriamo il funzionale

_1 2 1 p+1

Questo funzionale soddisfa le ipotesi del Teorema di Ambrosetti-Rabinowitz
Mountain-Pass, e quindi ammette un punto critico. Questo punto critico e
soluzione del seguente problema

—Au = uﬁ_ in Q
w#0 inQ (4.27)
u =0 su 02

Ma una soluzione di (4.27) risolve (4.26), infatti, consideriamo l’equazione
F’(u) = 0, che & vera perché u & un punto critico per F. Prendiamo come
funzione test u_. Otteniamo

/QV(u+ —u_)Vu_ = /Q(u+)pu_ =0.

Ma il primo membro di questa equazione & — [, |Vu_|? e quindi si ha che

/ Vu_|? =0
Q

ovvero u— = 0, e quindi v = u4.

Si puo dimostrare che se 2 ¢ un insieme stellato il problema (4.1) non
ammette soluzione per p > %

Consideriamo per semplicita 2 = B(0, 1) nel problema

—Au = g(u) in B(0,1)
{ u = g su 0B(0,1) (4.28)

La non-esistenza di soluzioni non banali per il problema (4.28) discende
dall’identita di Pohozaev (cf. [12]):

N uQ—1 u-v)? = — u
=5 [1vaf =5 [ uwp--n[Gw @)



40 Il Teorema di Mountain-Pass

dove v & la normale esterna a B, e g(s fo
Applicando l'identita di Pohozaev al problema seguente

—Au = uP in B(0,1)

w >0 inB(0,1) (4.30)
u =20 su 0B(0,1)
tenendo conto che [p|Vul? = [g(uwu, g(u) = uP, e G(u) = ﬁupﬂ,

moltiplicando per NLH si ottiene

/ 2 upﬂz/ Vu-v)?
B\p+1 o N—2 — ’

Dunque, se p+ 1 > 2* si ha che — [ uP™ > 0 e quindi v = 0, mentre se
p+1 = 2" otteniamo [,,(Vu - 1/) = 0 e quindi % = 0 su 0B. Usando il
Principio del Massimo si ha Che 4 < 0 su B(0,1) e quindi u = 0 su tutto

B(0,1). E quindi se p > N+2 l’unlca soluzione di (4.30) ¢ quella banale.

Forniamo ora, senza dimostrazione, una versione piu generale del Teo-
rema di Ambrosetti-Rabinowitz Mountain-Pass (cf. [2]) che permette di
risolvere il seguente tipo di problema

—Au = f(z,u) inQ
u >0 in Q (4.31)
u =20 su 0f)

Teorema 4.2.3. Considem'amo il problema (4.31). Siano f una funzione di
Carathéodory e F(x,s) fo x,t)dt tali che:

i) |F(x,u)| < 01+ ColulPt! con 1 <p< N+26 Ch, Cy due costanti;
i) |f(z,u)| < Cp+ ColulP conl<p< Nt2e C1, Cy due costanti;
iii) F(‘r W =0 uniformemente in x quando u — 07;

i) 3m>2eA>0 tale che f(x,s)s > mF(z,s) ¥V |s| > A.

Allora esiste una soluzione di (4.31).

(r 5)

Osservazione. Dalla iv) segue che — 400 quando s — +0o0.



