Analisi Vettoriale A.A. 2006-2007 - Soluzioni del foglio 6

6.1 Esercizio

Determinare la soluzione del problema di Cauchy

y' =4y +dy =2 y(0) =0, y(0)=1.

SOLUZIONE.

Si tratta di un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti:
si trovano le due soluzioni linearmente indipendenti dell’omogenea (poli-

nomio caratteristico (A —2)2 =0 — A = 2 molteplicitd 2) e?*, ze*”
L’integrale generale dell’omogenea é pertanto

2”(01 + o)

y(z) =e¢
si trova una soluzione della completa (anche per prove partendo da un
generico y(z) = Az? + Bz +C')

(Az? + Bz +¢)"” — 4(Az? + Bz +¢)' + 4(A2? + Bz + C) = 2? —
—  2A—8Ax — 4B + 4Azx? + 4Bz 4 4C = 2?

che implica
1 1 3
p B=g3 O=3

Una soluzione dell’equazione completa é pertanto

A=

1, 13
plr) = 3o+ 57+ 3

I’integrale generale dell’equazione completa é pertanto

( ) 3 327 n 1+562z +x2
r) = — — — xr JR—
W= 5773 27" 74 4

6.2 Esercizio
y/// _ yl —4e " + 3621',
(0) =0,
y'(0) = -1,
y'(0) =2

<

Risolvere il problema di Cauchy

SOLUZIONE.



Si tratta di un’equazione differenziale lineare di ordine 3, non omogenea a
coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica associata é

MoX=0, 5 M=0 =1 dg=-1
L’integrale generale dell’equazione omogenea associata é pertanto
Yo(z) =1 eMT 4 e’ fe3e™® = ¢y g e’ fege
Una soluzione dell’omogeneasi trova pensando separatamente alle due equazioni
y'—y =477,
y" —y =3e*,
Entrambe hanno a secondo membro funzioni particolarmente semplici:

e per la prima, tenuto conto che e~™" é soluzione dell’omogenea si potra

cercare una soluzione della completa nella forma
Ji(z)==Azxe”
Sostituendo si deve avere
2477 = 4e™ -5 A=2, — TY(r)=2ze"
o per la seconda, tenuto conto che e2* non é soluzione dell’omogenea si potra
cercare una soluzione della completa nella forma
Yo (.L‘) ==Ae¥®

Sostituendo si deve avere

1
6Ae™ =3e™, o A=1/2 = Tylx)= =¥
I’integrale generale dell’equazione completa é pertanto
1
y(@) = c1+cre” +ese "2 + 5@2:3

La soluzione del problema di Cauchy assegnato si ottiene determinando op-
portunamente le tre costanti libere ¢1, ¢9, c3

y(z) = 61+626z+636_z+2$6_z+%62z = y(O):c1-|-62—|-63-|-%:0
Y (x) = coe” — c3e™" +2e77 — 2pe”" + €2 = yv(0)=cr—e3+3=-1
=

y'(z) = cae” + eze™" —4e™" + 2xe™" + 2¢%® yY'(0)=cat+es—2=2

Ne segue

9
cp=—=, c2=0, c3=4

2

La soluzione pertanto é

2z

( 1
y(z) = —%+46_$+23}6_$+§6



6.3 Esercizio
Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale

111

v +y" = e

—T

SOLUZIONE.

Si tratta di un’equazione che pud essere pensata come lineare di T ordine
nell’incognita z = "'

Z4z=xe™ 5  z(z)=(c+ —:1?2)6_‘T
A questo punto c¢’é da fare

e due primitive:

22
y'(x) = / <(c-|— %m?)e_z) dr=—(14c+z+ 7)6‘” +a

2 2
y(z) = —/ {(1 ‘etz + %)E_z +a} dz = (34+c+2 a:—{—%)e_z—{—a z+b

e oppure calcolare direttamente 'integrale

6+2c+4x+ 22

2e®

© 1
/ (m—t)(c-|-§t2_)e_tdt:—3—c-l—m—l—cx-l—
0

che fornisce (vedi paragrafo Primitive di ordine superiore) la doppia prim-
itiva cercata alla quale aggiungere un generico polinomio di primo grado

ar +b.

6.4 Esercizio

Integrale generale dell’equazione di Eulero z2y" — 2zy' + 2y = 23

SOLUZIONE.

Si tratta di un’equazione differenziale lineare di ordine 2 non omogenea.
L’equazione omogenea associata

22y =2y +2y=0

é del tipo di Eulero: sue soluzioni possono essere trovate nella forma y(z) = z*

Sostituendo si deve avere



AA=1)=22+2)2* =0 — AA=-1)=22+2=0

da cui A = 2 oppure A =1
Le due funzioni z e 22 sono (ovviamente linearmente indipendenti) soluzioni
dell’lomogenea e 'integrale generale dell’omogenea é

y(z) = Az + Bz?

Una soluzione dell’equazione completa pud essere cercata come polinomio
F(z) = Az3: sostituendo si deve avere 2A = 1 da cui

_ 1
y(z) = 5 3

L’integrale generale dell’equazione é pertanto

1
y(m):§m3+Bm2+A:p

6.5 Esercizio

Integrale generale di y" — 22y — 2y = 0 sapendo che e”~ & soluzione.

SOLUZIONE.

L’equazione assegnata é lineare di secondo ordine omogenea a coefficienti

oy . X 2, N . K
variabili: I'informazione che y;(z) = €* ¢ una sua soluzione ci autorizza a
cercare un’altra soluzione y,(z) nella forma

A(x)e”
sostituendo si deve avere

" !

(A(;L'_)ezz) — 2z (A(z)ezE) -2 (A(l‘)@xE) =0

OVVEro

e {(A" + 4z A’ + 2A 4 422 A) — 22((A' + 242) — 24} =0

ovvero ancora
xr
A"+ 22 A =0, - A@)=e" =  Alx)= / e~ dt
0
Un’altra soluzione dell’equazione assegnata é pertanto

ya(x) = exZ/ et dt
0

I’integrale generale é pertanto



6.6 Esercizio

Determinare una base per lo spazio vettoriale V delle soluzioni della seguente
equazione differenziale lineare omogenea del quarto ordine

42y +y=0

SOLUZIONE.

Si tratta di un’equazione differenziale lineare omogenea di ordine 4: lo spazio
V' delle sue soluzioni ha dimensione 4.

La determinazione di una sua base é affidata alla determinazione delle radici
dell’equazione di quarto grado

M2 4+1=0
equazione biquadratica che ha la radice doppia A2 = —1 da cui le due radici
(doppie) dell’equazione caratteristica,
Al =14, Ay =-—i
Una base di V ¢ costituita pertanto dalle seguenti 4 funzioni
i ic

yi1(z) = €7 ya(x) =z e’ ys(x) = e yu(x) = xe”

Tenuto conto che
€T = cos(z) + isin(z), e~iT = cos(z) — isin(z)
una base di V' é anche costituita da
1(2) = cos(a), ya(z) = 2 cos(x), ya(s) = sin(x), ya(s) = wsin(z)

Ovvero ancora tutte le soluzioni dell’equazione omogenea sono date da

y(z) = (A4 Bz)cos(z) + (¢c+ Dz)sin(z), VA B,C,DER

6.7 Esercizio
Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale lineare

Y —5y=3e" -2z +1

SOLUZIONE.

Si tratta di un’equazione differenziale lineare del primo ordine non omogenea:
soluzioni dell’equazione si determinano decomponendo il secondo membro nei tre
addendi che lo compongono e determinando, per ciascun addendo, una soluzione
ottenibile come riconosciuto nei casi particolari (polinomi, esponenziali, ecc.)
considerati.



e Equazione omogenea y' — 5y =0, yo(z) = &°”

e prima equazione non omogenea y' — by = 3e”, Y (x) = —3/4¢”

e seconda equazione non omogenea y' — by = —2z, Yy(x) =2/bx—2/25
e terza equazione non omogenea y’ — by =1, Yy(z)=1/5

Tutte le soluzioni dell’equazione sono pertanto:

3 2 2 1
_ 5z Y =z 2. _ = -
ylz) = Ae 46 -|-5:L‘ 25-|—5

6.8 Esercizio

Determinare tutte le soluzioni dell’equazione differenziale lineare

y' +y =14 cos(z) + 10 cos(2z) (1)

SOLUZIONE.

Si tratta di un’equazione differenziale
e lineare

e a coefficienti costanti

e non omogenea

Equazioni di questo tipo sono state studiate nel modulo di DERIVATE E IN-
TEGRALI

Equazione omogenea associata y’ 4+ y = 0 detta oscillatore armonico.
Soluzioni:

Y (z) = Asin(z) + Bcos(z), YA,B€ER

Equazione non omogenea Occorre trovare tre funzioni yo (), y1(z), y2(x)
(qualsiasi, ma diverse dalle soluzioni dell’equazione omogenea) che verifichino,
rispettivamente

vo (2) +yo(z) =1, o (z)+yi(z) =cos(z), 4 (z)+ ya2(x) = 10 cos(2z)

Per quanto riguarda yo(z) é facile riconoscere che yo(2) = 1 va bene ! L’idea di
cercare y; nella forma

y1(z) = acos(x) + Bsin(z)

¢ evidentemente sbagliata perche, come abbiamo visto sopra tutte le combi-
nazioni lineari Asin(z) 4+ B cos(z) sono soluzioni dell’equazione omogenea.
Si puo cercare y; nella forma pili vicina a quella precedente

y1(2) = az cos(z) + Bz sin(z)



Fatti 1 conti si trova che va bene la funzione

Per quanto concerne ys il procedimento di cercarla nella forma
y2(z) = acos(2z) + Fsin(2z)
va benissimo e, a conti fatti si trova che va bene
ya(z) = —? cos(2x)

Conclusioni Pertanto le soluzioni dell’equazione (1) sono le (infinite) fun-
zioni

y(z) = Asin(z) + Beos(z) + 1 + %CL‘ sin(z) — 13—0 cos(2z)

6.9 Esercizio

Determinare 'integrale generale dell’equazione

v' +y + y = cos(z) + cos(2z) + cos(3z) (2)
Risolvere il problema di Cauchy

Y +y' +y=0, yr)=1, y(7)=0

SOLUZIONE.

FEQUAZIONE OMOGENEA
y//+yl+y:0 (3)
Polinomio caratteristico:

A2+/\+1:0 — /\:l::

(-1iv3)

N | —

Soluzioni dell’equazione omogenea

—z/2 —z/2

3 .
yi(z)=e COS(TCE), ya(z) = e s1n(7m)
Integrale generale dell’equazione omogenea

y(x) = cryi () + caya(x)



y(z) = e~ =2 <C1 Cos(?l’) + ¢ sin(?@) (4)

La (4) si chiama integrale generale dell’equazione omogenea (3) perché con-
sente di risolvere qualunque problema di Cauchy

y'+y +y =0
y(20) =Y

Y (o) =y

associato alla (3).
Per risolvere il problema

Y'+y' +y=0, ylm)=1, y(7)=0
basta scegliere i due coefficienti ¢1 e ¢3 in modo da soddisfare il sistema
V3 V3

—cysin(¥%52m) 4 ez cos(5oT) = %e

/2

{ cl cos(@ﬂ') + ¢ sin(@ ) = e™/?

derivato dal rispetto delle condizioni iniziali.
Una proprieta delle soluzioni dell’omogenea Qualunque siano le costanti ¢g
e cg scelte, ovvero qualunque siano le condizioni iniziali assegnate le funzioni

y(z) = 1y (2) + caya(x)

hanno limite zero per z — +oco.
Una soluzione della completa Cerchiamo in generale una soluzione dell’equazione
generale
Y'+y +y = cos(kz) (5)

Cerchiamo tale soluzione nella forma
y(z) = Acos(kz) + Bsin(kz)
Sostituendo si deve avere
cos(kz) {—Ak® + Bk + A} +sin(kz) {—Bk* — Ak + A} = cos(kz)
Uguaglianza che implica

A(l-kH)+ Bk =1
—Ak+ B(1—k%) =0
ovVvero
1R 5 k
Tl — k24 kY Tl — k24 kf



da cui la soluzione dell’equazione completa (5)

1
y(z) = oI ((1 — k?)cos(kz) + k sin(ka:))
Elenchiamo ora i tre casi relativi alla (5) per k = 1, k = 2, k = 3 Le soluzioni
particolari sono le seguenti

k=1 |sin(x)

o —3 cos(2z)+2 sin(2x
=9 (20)+2 sin(22)

k=3 -8 cos(Sx;él-S sin(3x)

La soluzione della equazione completa

2
+sin(z) + 11—3(—3 cos(2z) +2sin(2z)) + %(—8 cos(3z) + 3 sin(3 z))
(6)
Tenuto conto che il primo gruppo di addendi, quello che contiene 'integrale
generale dell’omogenea, rappresenta una funzione infinitesima per 2 — 400
possiamo approssimare ben presto il grafico della y(z) della (6) con il grafico
dei soli altri addendi.

Nella figura seguente trovate disegnati sullo stesso piano il grafico della fun-
zione cos(z) + cos(2z) + cos(3z) messa a secondo membro dell’equazione (2),
grafico in nero, e quello della soluzione dell’equazione completa depurato dei
termini infinitesimi soluzioni dell’omogenea, grafico in rosso, Sono due grafici
molto diversi...

Raffrontiamo nelle Figure seguenti lo stesso fenomeno pensando alle singole
equazioni, quelle con un solo addendo a secondo membro,

Le tre figurine singole sembrano fedel: : la soluzione trovata somiglia perfet-
tamente al termine forzante applicato, somiglia, tuttavia con una variante che
pud sembrare irrilevante

y(z) = e=o/2 (01 cos(@m) + e sin(ﬁm» +

la scala, Uamplificazione ( o il rimpicciolimento...)

Ed & proprio il diverso fattore di scala che i1 tre diversi addendi a secondo
membro subiscono a produrre la mostruosa differenza riconoscibile nel caso dei
tre addendi insiemi illustrato in Figura (2).

Pensate che

e il termine cos(z) + cos(2x) + cos(3x) sia un segnale in ingresso in un certo
apparecchio ( un amplificatore per esempio...)

e che il termine (6) sia la risposta (il suono diffuso dall’amplificatore...)

o fortemente distorto...!



6.10 Esercizio

Risolvere il problema di Cauchy

y(z) — zy?(z) — 2
z—z?y(z) —1

y(z) = - y(0) = 0. (7)

SOLUZIONE. | Posto

a(z,y) =y—zy’ -2, b(z,y) =z —2?y—1

consideriamo il campo vettoriale F = (a(z,y), b(z, y)).
-F ¢ conservativo in quanto ¢ definito in tutto il piano e risulta

ay =1—2zxy =b,.

- Costruiamo un potenziale U(x, y) per F cio¢ una funzione scalare tale che
F =VU = (U, Uy).

Dalla condizione Uy (z,y) = y — z y* — 2 segue
2,2

U(m,y):/(y—mgﬂ—Q)dm:my—%—Qm-l—g(y)

e dalla condizione Uy (z,y) = z—z%y—1 si trova ¢'(y) = —1 e quindi g(y) = —y.
Un potenziale &

2.2
Ty ’
Uz, y) = xy — 5 -2z —y.
Tutte e sole le soluzioni dell’equazione y' = —a(z, y)/b(x, y) verificano I'equazione

in forma implicita U(z, y) = c.
Imponiamola condizione iniziale U (z, y) = U(0, 0) = 0 e troviamo la soluzione
del problema di Cauchy (7) nella forma

m2y2

ry — —2z—y=0

10



Figure I: 3" 4+y 4+y=0, y0) =0, ¥(0)=h, h=-1,-05 05,1

T v

Figure 2: 1l termine forzante e la soluzione...




Figure 3: ¥/ +y' +y =cos(z), "+ y +y = cos(2z)

Figure 4: vy’ +y' + y = cos(3z)



