Compito di Analisi Reale — a.a. 2005-2006
25 gennaio 2006

1) Studiare la convergenza in £, 1 < p < +oo della successione {z(™} definita da

1
(ﬂén): tg(%) se k <n,
0 se k > n.

1

V&
x tendente a zero, tg(z) ~ x, si vede facilmente che la successione z(© appartiene
ad P se e solo se p > 3. Per tali valori di p si ha

SIAEN

0
dg(l‘("),x( )y = Z
k=n-+1
che tende a zero per n tendente ad infinito (essendo la serie resto di una serie
convergente). Inoltre,

La successione (™ converge puntualmente a x;o) =tg ( ) Ricordando che, per

p

)

doo (2™, 20)) = sup
k>n

1 1
t = = t ;
g(ﬂ)‘ g(WH)
che tende anch’essa a zero. Pertanto z(™ converge a z(®) in (7, 3 < p < +o0.

2) Dire perché & misurabile 'insieme

v V2 PV 1
E={zeR:1<e <10}U{n2,neN Uﬂ (—371,1+4n>,

n=1

e successivamente calcolarne la misura.

Siha E = E1 UEQUEg, dove

. V2 =1 1
Ei={zeR:1<e” <10}, EQZ{nQ,TLEN , E3:,O1 _3771+47 .
L’insieme F; & misurabile, essendo I'intersezione di Ey(e®) ed Ef,(e”), insiemi mi-
surabili essendo x +— e” continua. FEs ¢ misurabile perché numerabile, mentre
Es5 ¢ misurabile come intersezione numerabile di insiemi misurabili (sono infatti
intervalli) — ovvero perché FE5 = [0,1]. Essendo E; = (0,1log(10)), ne segue che
E; C E;y e quindi E = E; U{0}. Pertanto, m(E) = log(10).

3) Sia ¢ : [—2,2] — R misurabile, sia F = {z € [-2,2] : 2 < g(x) < 3} e sia

2? sex € E,
f@) =19 4
z* sex€e[-2,2]\E.
Studiare la misurabilita di f. Se g(z) = |z| + 1, studiare la continuita di f.
Essendo g misurabile, & misurabile E = E5(g) N EY(g). Detto F = [-2,2] \ E (che
& misurabile come differenza di insiemi misurabili, si ha
fa) =a? xp(z) + 2" xp(2),
cosicché f & misurabile come prodotto di funzioni misurabili. Se g(z) = |z| + 1,
allora £ = (—2,—1) U (1,2) e quindi f & continua ovunque tranne che per z = +2.



-‘rOO(l 1 1)

4) Calcolare, giustificando i passaggi, la misura di |J,~; (5=

3n ~ 4ns3n )

Studiando la disequazione 3% - 4% > 3,1%, si vede che ¢ verificata solo per n > 2.

Detto E l'insieme di cui si deve calcolare la misura, si ha allora

11 71\ ¥ /1011
= T0 o U PUVERY UU an An . an )
1273 144° 9 et 3n  4n’ 3n

e quindi, i primi due non essendo disgiunti,

7 01\ /1 1 1
_(m’:s)UpB(?m_M?w)’

con unione disgiunta. Pertanto

1 7 14 1 1
F)= - — — —_— = — —_— = —,
mE)= s -t Tt R 36

n=3
5) Sia a, la successione 1,3,9,1,3,9,1,3,... Calcolare, giustificando i passaggi,
+oo
A X[ 1 (x)
L 2 X (g, )

La funzione

+o00o
f(z) = Z an X($’3n11)(x)
n=1

¢ limitata in valore assoluto da 9, e cosi ¢ la successione delle somme parziali della
serie la cui somma e f. Pertanto, per il Teorema di convergenza limitata, ¢ possibile
scambiare sommatoria ed integrale. Si ha

+oo +oo a
An X( L (x) =2 —Z )

Sfruttando la periodicita di a,, si vede facilmente che l'integrale vale %

1) Calcolare, giustificando i passaggi,
—+oo
Z / 2" (1—x)e”

Le funzioni g, (x) = 2™ (1 — x) e* sono non negative e misurabili (perché continue).
Per un corollario del Teorema di Beppo Levi, ¢ possibile scambiare serie ed integrale.
Ricordando che la somma della serie di termine generico z™ & %, si ha, integrando

per parti
Z/ 1—xe:/ et =1.
(0,1)

2) Studiare la convergenza in LP((0,400)), 1 < p < +oo della successione di
funzioni
cos(n — x)

n + x2

fn(x) =



La successione f,, converge puntualmente a zero. Inoltre si ha

fu(@)] < |nu»g%.

1422’
Siccome la funzione Tlﬂ appartiene ad LP((0,+00)) per ogni 1 < p < 400 (come
si verifica facilmente), dal Teorema di Lebesgue segue la convergenza di f, a zero
in LP((0,400)) per ogni 1 < p < 400. D’altra parte, dalla seconda maggiorazione
segue che Pestremo superiore di |f,| tende a zero, e quindi f, converge a zero in
L%((0,+00)).

3) Per quali valori di p > 1 appartiene ad LP((1,+00)) la funzione

+oo 1

f(z) = Z 3n X[4n,4n+2)($) 7

n=0

Gli insiemi [4”,4”+2) non sono a due a due disgiunti e quindi non e possibile
calcolare direttamente |f(z)[?. Si ha, pero,

[4n,4n+2) _ [47174n+1) U [4n+174n+2) ,

e quindi
00 1 00 1
f(‘T) = Z 30 X[4n,4n+1)(it) + Z 30 X[4n+174n+2)(x) .
n=0 n=0
Cambiando indice nella seconda sommatoria,
400 1 400 1
flz) = Z 3 X[an an+1)(T) + Z 3n—1 X[an an+1)(2)
n=0 n=1
da cui

+o0 too
1 1 1
f(z) = X[1,4)($)+Z <3n + 3n1) X[4n,4n+1)($) = X[1,4)(2)+4 Z 3n X[4",4"+1)(37)-
n=1 n=1

Essendo gli insiemi a due a due disgiunti,

o0
1
F@I" = X0 (@) + 47 Y 2 X anen) (@)
n=1

Integrando |f(x)[?, e scambiando integrale e sommatoria per il corollario del Teo-
rema di Beppo Levi,

400 qn
F@)P=3+342 Y
/«m nz::l 3
log(4)

e l'ultima serie converge se e solo se 3P > 4, ovvero se e solo se p > Tog(3)

inoltre che i valori assunti da f sono tutti minori di 1, si ha che f appartiene anche
a L®((1,400)).

4) Sia

. Osservando

f@) = io (1 ~ cos (nlz)) sen(nz).

n=1
Dopo aver dimostrato che f ¢ in L?((—m, 7)), dimostrare che f & derivabile due
volte con continuita.



Ricordando che, per = tendente a 0, 1 — cos(z) = ””2—2,

successione a, = 1 —cos (75 ) appartiene ad (2, e quindi f & in L?((—,7)). Inoltre,
dal momento che n?a,, & in £!, convergono totalmente sia la serie che definisce f,
sia la serie delle derivate prime, sia la serie delle derivate seconde. Pertanto, f e
derivabile due volte con continuita.

si vede facilmente che la

5) Studiare la convergenza in LP(R?), 1 < p < +oo della successione di funzioni
Fal,y) = cos(nay) e @V

La successione f,, converge puntualmente a zero ovunque tranne in (0, 0) dove tende

ad 1. Pertanto, f, converge quasi ovunque a zero. Inoltre,

[, y)| < o=@+

Dal momento che la funzione e~ @ +v") appartiene ad LP(R?) per ogni 1 < p <
+oo (come si verifica facilmente utilizzando le coordinate polari), dal Teorema di
Lebesgue segue la convergenza di f, a zero in LP(R?) per ogni 1 < p < +oo.
D’altra parte, essendo f,, una successione di funzioni continue che converge ad una
funzione discontinua, la convergenza non puo essere uniforme — e quindi non si ha
convergenza in L>(R?).



