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Introduzione

(DA RISCRIVERE)

Questi appunti sono una raccolta di vari appunti, scritti durante vari anni di insegnamento di corsi universitari sui
processi aleatori. E questo spiega la non completa coerenza della presentazione degli argomenti.

Inoltre il testo contiene alcune note che negli ultimi anni non sono state utilizzate e quindi non sono state riguardate:
il corso di dottorato mi da 'opportunita di riparare a questa mancanza.
Karatzas, loannis and Shreve, Steven E.

Nella preparazione delle lezioni ho utilizzato diversi testi e i principali sono il testo di P. Baldi [1] e quello di
A. N. Shiryaev [13]. Ma andrebbero citati anche altri testi, come ad esempio il testo di L. Breiman [5], quello di
I. Karatzas e S. E. Shreve [7], quello di D. Revuz e M. Yor [10], i testi di S. Ross [11] e [12], il testo di P. Billingsley [3],
quello di J. M. Steele [14], e altri ancora.

Infine va consigliato agli studenti la lettura delle note del Prof. Lorenzo Bertini [2], preparate per questo stesso
corso negli anni accademici precedenti (le note sono reperibile al suo sito Web.

Infine gli studenti potranno scegliere tra alcuni argomenti,non completamente svolti a lezione, e che potranno
esporre in forma di seminario:

Teorema di rappresentazione di Kolmogorov, (queste note, Billingsley [3])

Teorema di Chensov-Kolmogorov (Baldi [1] o queste note e/o per una dimostrazione differente le note del Prof. Bertini
[2], che a loro volta sono basate sul libro di Stroock e Varadhan [15] )

Approssimazione del moto browniano (Billingsley [4])

Problema di Dirichlet (Baldi [1] e/o I. Karatzas e S. E. Shreve [7]).

Formula di Feynman-Kac per il processo di Wiener e/o per soluzioni di equazioni differenziali stocastiche (I. Karatzas
e S. E. Shreve [7])

Formula di Tanaka e tempo locale (Revuz e Yor [10])

Applicazioni a problemi di controllo (Baldi [1])

Approssimazione di equazioni differenziali stocastiche

DA FINIRE......



Capitolo 1

Richiami su spazi di probabilita

1.1 Esempi di spazi di probabilita
Come dovrebbe essere noto uno spazio di probabilitd € una terna (2, F,P), dove

F & una o-algebra, ovvero F ¢ una famiglia di sottoinsiemi di €2, cioé F & un sottoinsieme di P(f2), tale che

QeF; (1.1)
se A e F, allora A° € F; (1.2)
se A, € F,n €N, allora U,en 4, € F;

P & una misura di probabilita, ovvero
P:F—0,1]; A~ P(A4)

con le proprieta che

P(Q) =1;
se A, € F,neN, con A, N A,, =0 per n #m, (1.5)
allora IP’( U An) = ZIP’(An).
neN neN

La o-algebra F rappresenta 'informazione disponibile, ovvero gli eventi appartenenti a F sono gli unici eventi di
cui abbiamo la possibilita di sapere se si sono verificati oppure no.

Oltre alla misura di probabilita P, per tutti gli eventi A € F con P(A) > 0, si possono definire le probabilita
condizionate' all’evento A, che rappresentano la valutazione della probabilita nel caso in cui si verificasse ’evento

A:

P(-|A) F : — [0, 1] (1.6)
P(E N A)

B = B(Bl4) = =5

(1.7)

Vediamo ora alcuni esempi elementari di spazi di probabilita:

1} facile verificare che la funzione P(-|A) definita in (1.6) & una probabilita, cioé soddisfa gli assiomi delle probabilita. Per mettere in
evidenza tale fatto va detto che Kolmogorov aveva adottato la notazione P4(+), ovvero P4 (E) invece di P(E|A), anche per mettere meglio
in evidenza questa proprieta.
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Esempio 1.1. Qualunque sia Q, la o-algebra banale F = {0,Q} & una o-algebra, e necessariamente P(Q) = 1 e

P(0) = 0.

Esempio 1.2. Qualunque sia Q, preso un sottoinsieme proprio A di Q la o-algebra F = {0, A, A, Q} & una o-algebra,
e necessariamente P(Q) = 1, P(0) =0, P(A) = p, P(A°) =1 —p, per unp € [0,1].

Esempio 1.3. Qualunque sia Q, sia {H,,, m = 1,2,..., N} una partizione finita di 2, cioé se gli eventi sono
incompatibili:

H,NHy,=0pern#m, nme{1,2,...,N}

ed esaustivi:

N

U Hn =2,

m=1
allora la famiglia M = {A =,,c; Hm, al variare di I C {1,2,...,N}}, (con la convenzione che U Hy,=0) ¢éuna

mef
o-algebra. Inoltre se p1,pa,...,DN SOno numeri non negativi, a somma 1, ovvero
N
Pm >0, m=12,...,N, > pm =1,
m=1

alloraP: M —[0,1]; A— P(4), con
P(A) = Z D,y per A = U H,,, (1.8)
mel mel

definisce una probabilita su (2, M).

Esempio 1.4. Le proprieta dell’esempio precedente valgono anche nel caso di una partizione numerabile {H,,, m €
N} con i dovuti cambiamenti: cioé, se

H,NH, =0 pern#m, n,meN,
U H,, =9,
meN

allora la famiglia
F={A= U H,,, ol variare di I C N},

mel

(con la convenzione che U H,, =0), ¢ una o-algebra®.

mepD
Inoltre se p1,p2,...,Pm,-.. Sono numeri non negativi, somma 1, ovvero
meO,mGN, E pm:L
meN

2La verifica & banale:

Q= U H,,, ovvero I =N

meN
se A = U H,,, allora A° = U H,,
mel melc

oo
se A, = U Hp,, n>1, allora U Ap = U Hp, per I =Up2q1n.
mely n=1 mel
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alloraP: F—[0,1]; A P(A), con
PA) =Y p perd= | Ho (19)
mel mel

definisce una probabilita su (2, F).
La verifica di quest’ultima proprietd é banale®.

Elenchiamo adesso alcune proprieta e notazioni relative alle o-algebre:

1 lintersezione di o-algebre é una o-algebra
Sia {G4, @ € A} una famiglia di o-algebre, allora F := m G, & una o-algebra®.
a€A

2 l’unione di o-algebre non é (in generale) una c-algebra
Basta mostrare con un controesempio che l'unione di due o-algebre non e una o-algebra: ad esempio se
G ={0,A;, AS,Q}, con A; N Ay # 0, Ay, Ay, allora Gy U Ga = {0, A1, As, A, AS,Q} non & una o-algebra.

3 la o-algebra generata da una collezione di eventi
Sia K un sottoinsieme di P(f2), 'insieme delle parti di 2, allora

¢ la o-algebra® generata da K.

In particolare quindi la o-algebra M, generata dalla partizione {H,,; m € N} come nell’Esempio 1.4, coincide
con o({H,,; m € N}), in quanto, come gia visto M & una o-algebra, e inoltre ogni o-algebra che contenga
{H,; m € N}, deve necessariamente contenere tutte le unioni del tipo Uy,er Hop,-

4 la o-algebra generata da una collezione di c-algebre
Nel caso in cui K = [J,cp Ga, dove G, sono o-algebre, allora si pone

\/ Ga ::J( U ga).

a€A a€A
In particolare se M = o({Hp; m € N}) e N = o({Ky; ¢ € N}), allora

MVN =0({HnNEK;ymeN,LeN})={E= (] HpnnK;conJCNxN}

(m,0)eJ
3La funzione P : M [0, 1] definita in (1.9) & una probabilita, infatti
P(Q) = Z pm =1,
meN
se Ap = U Hp € Myn €N, con Ap, N A, =0 pern#n/,
mely

allora U An = U H,, con I = U In, econ I,NI,, =0 per n#n’,
neN mel neN

e quindi [P( U An) =P(A) = Zl’e = Z Z Pm = ZP(A")’

neN el neNmel, neN

4La verifica & banale:
Q € F, in quanto Q € G, per ogni a € A;
se A € F, ciot se A € Go, per ogni a € A, allora A° € G4, per ogni a € A, e quindi A° € F;

se Ap € F,n € Ncioe se A, € Go, per ogni a € A,n € N allora U Apn € Ga, per ogni a € A, e quindi U An €F;
neN neN

511 fatto che mg;)ccg sia una o-algebra, deriva dalla proprieta che l'intersezione di o-algebre & una o-algebra.
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5 la o-algebra dei Boreliani Nel caso in cui K = A, la famiglia degli aperti di R”, allora
B(R*) := o (A)

¢ detta o-algebra dei boreliani, o o-algebra di Borel, ed ogni elemento di Z di B(R¥) ¢ detto boreliano.

1.2 Variabili aleatorie

Definizione 1.1. Dato uno spazio di probabilita (0, F,P)%, una variabile aleatoria reale X ¢ una funzione

F-misurabile, ovvero una funzione
X:0~R; we X(w),

tale che la controimmagine di ogni aperto O € A sia un elemento di F7, cioé tale che

X7H0O) := {w tali che X (w) € O} € F, per ogni aperto O € A.

Si dice anche che X é una variabile aleatoria F-misurabile.
Una definizione analoga vale nel caso di variabili aleatorie multidimensionali

X:Q0-RY 0 X(w) = (Xl(w), e ,Xk(w)),
basta infatti sostituire R con R¥.
Vediamo alcuni esempi di variabili aleatorie F-misurabili, al variare della o-algebra F.

Esempio 1.5. Se F = {(),Q}, allora le uniche variabili aleatorie reali X F-misurabili sono le costanti:

Se X : Q— R; w— X(w) = ¢, allora X~ 1(0) ¢ l'evento impossibile(=insieme vuoto (), se ¢ ¢ O, oppure ¢ l'insieme
certo(=2), se c € O.

Viceversa se X : Q — R; w+— X (w) non é costante allora X assume almeno due valori ¢y e co distinti (cioé esistono
w; tale che X(w;) = ¢;, per i = 1,2, con c1 # c3). Quindi se c; € O, ma ca ¢ O, allora w; € X (O), mentre
wy & X71O), ovvero ) € X~HO) C Q (dove le inclusioni sono in senso stretto), e quindi X non & F-misurabile.

Si noti che 'esempio precedente mostra anche che tutte le variabili aleatorie costanti sono misurabili rispetto a
qualunque c-algebra ({0, 2} C F, per ogni o-algebra F).

Esempio 1.6. Sia {H,,, m € N} una partizione numerabile, e sia M come nell’esempio 1.4. Allora X : Q — R; w—
X (w) & M-misurabile, se e solo se esiste una successione di costanti {c,,, m € N}8, tale che

X(w) = emln, ). (1.10)
meN

Se X ¢ definita come in (1.10) allora X é M-misurabile, infatti per ogni aperto O,

ovvero X H0) = U,y Hm € M, per I ={m : ¢, € O}.
Viceversa se X é M-misurabile, cioé, per ogni aperto O, esiste un I C N tale che

X10) = | Hm,

mel

1n realta basta che ci sia uno spazio probabilizzabile, ovvero basta solo la coppia (2, F), mentre non & necessario specificare la misura
di probabilita P.

7Si noti I’analogia con la definizione di funzione continua f : R¥ — R?, come una funzione tale che le controimmagini di aperti sono
aperti.

8Si noti che non si assume che i valori di {c,,} siano tutti distinti, ad esempio nel caso della successione costante, cioé ¢, = ¢ per ogni
m € N, si trova una variabile aleatoria costante.
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allora qualunque sia ¢ € R, preso O™ Uintervallo aperto (¢ —1/n,c+1/n) si ha che
X{eh=xNo=Nx"'O0"= U Hn= |J HmeM,
n n n melm menn In

Esempio 1.7. Sia X : Q@ — R; w — X(w), una funzione discreta, ovvero tale che limmagine X (Q) = {z €
R, tali che esiste un w con X (w) =z} di X sia un insieme numerabile (finito o infinito), cioé X(Q) = {xm,, m € N},
con T, # T, per n #m. Allora

X(w)=> amlu, W), (1.11)

meN

dove
H,, = X '({zn}) = {w tali che X (w) = z,,}.

Si noti che {H,,, m € N} forma una partizione numerabile.

Inoltre la funzione X é una variabile aleatoria F-misurabile, se e solo se
H,, = X '({xn}) € F, per ogni m € N,
come é immediato da (1.11), osservando che, come nel caso precedente,
XHo)y= |J Hn
My €O

Infine la variabile aleatoria X si dice semplice o elementare, se l'insieme X () é un insieme finito.

Si puo dimostrare che
1 se X & una variabile aleatoria F-misurabile, allora la controimmagine X ~!(Z) € F, per ogni boreliano Z € B(R),

2 la variabile aleatoria X & F-misurabile, se e solo se ciascuna componente X; & F-misurabile’, per ognii =1,..., k.
In particolare X ~!({z}) € F, per ogni z € R, in quanto {z} =, (z — 1/n,z + 1/n).

Connessa con la precedente Definizione 1.1 € la seguente definizione:
Definizione 1.2. Sia data una funzione X : Q — RF; w — X(w) = (Xi(w),...,Xg(w)). Si dice o-algebra
generata da X, la o-algebra
o(X) = m g

GeERX

dove RX ¢ la famiglia delle o-algebre, per le quali X & G-misurabile!®.
Si dimostra che
3 La o-algebra generata da X, si puo caratterizzare come:

o(X)={A=X"YT), per T € B(R")},

4 la funzione X & F-misurabile, se e solo se o(X) C F,

5 le variabili aleatorie o(X )-misurabili a valori in R? sono tutte e sole le variabili aleatorie Z per le quali esiste
una funzione g boreliana!! tale che
Z = g(X).

9Dimostriamo solo la necessita, che & immediata: basta prendere O =R X --- x RxO; X R x - -+ x R.
N———’ N———

i—1 volte k—1 volte
1073 famiglia RX non & vuota, in quanto contiene almeno G = P(Q), I'insieme delle parti di Q.
1 Una funzione g : R¥ — R?, si dice boreliana se & una funzione tale che le controimmagini di aperti sono boreliani.
Ovviamente le funzioni continue sono boreliane. Sono boreliane anche le funzioni continue a tratti, o meglio ancora costanti a tratti.
Per chi non avesse familiarita con i concetti di misurabilita puo pensare a queste funzioni, o a funzioni che siano limite puntuale di funzioni
di uno dei due tipi precedenti.
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Esempio 1.8. Sia X una funzione semplice, come in Esempio 1.7, allora

o(X) =0({Hpu, meN}) ={A= | Hn; I CN},
mel

dove H,, = X *({zm}).
Inoltre tutte e sole le variabili aleatorie o (X )-misurabili sono le funzioni

Z: QR w— Z(w):= Zcm]IHm,

m

come discende immediatamente dall’Esempio 1.6. Di conseguenza se ¢ : R — R tale che g(2,,) = ¢, per ogni m € N,
allora
Z(w) =Y emln, = Zw) =Y g@m)x-1 (@, @) =D 9(@m)is,; (X () = g(X ().

Terminiamo questa sezione, ricordando che le operazioni di massimo, minimo, somma, prodotto, di due funzioni
misurabili, danno luogo a funzioni misurabili: quindi se X ed Y sono variabili aleatorie F-misurabili, lo sono anche
XVY = max(X,Y), X AY = min(X,Y), X +Y, XY. In particolare sono variabili aleatorie X* := X V0 e
X :=(-X)Vvo.

1.3 Distribuzioni di variabili aleatorie
Sia (€, F, P) uno spazio di probabilita e sia
X:0-RF we X(w)

una variabile aleatoria a valori in R¥ . Tramite X & possibile definire una misura di probabilitd Px sullo spazio
misurabile (R*, B(R¥)) nel seguente modo:

Px :BR")—[0,1] I+ Px(I):=P(X €I).

E facile verificare che effettivamente P x definisce una probabilita sui boreliani B(R*). La misura di probabilita cosi
definita ¢ detta misura di probabilita indotta da X, o distribuzione di X.

A volte, per indicare la misura di probabilitd indotta, si usa il simbolo PX~!, che nasce dall fatto che
Px(Z):=P(X € Z) =P(X'(Z)). Nel seguito, a volte useremo anche il simbolo yx per indicare la distribuzione di
probabilita di X.

Come & noto, associata alla variabile aleatoria X c’¢ anche la funzione di distribuzione'?

Fx(z) =PlweQ: X(w)<z)=Px((—o0,1]), r € RF, (1.12)
La funzione di distribuzione gode di alcune proprieta caratterizzanti'®:
Proprieta delle funzioni di distribuzione
0 Fx(z) €[0,1]
1 La funzione Fx ¢ continua dall’alto™, nel senso che, per ogni 2 € R” si ha

lim FX(yla s Yiy s ayk):F(xlv"' y Lyt a'rk)7
YN\T

dove y \, x significa y; — xj, perognii=1,--- k.

12Si ricordi che, per k > 1, I’evento e I'insieme nella (1.12) sono rispettivamente

{we: X(w)<z}={weQ: Xj(w) <z, -, Xp(w) <z} e (—oo,z]=(—00,z1] X+ X (=00, L]

138i veda la sezione 1.7
14Nel caso k = 1 la proprietd 1 corrisponde alla continuitd da destra.
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2 La funzione Fx (z) & monotona non decrescente.
3 Siano a = (a1, ,ag) e b= (b1, - ,by), si definisca
A(a,b) = {x € R¥:Vi=1,--- k, si ha ; = a; oppure z; = b;},

e si definisca n,(x) il numero di ¢ tali che x; = a;, per € A(a,b).

Se a; < b;, perogni i = 1,--- ,k, allora!®
> (1)@ Fx(x) > 0.
z€A(a,b)
4 Per ogni z € R* e per ogni i = 1,--- , k si ha che
lim  Fx (21, ,%i-1,%,Tit1, - ,2x) = 0.
Yi—— 00
Inoltre
| Ihm FX(SIJl,"' 7xi717xi,xi+17"'a‘rk):1’
x|—4o00

B importante sottolineare che la funzione di distribuzione F'x individua la misura di probabilita indotta P x sulla
famiglia (di boreliani)
(—00,b]:={x € R* : z; <b;}  conb=(by, -~ ,b) € RE.
Questa famiglia ha la proprieta di essere chiusa rispetto all’intersezione finita:

(—00,b] N (—00,b'] = (=00, b A D], doveb A b := (by ABY, -+ bk AbL).

Cio e sufficiente a individuare la misura di probabilita indotta, grazie a un risultato molto utile di teoria della
misura:

Lemma 1.1 (Lemma di Dynkin, Billingsley 1984 [3]). Sia A una famiglia di eventi che genera la o-algebra G
e che & chiusa rispetto alla intersezione finita (cioé: A, B € A implica AN B € A). Se due misure di probabilita v e
w coincidono su A, allora le due misure coincidono su G = o(A).
Definizione 1.3 (variabili aleatorie con densita discreta). Si dice che una variabile aleatoria elementare X ha
densita discreta

xl x2 e e "Z:m

pLop2 o Pm
dove T1,Ta, - Tm sono elementi di RF e P1,P2, " - Pm SOno numert reali tali che

pj =0 perognij=12---,m, ij

15Nel caso k = 1, la proprieta 3 corrisponde alla proprieta di monotonia 2:
sea<b allora Fx(a)< Fx(b).
Nel caso k = 2, invece la proprieta 3 diviene:
sea; <byeaz <by allora Fx(bi,b2)— Fx(a1,b2) — Fx(b1,a2) + Fx(ai,a2) > 0.
Per k£ > 2 la proprieta 3 non si riduce alla proprieta di monotonia 2, come mostra il seguente controesempio:

7 ) =] 0 sex <0, oppuresez+y<1, oppure se y < 0.
T1,%2) =
12 1 sex>0,y>0 exty>1

Si vede facilmente che F' ¢ una funzione monotona. Tuttavia F' non soddisfa la proprieta ¢, infatti

F(1,1) — F(1,0) — F(0,1) + F(0,0) =1 —1—1+40= —1.
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se, per ogni boreliano I, vale
m
Px(I):=P(X€I)= > p,
j=1
r; €T
In particolare quindi il significato di p; é chiaro, essendo
P(X = ;) = p;.

La definizione é analoga nel caso di variabili aleatorie discrete, la cui distribuzione viene caratterizzata attraverso una
densita discreta su un insieme numerabile {xy, k > 1}

:L‘l 1‘2 DRI DY :I/'m .’I/‘m+1 PR
PLoP2 ottt Pm Pmtl oo
Esempio 1.9 (variabili aleatorie con distribuzione binomiale). Ogni variabile aleatoria X per la quale

pu@) = 3 (7)o -

h=0
hel

viene detta una variabile aleatoria binomiale di parametrin e p e si scrive in breve X ~ Bin(n,p).

Definizione 1.4 (variabili con densitd). Sisupponga di avere una funzione f : R¥ + R con le proprieta:
f(z) >0 per ognix € R¥, f(z)dx =1,
Rk
si dice che X ha distribuzione con densita (di probabilitd) f se accade che, per ogni boreliano T € B(R¥),

Px(7) ::/If(x)dm.

Esempio 1.10 (distribuzione gaussiana). Come caso particolare si consideri il caso della variabile aleatoria

unidimensionale con densita
1 _(@=w)?

e 202
V2mo

dove p & un numero reale e o ¢ un numero (strettamente) positivo. Una variabile aleatoria con questa distribuzione é
detta gaussiana o normale di valore atteso (o valore medio) u e varianza o*. Brevemente si indica X ~ N(u,c?).
Se u=0 e o? =1 sidice che X ¢ una variabile gaussiana (o normale) standard.

fz) =

Vediamo ora dei semplici esempi di calcolo della distribuzione indotta.

Esempio 1.11 (una variabile aleatoria binomiale). Sia
Q=1{0,1}" ={w = (w1, ws,...,wy), conw; €{0,1}, peri=1,2,...,N},

sia
F =P(),

linsieme delle parti di 2, sia la probabilita definita attraverso la relazione
N . _\\N .
P({w}) = pZi:l Wi (1 _ p)N izt “’17

dove p & un numero fissato con la condizione che p € (0,1). Sia infine X la variabile aleatoria definita da

N
X(w):= Zwi.
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Si vede facilmente che

e 1 la variabile aleatoria X assume solo i valori {0,1,... N},

2 per he€{0,1,...N} si ha'®
N
P(n) =P(x =) = () )2 (1= )Y,

e 3 per ogni boreliano T
N

Px(I) =P(X €)=Y (]Dph (1Nt
het

Esempio 1.12. Sia Q = (0,1) F = B(0,1) e P la misura di Lebesgue su (0,1). Sia A >0 e X(w) := —log(1 —w)/A.
Allora

Fx(z) =P(X <z)=mis{w e (0,1) : —log(l —w) <Az} =mis{we (0,1) : w<1—e 7},
e quindi

0 per x <0,
Fx(z) = -
x() {1—6_’\”” per x > 0.

Per il lemma di Dynkin sappiamo che la funzione di distribuzione individua univocamente la distribuzione di X.
E quindi facile convincersi che, tale distribuzione coincide con la distribuzione

va(dz) = 1(9,00)(7) A e N dx,

che é nota come la distribuzione esponenziale di parametro \.
Sempre nello stesso spazio si puo definire la variabile aleatoria

Y(w) = ),

I

dove 11 € una costante strettamente positiva. E'facile vedere che Y ha distribuzione esponenziale, di parametro p.

Esempio 1.13. Sempre nello stesso ambito dell’esempio precedente, ci si puo chiedere quale sia la distribuzione
congiunta di X eY, ossia la distribuzione del vettore aleatorio (X,Y).
Chiaramente, si ha X(w), Y(w) > 0 e inoltre

log (1 — e A X
() = 28 3
]
come st ottiene subito da
w=1-—e AW,
. log (176_>‘z) \ . . .
Di conseguenza, se G := {(z,y) : >0,y > 0,ey = —f}, é facile convincersi che

Pxy(Z) =vr(m(GNI)) ( = v, (my(G ﬂZ)))

dove T, e m, sono le proiezione sull’asse x e sull’asse y, rispettivamente.

161 evento Ay := {X = h} & rappresentato dall’insieme, di cardinalita (1}\[), i cui elementi w = (w1,ws,...,wy) hanno la proprieta che
21]'\]:1 w; = h. La probabilita di ciascuno di questi w vale quindi
N . _SN . _
P(w) = pXi=1 @i (1 — p)N " Ziz1 @i = ph (1 —p)N =
e la probabilita dell’insieme vale

PIX =h) =P(Ap) = 3 Pw) = > p" -V " = A" (1 -V = (

N N_
)ph (1 _ p) h
wEA wEA

h
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Esempio 1.14 (trasformazione di Box-Miiller). Sia Q = (0,1) x (0,1), con la misura di Lebesgue sui boreliani.
Siano

X(wy,wa) :=+/—2logwy cos(2m wy);
Y(wi,ws) := /=2 logws sin(27 ws);

Si puo dimostrare che la distribuzione congiunta di (X,Y) ammette densita si probabilita

M

2 e 2

T,y)=-——¢€ =—c¢€
pX,Y( y) 2 \/ﬁ \/ﬂ

]. _ ac2+y2 ]. z2 ]. x
2

Tale densita caratterizza le variabili aleatorie gaussiane com media nulla e matrice di covarianza lidentita (si veda
U’Appendice 1.6).

A volte, invece di definire lo spazio di probabilita e la variabile aleatoria X ed infine trovare la distribuzione di X,
si puo dare direttamente la distribuzione di X. Questo e il caso delle variabili aleatorie che vengono caratterizzate
solo attraverso la densita discreta o con densita (di probabilita).

Piu in generale, le distribuzioni si possono specificare solo attraverso la funzione di distribuzione.

Quando si specifica una variabile aleatoria attraverso la sua distribuzione, e ancor di piu se invece si specifica solo
una funzione che goda delle proprieta delle funzioni di distribuzione (si veda pag. 6), rimane il dubbio che una tale
variabile aleatoria esista, ovvero che esista uno spazio di probabilitd (2, F,P) e una variabile aleatoria X. A questo
problema risponde il teorema di Skorohod (vedere Appendice 1.7).

1.4 Valori attesi

In questa sezione ricordiamo come si puo definire il valore atteso per variabili aleatorie generali, a partire dalla sua
definizione per variabili aleatorie semplici. Per maggiori approfondimenti si rimanda, ad esempio, al libro di Billingsley
[3] 0 a quello di Williams [16].

Definizione 1.5 (Valore atteso per variabili semplici). Sia X una variabile aleatoria in (2, F,P), non negativa
e semplice, cioé come in Esempio 1.7,

X(w) = Z Tmlp,, (W), con Hy, € F per ogni m € N,
meN

allora si definisce

E[X] = Z zmP(H,y,).

Osservazione 1.1. Ogni variabile aleatoria X in (2, F,P), non negativa, ammette una successione di variabili
aleatorie X, , semplici e non negative, tali che

0< Xp(w) < Xpp1(w), etali che lim X,(w) = X(w).

n—o0o
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Infatti'” basta prendere

n2"—1 n2"—1
m m
Xn(w) = E QTHH%) (W) + n]IHfJ;L (w) = E 271[%7";?1)()((“])) + nl[n,oo)(X(w)), (1.13)
m=0 m=0

dove si & posto

H,(,ff) =x! ([Qﬂn, ’”21'1)) eF per0<m<n2" —1, HT(LZZL :Xfl([n,oo)),

e, per A€ F,
Ip(lw)=1 se wed e Ialw)=0 se w¢A,

ed infine, per a < b numeri reali,
l[a,b)(aj) =1 se xz€]a,b) e Lo (£)=0 se x¢[a,b).

E infine interessante notare che, posto |x] la parte intera inferiore'® di x, si puo riscrivere nel sequente modo

X)) ,

Xn(w) = on

Definizione 1.6 (Valore atteso per variabili nonnegative). Sia X una variabile aleatoria in (2, F,P), non
negativa, si definisce
E[X] = lim E[X,],

n—oo

dove {X,; n € N} ¢ la successione monotona definita come in (1.13) dell’Osservazione precedente. Il limite esiste ed
e monotono, per la proprieta di monotonia del valore atteso, sulle variabili aleatorie semplici. Si noti bene che tale
limite puo valere anche +00, nel qual caso si dice che la variabile X ha valore atteso infinito.

Arriviamo ora alla definizione generale del valore atteso:

Definizione 1.7 (Valore atteso per variabili generali). Sia X wuna variabile aleatoria in (2, F,P), Siano
XT = XVO0eX = (=X)VO0, le variabili aleatorie non negative, definite alla fine della sezione precedente.
Si noti che X = XT — X~ e che invece | X| = X + X~. Si definisce allora, se ha senso'®

E[X] = E[X*] - E[X"].

Se invece di usare la probabilita IP si usa la probabilita condizionata ad un evento A, ovvero P(-|A), allora si parla
di valore atteso di X condizionato all’evento A e si usa la notazione

E[X|A].

17T a monotonia della successione delle variabili aleatorie X,, ¢ evidente:
e se X, (w) =m/2", con m < n2™, allora i soli casi possibili sono

Xnt1(w) = (2m) /2" = m/2" = Xy (w),
oppure
Xpi1(w) = 2m+1)/2" ! =m/2" +1/2" > X, (w);

e se X, (w) =n allora X,41(w) pud assumere un valore compreso tra n ed n + 1.

Per la convergenza basta osservare che, qualunque sia w, pur di prendere n sufficientemente grande e in modo che X(w) < n, si ha
che
0 < X(w) — Xn(w) <1/2™.

18La parte intera inferiore |z] di # & quel numero intero k tale che k < z < k + 1.
198i considera che la somma E[X*] — E[X ~] ha senso

1 se B[XT] < oo, E[X ] < o0, nel qual caso E[X] € R e inoltre si ha anche E[|X|] = B[ Xt] + E[X "] < oo;
2 se E[XT] < 0o, E[X "] = oo, nel qual caso E[X] = —oo;
3 se E[XT] = oo, E[X ] < o0, nel qual caso E[X] = +o0;

Il caso che rimane escluso & quindi il caso in cui E[X ] = co, E[X ] = oo, del resto si avrebbe la forma indeterminata co — oco.
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Cio significa che, nel caso di una variabile aleatoria semplice

X(w) = Z ZTmlm,, (W), con Hy,, € F per ogni m € N,
meN

si ha
E[X|A] = ) 2pmP(Hp|A).
meN

1.5 Cambio di variabile negli integrali

Da scrivere

22-02bis—-2008
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1.6 Appendice: variabili Gaussiane

Cominciamo con il definire una variabile aleatoria gaussiana standard unidimensionale:

Definizione 1.8. Si dice che una variabile aleatoria reale Z ¢ gaussiana di valore atteso y e varianza o

densita
2
= {5 (552)

In questo caso si usa la notazione Z ~ N(u,0?). Se =0 e o? =1 allora si dice che Z seque una legge normale
o gaussiana standard.

, se ammette

Caso n—dimensionale: iniziamo con il caso di un vettore (colonna) aleatorio

1 1 < 1 1,
= eXp{Qz;y?} = @ exp{2y y}

dove l'apice indica 'operazione di trasposizione, ovvero y’ ¢ il vettore riga (y1,y2, -+, Yn)-

E immediato verificare che E(Y;) = 0, Var(Y;) = 1 e che Cov(Y;,Y;) = 0, per i # j.

Sia ora A una matrice non singolare e sia ™ un vettore (colonna). Definiamo ora Z = AY + m e cerchiamo la
sua densitd. Sappiamo dai risultati generali che se Y ammette densitd e Z = ¢(Y') con ¢ invertibile e con derivate
continue, allora anche Z ammette densita:

fa(2) = (7 et (22 )| = o2

I
det (849(?/) ) ’
W ) ly=p-1(2)

di conseguenza, poiché nel nostro caso p(y) = Ay +me ¢~ 1(z) = A7 (z —m)

1 1, ' p-t !
Falz) = We){p {_2 (AN z—m)) A (= — m)} [det(A)]’
Essendo
(A7 E=m) ATz =m) = (z=m) (A1) A" (z = m)
= (z —m)(A) Az~ m) = (z = m)'(AA) " (z — m)
si ottiene

1 1 1 R
fZ(Z):(%T)”/QMet(A)eXp{_2(Z_m) (AA") (z—m)}.

La precedente espressione si basa sulle seguenti proprieta:
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i | @)= @my

in quanto
Az=wez=(A) " w

e inoltre

Az=we (FA) =we/A=w o2 =A™

() | (44) =) At

in quanto

(AA)  z=w e r=Adw e A s =Auv e (A) AT =w.

E interessante notare che sia il vettore m che la matrice A4’ = A’A hanno una interpretazione probabilistica:

E(Zz) = ]E(Z ai,kYk) +m; = ZaiykIE(Yk) +m; = my;

k=1 k=1
n n n n
Cov(Z;, Z;) = B(Zi = mi)(Z; —mj)] =E[D_aixYe D ajnVn] =D aira; B[V
k=1 h=1 k=1 h=1
e quindi
n n 1,n n
COU(ZZ', Zj) = Zai,kaj,kE[YkYk] + Z Z ai,kaj’hE[Yth] = Z Qi kA5, = (AA/)i,j
k=1 k=1 h#k k=1

Si osservi che se Z = (Z1, ..., Z,) & un vettore gaussiano allora (Z;...Z;) e (Zk+1, ..., Zn) sono indipendenti, se e
solo se Cov(Z;,Zp) =0 perognii=1,--- ke h=k+1,---  n. In tale caso allora & ovvio che il vettore (Z;...Zy) &
un vettore gaussiano

Terminiamo questo paragrafo con il ricordare quanto valgono i momenti di una variabile aleatoria gaussiana.
Sia Z una variabile aleatoria N'(0,0%). Per quanto visto prima possiamo considerare Z = oY con Y una variabile
aleatoria A/(0,1). Da questa osservazione segue subito che

E[Z¥] = o*E[YF]

E[|Z]*] = |o|"E[Y["].

20Per ottenere lo stesso risultato nel caso generale, ovvero che se Z = (Z1, ..., Zyn) & un vettore gaussiano allora (Z1...Z)) & un vettore
gaussiano, si pud procedere nel seguente modo. Innanzitutto basta considerare il caso in cui i valori attesi sono nulli senza ledere in
generalita. Inoltre si pud pensare che Z = AY. Se la matrice A’ = (a;j) ¢ definita in modo che a’ij = a;j qualunque siano i = 1,...k e
j=1,....,n, e il vettore aleatorio Z’ & definito da
z' =AY,
allora, chiaramente,
Z; = (A/Y)l = Zl = (AY)Z, per i = 1, k.
Se inoltre a’hj per h =k+1,..nej=1,..,n sono presi in modo che il vettore (Z1,---,Z;) = (Z1,, Zy) sia indipendente dal vettore
(Zy1s+ +2y,), ovvero in modo che
n
0= E[Z:Z,] = Cov(Zi, Z},) = aiay,
=1
peri=1,..k e h =k + 1,...n, allora si ottiene il risultato voluto.
Nel caso in cui la matrice A sia non singolare cio € sempre possibile perché i vettori ai) = (ai1, a2, - ,ain) sono linearmente indipendenti

e quindi basta trovare n — k vettori aéh) = (ajy,a},,, - ,aj},,) ortogonali allo spazio vettoriale k-dimensionale span(a;),i = 1,-, k).
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Vale poi la pena di ricordare che
E[Y?+1] =0,

E[Y?*] = (2k - 1) = (2k —1)(2k — 3)---5-3 -1,

E[|Y[?*+1] = \/Z(Qk)!! = \/Z(Qk)(% —2)---4-2= \/22’%!.

Prima di dimostrare queste tre uguaglianze si osservi che le ultime due si possono scrivere in modo sintetico come

mentre?! infine

" 2
E[|Y| ] = C((_l)n) (n — 1)” C(+1) =1 C(_l) = ;

La prima relazione ¢ banale, per ragioni di simmetria, e permette di ricavare la seconda osservando che

e d’altra parte, essendo appunto ovviamente E[Y%‘H] =0,

E[euY} — E[Z %ukyk] — Z ﬁquE[YQh]
k=0 h=0

si deve necessariamente avere che i coefficienti delle due serie devono coincidere:

11 1 oh
hl2h (2h)!]E[Y )
ovvero
E[y?"] (2n)! _ 2n(2h —1)(2h —2)(2h —3)---3-2-1
hi2h h(h—1)---3-2-1-2h
_@m2h -1t 2hAl-(2h— DI
B hi2h - 2hh) = (2h =11

2

Infine la terza si ricava per integrazione per parti e calcolando a mano che E[|Y[] = |/ Z.

Concludiamo questo paragrafo con un lemma che riguarda il comportamento asintotico della funzione di
sopravvivenza di una gaussiana standard e del modulo di una gaussiana standard.

M)

Lemma 1.2. Sia Y una gaussiana standard, allora, posto fy(y) = \/%e’y?, st ha, per x > 0,

(x + i) fr(z) <PY >z2) < %fy(’l}), x>0, (1.14)

-1
(az + i) fivi(@) <P(Y] > z) < éf|y|(£[’), x>0, (1.15)
P(Y|>a)<e %, x>0 (1.16)

21Sj noti che dalle ultime due relazioni sui momenti si ottiene che

2
E[Y[™] = (m — DNC(_1ym, con Cy1 =1,C-1 =4/ —.
™
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Dimostrazione. La disuguaglianza (1.15) discende immediatamente dalla prima disuguaglianza (1.14), la quale equivale
a

<+1)_1 L T <P >a) <t ¥
T+ — e x — e 7,
x V2 a T T /21
e discende dalla seguente relazione
1\ 7' e too 1 w2
(w—l—) Tz S/ e 2dz< —e 7, w > 0. (1.17)
w w w

La disuguaglianza destra della (1.17) discende da

too e 1
/ e 2dz < —
w

Inoltre

e quindi

che prova l'altra disuguaglianza nella (1.17).

Infine, per provare la disuguaglianza (1.16), basta osservare che,

oo 2 [T 1 V2

2
_%dy:26_ 2 e 2 dy

V2T z V2T
“+ o0
o2 _yta) =) 2 1 (z+422)2
=2e = / — e dy=2e 2 / — e B dz (essendo z > 0,)
0

P(Y]|>z) =2

x

2 V2T

22

2,

717
Tdz=c¢e

\/7

1.7 Appendice: Teorema di rappresentazione di Skorohod

In questa sezione affrontiamo il problema seguente:

Data una funzione F, esiste uno spazio di probabilita (0, F,P) e una variabile aleatoria X, definita su questo
spazio, per la quale F ¢ la funzione di distribuzione, cioe F' = Fx ?

Chiaramente F' deve soddisfare le proprieta delle funzioni di distribuzione, (ossia le proprieta 0 — 4 di pagina 6).
Si puo dimostrare che tali proprieta sono sufficienti a individuare una misura di probabilita ;. = pp sui boreliani di
R* per la quale F(z) = u(—o0, x]. Di conseguenza si puo prendere come spazio di probabilita (R*, B(R¥), ur) e come
variabile aleatoria l'identita, ossia X (z1, - ,zx) = (z1,- -, Tk)-

Tuttavia ¢’¢ un altro spazio in cui costruire tale variabile aleatoria, lo spazio (0,1) con la misura di Lebesgue sui
boreliani di (0, 1).

In questa sezione ci limitiamo al caso unidimensionale, il caso a pit dimensioni (e addirittura per successioni di
variabili aleatorie viene brevemente considerato nella sottosezione 4.9.1.

Teorema 1.3 (di rappresentazione di Skorohod). Sia data una funzione F, che verifica le sequenti proprieta:

PO F ¢ a walori in [0,1];
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P1 F é non decrescente;

P2 F ¢ continua a destra, cioé, per ogni e > 0, lirr%) F(t+e)=F(t);
E—
P3 F ¢ normalizzata, cioé  lim F(t) =0; lim F(t)=1.
t——o0 t——+oo

Sia ¢ : (0,1) = R definita da
o(u) :=1inf{y : F(y) > u}.
Allora ¢ ¢ boreliana, inoltre la variabile aleatoria
X:(0,1) - R
w o X(w) = )

definita nello spazio di probabilita (Q, F,P) = ((0,1),B(0,1),\) con A la misura di Lebesgue, ha funzione di
distribuzione F', ovvero Fx(z) = F(x).

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ basata sul fatto che
{ue(0,1): pu) <z} ={ue(0,1): u<F(z)} (1.21)
per ogni x € R. Dalla precedente affermazione segue infatti che:
(i) © & misurabile rispetto a B(0,1);

(i) Per ogni = € R risulta

Fx(z) =PweN: X(w) € (—o0,z]) =A({u e (0,1) : ¢(u) <=zx}) (per definizione di X e di (Q,F, P))
=A{ue(0,1): u< F(x)}) (per I'affermazione (1.21))
A0, F(z)]), se F(z) <1,
MDA FEp =
Fx(z) = F(x)

Si tratta dunque di provare 'affermazione (1.21). Dimostriamo innanzitutto che

p(u) =min{y : F(y) > u}, cioe F(p(u)) > u. (1.22)
Infatti, essendo ¢(u) = inf{y : F(y) > u}, esiste una successione {y, }°, tale che:
(a) F(yn) > u per ogni n, e quindi y, > p(u),

(b) {yn} tende a p(u) per n — co.
Allora, poiché F' & continua a destra,

F(p(u)) = lim F(y,) > u.

Possiamo ora mostrare 1'uguaglianza in (1.21)
e Prima facciamo vedere che {u € (0,1) : p(u) <z} C{u e (0,1): u < F(x)}, mostrando che, per ogni « in (0, 1)
se p(u) <z allora u < F(x).
E infatti, poiché F' & non decrescente, se ¢(u) < x, allora F'(p(u)) < F(z) e quindi per la (1.22)

u < F(p(u)) < F(x).
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e Proviamo ora l'inclusione opposta {u € (0,1) : p(u) <z} D {u € (0,1): u < F(x)}, mostrando che, per ogni u
in (0,1),

seu < F(z), allora ¢(u)<uwz.

Infatti, se u < F(z), allora € {y : F(y) > u} e quindi inf{y : F(y) > u} <z, cioe p(u) < .

Prima di terminare la dimostrazione lasciamo al lettore il compito di osservare che fino ad ora non abbiamo
(esplicitamente) usato la proprietd P3 di normalizzazione. Tuttavia tale proprieta serve per garantire che la funzione
 sia a valori reali. O

Dall’affermazione (1.21) segue anche il seguente Corollario.
Corollario 1.4. Sia U una v.a. uniformemente distribuita®® in (0,1). Allora X := ¢(U) ha distribuzione F

Dimostrazione. Infatti

P(X <z)=P(pU)<z)=PU €{uec(0,1): p(u) <z}) (per I'affermazione (1.21))

=PU €{uc(0,1): u< F(z)}) = F(x). poiché U ~Unif(0, 1)
O

Osservazione 1.2 (spazi completi). Terminiamo questa sezione con una osservazione importante, che riguarda la
possibilita di considerare spazi di probabilita completi, cioé di spazi che contengono anche gli insiemi trascurabili

N={ACQ: VedB. € F, tale che AC B, eP(B.) < ¢},

ossia 1 sottoinsiemi degli insiemi di misura nulla: infatti, se A & trascurabile allora esiste una successione di eventi
Biy, tali che, per ognin, By, contiene A e con probabilita minore uguale a 1/n. Non si lede in generalita a supporre
che Byy sia una successione monotona. Di consequenza A C B :=N32 1By, e P(B) = 0.

E noto che la misura di Lebesgue si puo costruire (estendendo la misura definita sull’algebra delle unioni finite di
intervalli) su spazi completi, e sulla o-algebra £(0,1) degli insiemi Lebesgue misurabili, che é appunto il completamento
della o-algebra B(0,1) dei boreliani. Tutte le funzioni boreliane sono ovviamente L-misurabili (cioé misurabili secondo
Lebesgue).  Quindi la wvariabile aleatoria definita nel teorema di Skorohod é ancora misurabile se consideriamo
((0, 1), £(0,1), /\), invece di ((0, 1), B(0, 1),)\), e quindi possiamo affermare che il teorema di Skorohod assicura che,
data F' che soddisfa le proprieta PO - P8 esiste uno spazio completo, dove é possibile definire una variabile aleatoria
X con Fx =F.

22Ricordiamo che U ~Unif(0,1) & una v.a. che ha densita

(1, o<t<1
f®) '7{ 0, altrove

che ¢ la derivata della funzione

0, t<0
Ft)=Fy(t)={ t, 0<t<1
1, t>1

Per una funzione con questa densita vale
b
MUGM&D:/)ﬁ:b—a
a

quantita che dipende solo dall’ampiezza dell’intervallo, il che spiega la dizione uniforme
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1.8 Appendice: Spazi di variabili aleatorie

Sia dato uno spazio di probabilita (Q, F,P). L’insieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili ed integrabili®3,
cioe per le quali E[|X|] < oo, forma uno spazio vettoriale reale: se E[|X;|] < oo, per i = 1,2, con X; F-misurabili,
allora la variabile aleatoria a1 X7 + a2 X5 € ancora F-misurabile e inoltre

Ella1 X1 + ag Xo|] < Efla1|[X1] + [az|[X2|] < |a1[E[|X1[] + [az|E[| X2[] < oo.

L’insieme di tali variabili aleatorie & indicato con £(£, F,P).

Questo spazio differisce dall'usuale spazio L!(€,F,P) dell’analisi, solo in quanto in quest’ultimo spazio si
considerano equivalenti due variabili aleatorie X ed Y se e solo se P(X = Y) = 1. Lo spazio L'(Q,F,P) & uno
spazio metrico completo e separabile rispetto alla distanza

A (X,Y) = E[|X - Y]]

(cioe si passa alle classi di equivalenza modulo la relazione di equivalenza?*: X ~ Y se e solo se E[|X — Y] = 0, perché
altrimenti d(X,Y’) non gode della proprieta delle metriche che d(X,Y) =0 se e solo se X =Y).

Anche l'insieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili e quadrato integrabili, cioe per le quali
E[|X|?] < oo, forma uno spazio vettoriale reale che si indica con £2(2, F,P). Come prima passando alle classi di
equivalenza?® si ottiene 1'usuale spazio L?(Q, F,P), che inoltre & uno spazio metrico completo e separabile rispetto alla

distanza
d7:(X,Y) =E[|X = Y|?

(modulo passare a classi di equivalenza X ~ Y se e solo se E[|X — Y|?] = 0). Inoltre L?(€2, F,P) ¢ uno spazio di
Hilbert: questo significa che & possibile introdurre un prodotto scalare

< Xl,XQ >i= E[XlXQ],
e definire®® d7,(X,Y) =< X — Y, X — Y >=E[|X — Y|?]. Si noti che, per la disuguaglianza di Cauchy,
[E(X1X2)| < E(|X1X2]) <EY2(1X12)EV?(| X5/,

e quindi < X1, X > ¢ finito se E[|X;|?] < oo, per i = 1, 2.

Ovviamente si ha
LX(Q,F,P) C LYQ, F,P),

ed analogamente
L2(Qv~7:7p) g Ll(QvfaP)a

Infatti se X & di quadrato integrabile allora se X & integrabile:
E[X?] < 00 = E[|X]] < oo,
come si vede immediatamente, ad esempio, con la disuguaglianza di Cauchy:

E[IX|) = E[LX|] < (E[1%)"* (B[x?) " = (B[x?)"?,

230vvero, in termini analitici,
E[|X]] = /Q |X ()| P(dw) =< oo.

248e B[|X|] < o0 e E[|Y|] < o0, allora P(X =Y) = 1 se e solo se E[|X — Y] = 0.
25Se E[|X]?%] < oo e E[|Y]?] < 0o, allora P(X = Y) = 1 se e solo se E[|X — Y|?] = 0.
26Va ricordato che & usuale indicare dQL‘Z (X,Y)=<X-Y,X-Y >=E[ X - Y|?] con d2L2 (X,Y)=|X - YH%Q, o equivalentemente

IXIl (= 1X || 2) := (B[X]2)"2.
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oppure direttamente considerando che |z| < 1+ 22, e per la proprieta di monotonia del valore atteso

E[|X]] <1+E[X?).

1.8.1 Sottospazi dello spazio delle v.a. di quadrato integrabile

Sia G una sotto-o-algebra di F, ovvero G C F: se X & G-misurabile, allora X ¢ anche F-misurabile??.

Di conseguenza?®
L£3(Q,G,P) C L*(Q, F,P),

ed analogamente?’
L*(Q,G,P) C L*(Q, F,P),

Nel Capitolo 2 sui valori attesi condizionali, per ogni variabile aleatoria X € L?(Q, F,P) verra definita la variabile
aleatoria E[X|G], sostanzialmente come la proiezione di X sul sottospazio chiuso L?*(£2,G,P), ovvero come quella
variabile aleatoria’® X € L?(Q,G,P) per la quale

E[(X — X)?]= min
ZeL2(Q,6,P)

E[(X — Z)?]. (1.23)
In particolare la proiezione sullo spazio generato dalla variabile aleatoria costante 1, w +— 1(w) = 1, cioé prendendo
G = {0,Q} si ottiene il valore atteso.
Nel caso in cui G = o(Y), tenendo presente che le variabili aleatorie o(Y)-misurabili sono le variabili aleatorie
Z = ¢(Y), con g boreliana, allora il valore atteso condizionato E[X|o(Y')], secondo la precedente definizione (1.23) (si
veda anche la successiva Definizione 2.2), & quella variabile aleatoria X = g(Y), tale che

E[(X —§(¥)’]= min E[(X—g(}))?],

g boreliane

dove il minimo va preso rispetto alle funzioni g per le quali E[|g(Y)|?] ¢ finito. In tale caso la media condizionata
viene indicata con E[X|Y] = g(Y), invece che con E[X|o(Y)].

1.8.2 Regressione lineare

Siano X ed Y due variabili aleatorie di quadrato integrabile. Il problema di trovare la retta di regressione lineare di
X rispetto ad Y corrisponde al problema di trovare il punto di minimo, tra tutte le funzioni affini a + b - y del valore
atteso del quadrato della differenza tra X, ovvero trovare « e 3 tali che

E[(X —(a+8-Y))] = minE[(X — (a+b- Y))?].

2"Infatti se la controimmagine di ogni aperto & un insieme (evento) di G, allora ovviamente la controimmagine di ogni aperto & un insieme

(evento) di F.

28Si noti che, per maggiore precisione, si dovrebbe scrivere £2(€2, g,@) oppure L2(9Q, g,@) dove P = P|g, ciot la restrizione di I’ a G.
29Bisogna perd fare una precisazione:
se lo spazio L2(Q7 F,P) viene considerato come spazio di Hilbert, siamo passati alle classi di equivalenza delle variabili aleatorie F-misurabili
e tali che P(X # X') = 0, ossia che differiscono su un insieme di NV, la classe degli insiemi F-misurabili di P-probabilita nulla. Invece lo
spazio L?(Q,G,P), [o meglio L?(, g,@), dove P ¢ la misura IP ristretta a G,] ¢ lo spazio delle classi di equivalenza delle variabili aleatorie
G-misurabili e tali che P(X # X’) = 0, ossia che differiscono su un insieme di Ng, la classe degli insiemi G-misurabili di P-probabilita
nulla. Quindi il passaggio agli spazi di Hilbert si pud fare soltanto se gli insiemi Nz e Ng coincidono. Cio & sicuramente vero se Nz C G.
30Sarebbe pil corretto dire quella classe di equivalenza di variabili aleatorie.
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Si noti che anche qui sia ha la proiezione su un sottospazio di L?(£2, F,P). Questa volta pero si tratta di un sottospazio
di dimensione 2:

V={Z=a+1bY; a,b e R}

La soluzione ¢ data in analogia con il caso delle proiezioni sui sottospazi vettoriali in R%. Si denota con X = a+3-Y
la variabile aleatoria che si cerca. Allora deve essere

— pxy ) (1.24)
Y

L’analogia sta nel fatto che %Y(Y) rappresenta il vettore unitario con ”direzione” parallela ad Y, e invece px,y

rappresenta il coseno tra I’angolo formato tra due vettori3!:

<X -E(X),Y -E(Y) >
PXY =X “EMO[Y —EQ)]

Dalla (1.24) si possono ottenere i valori di « e di 3. In particolare

X = ”;‘j ox (Y —E(Y)) + E(X),

da cui immediatamente, tenendo conto della definizione di coefficiente di correlazione

Cov(X,Y
,(-}:MUX:%

oy Oy
Vedremo nel capitolo sui valori attesi condizionali che, per variabili aleatorie (X,Y’) congiuntamente gaussiane il
valore atteso condizionale E[X|Y] di X dato Y & una funzione affine di Y, e che quindi coincide anche con la retta di
regressione.

1.9 Appendice: Approccio soggettivista alla probabilita

In questo paragrafo vogliamo illustrare come con l’approccio soggettivista, si possa arrivare agli assiomi della
probabilitd (con la additivitd semplice) attraverso una opportuna definizione di valore atteso e di probabilita come
prezzo, e attraverso opportune regole di linearita e di coerenza.

Daremo due definizioni che sostanzialmente si equivalgono, una con un linguaggio pitt neutrale e generale ed un’altra
con un linguaggio pili economico.

Definizione 1.9 (valore atteso). Il valore atteso BE(X) di una variabile aleatoria X ¢ quel valore certo ¢ che sono
disposto a scambiare con il valore aleatorio dato proprio da X, nel senso che per me é indifferente ricevere ¢ o X.
La probabilita P(A) di un evento A é definito come il valore atteso della variabile aleatoria indicatrice di A, ovvero la
variabile aleatoria X = I che vale 1 se si verifica A e vale 0 altrimenti.

La seconda definizione vede X come valore aleatorio che si ottiene come esito di una scommessa, mentre ¢ come
prezzo da pagare per prendere parte alla scommessa (o al gioco).

318i ricordi che se u e v sono due vettori non nulli, allora

. °-v
cos(w,v) =

llel| - ol

1/2

e che con la notazione || X || := (E[|X|?]) si ha Var(X) = || X — E(X)||*/2.
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Definizione 1.10 (valore atteso come prezzo). Il valore atteso di X ¢é quel valore certo ¢ che si € disposti a pagare
per effettuare la scommessa in cui si ottiene il valore aleatorio X, con l’accordo che si é disposti indifferentemente a
prendere il ruolo sia dello scommettitore che del banco.

Regola di linearita3?: Siano X ed Y due variabili aleatorie allora
i E(X+Y)=EX)+E®Y)
ii E(@X +8Y)=aE(X)+ BE(Y), per ogni o e § costanti reali

La regola di coerenza seguente € basata sul fatto alla fine della scommessa ricevo X e pago ¢ e quindi alla fine ho
X — ¢, se ho il ruolo dello scommettitore, mentre ricevo ¢ e pago X se ho il ruolo del banco (broker).

Regola di coerenza: Non ¢ possibile che X — ¢ sia certamente positivo o certamente negativo33.

La giustificazione della precedente regola di coerenza sta nel fatto che se X — ¢ ha segno costante, non si troverebbe
nessuno disposto a prendere il ruolo dello scommettitore, se X — ¢ fosse certamente negativo, e analogamente non si
troverebbe nessuno disposto a prendere il ruolo del banco se invece X — ¢ fosse certamente positivo.

A titolo di esempio mostriamo come dalla regola di coerenza si ottenga che se X € una funzione indicatrice di un
evento A, ovvero X assume solo i valori 0 ed 1 (e allora A = {X = 1}) e, posto per definizione P(A) = E(X), allora
necessariamente deve valere P(A) € [0, 1].

La seguente tavola illustra i ricavi possibili se P(A) = p ¢ il prezzo da pagare per la scommessa in cui si vince 1 se
si verifica A (e quindi si ottiene globalmente 1 — p), mentre se si verifica A° non si vince nulla (e quindi si ”ottiene”

—p)

[ oo [ 4 | & |
T

Per la regola di coerenza si ottiene che non puo essere
(1—p<0 e —p<0) oppure (1—p>0 e —p>0),
Equivalentemente non puod essere

<1<p e O<p) oppure <1>p e O>p)7

32In realta, per ottenere regola di linearita [i], basterebbe la regola di coerenza (data immediatamente dopo la regola di linearita) e
aggiungere 'ipotesi che sia sempre possibile trovare qualcuno disposto a scommettere su ciascuna singola scommessa:
se il prezzo di due scommesse insieme fosse maggiore della somma dei prezzi delle due scommesse separatamente, allora converrebbe
accettare (comprare) due singole scommesse e prendere la posizione del banco (vendere) la scommessa relativa alla somma

se invece il prezzo della somma fosse minore della somma dei prezzi, allora converrebbe vendere le due scommesse separatamente e
invece accettare la scommessa. Per capire meglio si veda la seguente tabella: se non ci possono essere arbitraggi, allora necessariamente
deve accadere che ¢ — ¢y —cg =0

H tipo di scommessa H solo la 1 ‘ solo la 2 ‘ 1 e 2, ma con il ruolo opposto ‘ le precedenti insieme H
vincita X1 Xo - X =—(X1+ X2) X1+ Xo—X=0
pagamento —cC1 — Co +c c1 —c2+c
I ricavo | Xi—a | Xo—eo | c—X | Xi—a+Xo-—catec—X=c-a—-c |

Per la regola di linearita [ii] si pud invece pensare all’assenza di ”sconti”, nel senso che se si scommette X si paga esattamente a volte il
prezzo della scommessa X, nessun prendi tre paghi due!l!

33Interpretando X — ¢ come il guadagno di chi ha pagato ¢ per ottenere in cambio la cifra aleatoria X, e quindi ¢ — X come il guadagno
del venditore, la Regola di coerenza afferma che non pud esserci un arbitraggio (forte) ne’ per il compratore, ne’ per il venditore.
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cioe non puo essere
1<p oppure 0> p,

e quindi in altre parole deve essere necessariamente
0<p=PA4) <1,

che corrisponde alla richiesta degli assiomi che la probabilita sia a valori in [0, 1].
Nel caso particolare in cui A = ) & ’evento certo la tabella si precedente si riduce a

[ oo [ 0 ]
H 17|

Non potendo essere ne’ 1 —p < 0 ne’ 1 — p > 0, ovvero non potendo essere ne’ 1 < p ne’ 1 > p, deve necessariamente
essere p = P(Q) = 1, che & un altro degli assiomi delle probabilita.

Se inoltre ho n scommesse relative ad n eventi Ay, Ao, ..., A,, incompatibili (cioe A; N A; = () per i # j) allora la
scommessa su A = [J;_, A; equivale3* alla somma delle singole n scommesse su A;, in quanto grazie all’incompatibilita
degli A; in entrambe le scommesse ricevo 1 se e solo se si verifica uno degli A;, mentre altrimenti ottengo 0. Quindi
la linearita dei prezzi, piu il fatto implicito che se due scommesse danno luogo alla stessa vincita, allora devono avere
lo stesso prezzo, si ottiene che

P(4) (= P(Ur 4)) = iIP’(Ai),
i=1

che corrisponde all’assioma dell’additivita finita.

Riassumendo abbiamo mostrato come si possano riottenere gli assiomi della probabilita (con 1’esclusione della
o—additivitd) con la definizione di valore atteso come prezzo di scommesse aleatorie, con la regola di coerenza che
corrisponde all’assenza di opportunita di arbitraggio.

Va notato che I'ipotesi di linearita corrisponde all’assenza di costi di transazione: quando ci sono costi di transazione
allora comprare all’ingrosso (ovvero fare un’unica scommessa su A = U?_; 4;) & in genere pili conveniente che comprare
al dettaglio (ovvero fare n scommesse separate su ciascun A;, per i = 1,...,n).

Terminiamo queste osservazioni sulle probabilita soggettive dando 1'interpretazione del wvalore atteso
condizionato®® ad un evento A di una variabile aleatoria X come il valore certo c4 che si & disposti a scambiare
con X, tenendo presente che lo scambio avviene solo se st verifica ’eventualita rappresentata dall’evento A, ovvero
con l'intesa che se I’evento A non si verifica, allora non viene effettuato alcuno scambio®6.

340vvero se A =JI"; A; ese A;jNAj; =0 per i # j, allora
n
Ia=> Ia,.
i=1

35Vale un’interpretazione analoga per le probabilita condizionate ad un evento A, prendendo X = Ip.
36Come a dire che il contratto o la scommessa non hanno validita se non si verifica la condizione A.



Capitolo 2

Valori attesi e probabilita condizionali

2.1 Definizioni

Sia (Q,F,P) uno spazio di probabilitd e sia X una variabile aleatoria. Si supponga di avere una sotto o-algebra
G C F. Cerchiamo una variabile aleatoria X che sia G-misurabile e che “in qualche senso” abbia un comportamento
simile a X. Vale la pena di ricordare che una o-algebra puo essere interpretata come “informazione” disponibile, e
quindi cercare una variabile X che sia G-misurabile con un comportamento simile ad X, significa cercare una variabile
aleatoria che, sulla base dell’informazione disponibile G, sia simile. Un altro modo di definire questa variabile X
consiste, piu banalmente, nel richiedere che sia una variabile aleatoria G-misurabile “vicina” ad X. Naturalmente &
necessario definire il senso di vicinanza, cio¢ quale metrica mettere sullo spazio delle variabili aleatorie.

Diamo ora due pre-definizioni, in cui pero mancano le ipotesi da fare su X e delle precisazioni, affinché risultino
definizioni ben poste.

pre-Definizione 1. Si cerca una variabile aleatoria )~(, G-misurabile, per la quale valga

E[X|A] =E[X|4], VAe€G, conP(A)>0. (2.1)
dove
_ E[X14]
E[X|4] = — 0
Si noti che (2.1) equivale a
E[XI4] =E[XI4], VAe€G, conP(A)>0. (2.2)

e che quindi la richiesta che P(A) > 0 si pud omettere.

Si noti inoltre che la precedente (2.2) per A = Q, implica che, se una tale variabile aleatoria X esiste, allora
E[X] = E[X].

pre-Definizione 2. Si cerca una variabile aleatoria )?, G-misurabile, per la quale valga

E[(X — 2))] > E[(X — X)?],  VZ G — misurabile. (2.3)

Prima di tutto, dobbiamo trovare sotto quali condizioni le pre-definizioni siano ben poste, cioe, in questo caso,
che esista una variabile X per cui valga la (2.1) (o equivalentemente la (2.2)) oppure valga la (2.3), ed in che senso
ne viene individuata una sola. Notiamo che intanto ci sono delle condizioni necessarie da rispettare: chiaramente,

24
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per la pre-definizione 1, ¢ necessario che X sia una variabile aleatoria integrabile!, cio¢ E[|X|] < oo, mentre, per la
pre-definizione 2, & necessario richiedere che X sia di quadrato integrabile 2, cio¢ E[|X|?] < oo, ed inoltre anche la (2.3)
va modificata, nel senso che ¢ necessario richiedere che anche Z sia di quadrato integrabile, oltre che G-misurabile?.
Inoltre & chiaro che se X’ ¢ una variabile aleatoria G-misurabile, che differisce da X a meno di un insieme di misura
nulla, anche X’ gode della proprieta (2.2) o (2.3) rispettivamente e quindi non si individua una sola variabile aleatoria,
ma una classe di variabili aleatorie. Queste modifiche in realta sono sufficienti a garantire che le due pre-definizioni

diventino due definizioni.
Definizione 2.1 (valore atteso condizionale 1). Sia X una variabile aleatoria integrabile, cio¢ X € L*(Q, F,P).
Sia data una variabile aleatoria (integrabile) X, G-misurabile, per la quale valga

E[XI4] =E[XI4], VAeg. (2.4)

In questo modo si individua univocamente una classe di funzioni che si indica con E[X | G] e che si chiama anche
media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice inoltre che X é una versione di E[X | G].

Definizione 2.2 (valore atteso condizionale 2). Sia X wuna variabile aleatoria di quadrato integrabile, cioé
X € L?(Q,F,P). Sia data una variabile aleatoria (di quadrato integrabile) X, G — misurabile, per la quale valga*
E[(X — 2)] > E[(X — X)?|,VZ G — misurabile, con E[Z?] < . (2.7)

In questo modo si individua univocamente una classe di funzioni che si indica con E[X | G| e che si chiama anche
media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice inoltre che X ¢é una versione di E[X | G].

Rimandiamo la verifica che effettivamente la Definizione 2.1 e la Definizione 2.2 sono ben poste a dopo aver trattato
alcuni esempi, e anticipiamo che, se X ¢ di quadrato integrabile®, allora le Definizioni 2.1 e 2.2 sono equivalenti, e

'L’insieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili ed integrabili, cioé per le quali E[|X]|] < oo, forma uno spazio vettoriale
reale: se E[|X;|] < oo, per ¢ = 1,2, con X; F-misurabili, allora la variabile aleatoria a1 X1 + a2 X2 ¢ ancora F-misurabile e inoltre

Ella1 X1 + a2 Xo|] < Eflaq || X1| + |az|[X2]] < |a1|E[| X1 ] + |az|E[|X2[] < oo

L’insieme di tali variabili aleatorie & indicato con L!(Q,F,P) che & uno spazio metrico completo e separabile rispetto alla distanza
d(X,Y) = E[|X — Y]] (modulo passare a classi di equivalenza X ~ Y se e solo se E[|X — Y|] = 0, perché altrimenti d(X,Y’) non
gode della proprieta delle metriche che d(X,Y) =0 se e solo se X =Y).

2 Anche in questo caso I'insieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili e quadrato integrabili, cio¢ per le quali E[|X|?] < oo,
forma uno spazio vettoriale reale che si indica con L2 (92, F,P), che inoltre & uno spazio metrico completo e separabile rispetto alla distanza
di2(X, Y) = E[|X — Y|?] (modulo passare a classi di equivalenza X ~ Y se e solo se E[|X — Y|?] = 0). Inoltre L?(Q, F,P) & uno spazio di
Hilbert. Questo significa che & possibile introdurre un prodotto scalare

< X1,X9 >:= E[X1X2],
e definire d2L2 (X,Y)=< X -Y,X —Y >=E[ X — Y|?]. Sinoti che, per la disuguaglianza di Cauchy,
[E(X1X2)| < E(|X1Xa) < EY2(|X:1[2)EY2(|X2[?),
e quindi < X1, X2 > & finito se E[|X;|?] < oo, per i = 1,2.

31 Si noti che quindi deve essere Z € L?(Q, g,@) dove P = IP’|g7 cioe la restrizione di P a G.
4La proprieta (2.7) & equivalente alla proprieta

E(X —X)?]= min _ (E[(X-2)%), (2.5)
ZeL?(Q,G,P)
ovvero ~
d2,(X,X)= min _ d2,(X,2). (2.6)
ZeL?(Q,6,P)

(vedere le note precedenti per la definizione di L2(Q,G,P) e di dzLQ)

5Si ricordi che se X & di quadrato integrabile allora se X & integrabile:
E[X?] < 0o = E[|X]] < oo,
come si vede immediatamente, ad esempio, con la disuguaglianza di Cauchy:
E[|X|) = EX]) < (BD%) " (BIX) " = (EIX]) "%,
oppure direttamente considerando che |z| < 14 22, e per la proprieta di monotonia del valore atteso

E[|X|] <1+ E[X?].
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quindi non ¢’¢ ambiguita nello scegliere una definizione o l'altra e che in seguito, riferendoci a E[X | G], intenderemo
riferirci alla Definizione 2.1, che valendo per variabili aleatorie integrabili, & piu generale. Non c¢’¢ quindi ambiguita
nella seguente definizione che viene data in analogia con P(A) = E[I4].

Definizione 2.3 (probabilita condizionale di un evento). Sia A € F un evento e G una sotto o—algebra di F,
allora

P(A]G) :=E[la|d]
¢ detta probabilita condizionale di A data G.

Va inoltre sottolineato un abuso di notazione per cui si identifica la classe di equivalenza E[X | G] e la variabile
aleatoria X che ne € un rappresentante.

2.2 Esempi

Esempio 2.1. Caso in cui G = {Q,0}.
In questo caso E[X | G] si riduce al valore medio usuale, cioe

E[X | ¢] = E[X],
in quanto ovviamente E[XIq] = E[E[X]|Iq] = E[X] - 1, mentre banalmente E[X Iy] = E[E[X]]y] = E[X] - 0.
Esempio 2.2. Caso in cui G = M = o{H,,, m € N} ed {H,,, m € N} ¢é una partizione.

Intanto ricordiamo che in questo caso le variabili aleatorie G-misurabili sono le funzioni del tipo

Z(w) = Z cmli,, (W),

dove ¢, sono costanti reali, e gli insiemi G-misurabili sono le unioni di sottofamiglie numerabili di elementi della
partizione. Basta quindi calcolare i valori ¢, che caratterizzano X, imponendo la condizione® che

E[XIg,] = E[XIg,] =E[>_ Guly,In,] = El.In,] = &.P[H,] (2:8)
m=1
Quindi
Cm = W seP(Hy) >0 e X=EX|g=Y E[)((IEIZ;]HH"’

n>1

dove Y ., & la somma estesa agli indici n per cui P(H,) > 0.
Si noti l'abuso di notazione: in realtd

E[ X1y, ]

E[X | G] = {£ v.a. G — misurabili, t.c. £ = Z* P,

n>1

Iy, + Z** cmlm,,, per cm € R}

m2>1

dove 37", & la somma estesa agli indici m per cui P(H,,) = 0.

615 chiaro che la condizione che E[XT4] = E[X14] per ogni A = Uner Hn, implica la condizione (2.8): basta prendere A = H,.
Tuttavia vale anche il viceversa, in quanto

E[XI4] =E[X ) In,] =) ElXIm,]
nel nel

=Y E[XIy,| =E[X Y In,] =E[XL4].
nel nel
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In particolare se X =1p, con B € F, e ponendo (come é usuale)
P(B | G)(w) = E[lz | Gl(w),

otteniamo che una versione’ di P(B | G)(w) ¢ data da

PBIG) =" [HBHH" :ZW ~ SRB | Ho)ly (2.9)

n>1 n>1

Ritroviamo quindi forse pit chiaramente 1'idea che se si verifica H,, cambiamo la probabilita prendendo P(B | Hy,)
al posto di P(B), che consideriamo se non abbiamo alcuna informazione (corrisponde al caso in cui la o-algebra a
nostra disposizione ¢ quella banale).
Vale la pena di considerare il caso in cui B sia un evento della o-algebra G a nostra disposizione: B € G, o
equivalentemente B = U,c;H,, per un insieme di indici I. A parole si tratta del caso in cui B & un evento
completamente osservabile, ovverosia il caso in cui B sia un evento che possiamo conoscere perfettamente. In tale caso
una versione di P(B | G)(w) & proprio la funzione indicatrice di B, ovvero Ip(w). Infatti P(B | H,) = 1pern €I e
P(H,) > 0, mentre P(B | H,) =0 per n ¢ I e P(H,) > 0.

E interessante osservare che, se F ¢ a sua volta generato da una partizione { K, £ € N}, pitt fine® di {H,,, m € N},
e nel caso in cui P(H,) > 0 per ogni n € N, allora (2.9) definisce una probabilita su F:
per iniziare

P16 = 3 Epetly, -y Ht ey, Y, o,

n>1 n>1 n>1

inoltre, se B = J,¢;, Ky, allora

BB | )w) = Y sl Wy - Bl @y - PB4

n>1 P(Hy) n>1 P(H») =i P(H,)
-3 S T ) = © Y TG ) = 3 P | 9)w),
n>14€lp ltelp n>1 Lelp

e da questa relazione immediatamente si ricava che, qualunque sia w, ’applicazione B — P(B | G)(w) definisce una
probabilitd. Anche nel caso in cui non si faccia l'ipotesi che P(H,,) > 0 per ogni n € N, si puod trovare una versione
di P(B | G)(w) in modo che per ogni w la funzione

P(19)(w): F—=1[0,1]; B—P(B|G)(w)

sia una probabilita:
fissata a piacere una probabilitd P? su F?, si definisce

P(K, | §)(w) = Z*Wﬂm @)+ 3 PRI, (w) = (2.10)
= Z*P(gf;j]")ﬂm (w) + ]P)O(KZ)H{U;‘L*ZIHn}(w)' (2.11)

e >
P(B|G)(w):= Y _ P(K|G)(w). (2.12)

Lelp

"La versione di P(B | G)(w) data in (2.9) non & in generale una probabilith per ogni w: ad esempio se w € Hy, e P(Hy,) = 0, allora
P(2 | G)(w) = 0 invece di 1.

8TLa partizione {K,, £ € N} & pit fine della partizione {H,,, m € N} se e solo se per ogni m € N esiste un I,, C N tale che

H,, = U K.
el

9Ad esempio fissando una successione {py; £ € N}, con pp, > 0, per ogni £ € N e > venPe =1, in modo che PO(K,) = py.
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Si vede immediatamente che la parte a destra di (2.12) ¢ effettivamente una versione di P(B | G), e si vede facilmente
che in questo modo, qualunque sia w, P(- | G)(w) definisce una probabilita!?
Inoltre questa probabilita gode della proprieta che se X e F-misurabile, cioe se

X = Z CKHKW
LeN

allora

E[X | G)(w) =) eP(K, | §)(w /X )AP(dw' | G)(w).

LeN

Per o-algebre F piu generali del caso di o-algebre generate da una partizione, non ¢ detto che queste proprieta valgano
(per approfondimenti vedere la Sezione 4).

Esempio 2.3. Ritorniamo nel caso dell’Esempio precedente, quando G = o(Y'), e Y ¢é una variabile aleatoria discreta,
a valori in {ym; m € N}. Infatti allora

G=o0({Hy = Y_l({ym})§ m € N}),

e di conseguenza, se P(Y = y,,) > 0 per ogni m € N, si ha

EIX [o(Y)](w) = Y EX [{Y =y iy=y, (@) = D EIX [{Y =y} ]y, (Y (@),

meN meN

con il solito abuso di notazione (il secondo membro é un rappresentante della classe di equivalenza E[X | o(Y)]).

Quindi posto

)= > EX [{Y = ym}y, (1),

meN
e indicato con
EX [{Y =y}l =4(),
cioé la funzione, che vale E[X | {Y =y}, se y € {ym; m € N}, e zero altrimenti, si ha:

EX [o(Y)(w) = E[X [{Y =y}] = (Y (W)

y=Y (w)

Cio giustifica il fatto che si usa scrivere
EX [o(Y)] =E[X |Y],

e ci fa ritrovare il concetto elementare di valore atteso condizionato di una variabile aleatoria discreta X rispetto a
una variabile aleatoria discreta Y .

Analogamente a quanto fatto nell’esempio precedente si ottiene che in tale caso, cioé se anche X ¢ una variabile
aleatoria discreta a valori in {x,; n € N}, allora

EX |Y](w) =D waP(X =z, | {Y = y})

neN y=Y (w)

OTnfatti in questo caso & come se avessimo definito una successione {py(w); £ € N}, con > renPe(w) =1 per ogni w

pe(w) =P(K¢|Hm) sew € Hpy, con P(Hp,) > 0,
pe(w) = PO(Ky) se w € Hy,, con P(Hy,) =0,

e poi avessimo definito, per B = Ueelv
P(B|G)(w) = > pe(w).
el
Cosi, ad esempio,

P(Q|G)(w) =Y P(K¢ | G)(w) =

LEN

P(QHm) =1 sew € Hpy, con P(Hyp,) >0,
PO(Q) =1 se w € Hy,, con P(H,,) = 0.
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Infine notiamo che é facile ripetere quanto sopra nel caso in cui al posto di X ci sia una variabile aleatoria
7Z = h(X), integrabile, e ottenere che

E[h(X) | Y](@) = Y hlea)P(X = 2, | {Y = y})

neN y=Y (w)

Nel caso in cui non si abbia che P(Y = y,,) > 0 per ogni m € N, si ottiene, fissata una probabilita PV, come
nell’esempio precedente,

E[X | o(V)](@) = > EX [{Y = gmHy—y @) + > EX]Lyy, (@)

meN meN
= SUEX [ {Y =y}, V@) + 3 EXI, (Y (@),
meN meN

con il solito abuso di notazione (il secondo membro é un rappresentante della classe di equivalenza E[X | o(Y)]).

Quindi posto
Y(y) = Z EIX [{Y =yn iy, (y Z Xy, (v),
meN meN
e indicato con
EX [{Y = y}] = ¢(y),
cioé la funzione, che vale E[X | {Y = y}], se y € {ym; m € N} e se P{Y =y}) > 0, e vale E°[X] altrimenti, si ha:

EX |Y](w) = EX[{Y =y}] = (Y (w))-

y=Y(w)

Pit in generale si ha anche che posto
Un(y) = 3 B [ {Y =y}l @) + > BRI, (1),
meN meN
st ottiene che
E[h(X) [ Y](w) = ¢n(Y(w)).

Esempio 2.4. Caso in cui G = o(Y), con Y una variabile aleatoria a valori in R, e (X,Y) ammette densita di
probabilita congiunta fx y(x,y). Allora, posto

Ixy(zly) = f{z;fy<z)>0}(y)ij’;((y)) + Iis gy (2)=01 () fo ()

dove fo(x) € una qualunque densita di probabilita prefissata, si ha

X(w) =E[X | Y](w) = Afo'Y(x'y)|y:v<w> du

ossiat!

Xw) = /Ra: (I{Z:fy(z)>0}(y)w>

dove E[X | Y] é una abbreviazione per E[X | o(Y)].

dx"‘/xl{z:fy(z):()}(y)‘y:y(w) fO(x)dx
y=Y (w) R

11 realtd per poter scrivere la formula esplicita per X (w) & necessario prendere fo(z) in modo che Jg 12| fo(z)dz < oo. Inoltre un altro
rappresentante per il valore atteso condizionato ¢ fR (I{Z fy (2)>0} (y) xf://((;y)) ‘y ¥ (w) dx in quanto IP’( Iz 5y (2)=0} (v) ‘y:Y(w) = 0) =
1. Quest’ultima uguaglianza dipende dal fatto che Iy..p. (. 0}(y)‘y ¥ (@) =04 Y (w) ¢ {z: fy(z) =0 e per il suo complementare si ha

P(Y(w) €{z: fy(z) =0}) = f{z Fy (5)=0} fy(z)dz = f{z y (2)= O}Odz =0.
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Per la verifica & intanto importante notare che o(Y) = {A =Y 1(B), per B € B(R)}, quindi I4(w) = Ig(Y(w)) e

E[X14) =E[XIp(Y)] :/]R y zIp(y)fxv(z,y) dz dy.

Cominciamo con il caso in cui fxy(z,y) > 0 per ogni (z,y) € R x R, cosi anche fy(y) > 0 per ogni y € RY, e
quindi

E[X(w)l4] = E[X(w)Ip(Y)]

_ /R (Axw dx> To() v (v) d

ovvero, per il Teorema di Fubini'?

BX@nl = [ [ ota P ) ao ay

// zIpg(y)fxy(z,y) dz dy.
R JRd

EX(w)la] = E[X(w)Ip(Y
- /Rd ( ol fy<z>>0}( )w dx) Ip(y)fy (y) dy

R

[ (ot omn i) do) 1ot o) d
ovvero, per il Teorema di Fubini,

— /]R/RdIIB(y)I{z:fY(zbO}(y)wfy(y) dr dy

+ /R /R @ lp W)z py (5120 (1) Jo (@) fy (y) da dy

/]R/]Rd xIB(y)I{z:fy(z)>0}(y)WfY(y) dx dy

[ a1 om0 ) v w9) do dy

D’altra parte, nel caso generale

Si tratta quindi solo di controllare che, qualunque sia B € B(R?)

/R/Rd J:IB(y)I{z:fY(z)>O}(y)fX,y(CL',y) dz dy :/

R

/Rd xIp(y) fxv(z,y) do dy.

La verifica e immediata in quanto

/ /d I (Y (2 fy (2)=0y W) fx v (2, y) dz dy =0,
R JR

12Una versione del Teorema di Fubini & la seguente: se 1 : R?1 x R"2 — R; (z,y) € R™1 x R"2 s t(x,y) € R & una funzione boreliana,
allora le seguenti condizioni sono equivalenti

[ ([ wewa)i<o o [ ([ el dr <o o [ ey < .
R™1 ng R"2 R"™1 R™ x 2

Inoltre se vale una delle precedenti condizioni vale, allora tutti i valori dei precedenti integrali coincidono.
Il Teorema di Fubini & quindi usato per scambiare I'ordine degli integrali.
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infatti, se Ip,.p (=01 (y) = 1, owvero se fy(y) = 0(= [ fx,y(z,y) dz), allora Uinsieme {z : fxy(z,y) > 0} ha
misura di Lebesque nulla, e quindi, per tali y

[ #1a)fxy (@) do =0,
Rd

Si osservi che anche in questo caso, se fx y(z,y) > 0 per ogni (z,y), allora fxf:i((:)y) ¢ una densita di probabilita
in x, qualunque sia y, e che

PO € C1Y) = Blle(X) | o(v)] = [ L0,

definisce una probabilita sui boreliani di R.

Esempio 2.5. Caso in cui G =o(Y) e (X,Y) é una variabile (congiuntamente) gaussiana bidimensionale, di media
nulla. Come caso particolare dell’esempio precedente si ottiene

XY
E[X |Y]= 37V
Y

A sua volta questo risultato si ottiene dal caso pit in generale: (Xi,---,X,) € un vettore aleatorio gaussiano di
media nulla e densita congiunta

1,n n n
flay, -, xy) = cexp{— Zozz;jmixj} = cexp{— Z Zai,jxixj} con @ j = Qj g, Oy >0
(2%

i=1 j=1
e
n—1 -
EX, | X1, -+, X 1] =— S X, 2.13
[Xn | X1 1] ; - (2.13)
soluzione®®: Si tratta del casod =n—1con X = X, e Y = (X1, -+ ,X,_1) e con fxy(z,y) > 0. Per calcolare
E[X, | X1, -+, Xn_1] dobbiamo innanzitutto
fX,Y(xay) — fY,X(yvx) — fX17~~-7Xn—17Xn (y?‘r) cony = ($1 T 1)
fr(y) fy(y) fxioxa () o

Abbiamo quindi

1,n—1

n—1 n—1

_ 2

flay, - Jxp_1,2,) = cexp{ — E Q; T Tj — Ty g o T | — E QT | Tn — Qo Ts
i, j=1 i=1

Tenendo presente che oy ; = s, e che an n > 0 si ha che

n—1 s n—1 @
m(y) = m(z1,...,Tp-1) = Z —d g = Z 2 2,
— Qp.n — Olnpn
Jj=1 i=1
e quindi che
1,n—1 -
f@r, @1, 2n) = f(y,2n) = cexpl —ann | Y —Lmiw; + 2wam(ay, ..., Tno1) + 75
ij oo
1,n—1 @
=Ccexp{ —Qnn Z aw zizj +m*(y) + 2z,m(y) + 22 — m*(y)
g "

= c{y) exp {~ann [m(y) + 20am(y) + 3] } = c(y) exp { ~ann lzn + ()}

3Pur essendo possibile utilizzare la tecnica dell’esempio precedente si comsiglia lo svolgimento dei calcoli dopo Iintroduzione delle
distribuzioni condizionali
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Di consequenza

Dl — ko { =l ) = Kty { -2 O

20n,n

Come osservato nel caso generale dell’esempio precedente, qualunque sia y, fxf}‘:i((ym)y) deve essere una densita di

probabilita: ¢ quindi chiaro che deve coincidere con la densita di una variabile aleatoria gaussiana** N(—m(y), ﬁ),
di media —m(y) e di varianza Ml . Il valore atteso si calcola quindi come
[0 — (=m(y))]*
E[X, | X1, -+, Xn1] = [ oK(y)exp 1 dx
R 20n,n y=(X1,..,.Xn-1)
= - m(y) ;
y=(X1,..,.Xn-1)

da cui si ottiene (2.13).

E infine interessante notare che essendo ’espressione del valore condizionato E[X,, | X1, -+, X,—1], una funzione
lineare di X1,---, Xn_1, st ottiene che coincide con la retta di regressione'® di X, rispetto a X1, -+, Xn_1.

Esempio 2.6. L’Esempio 2.4 si generalizza facilmente al caso in cui X ¢ una variabile aleatoria a valori in R¥, e si
vuole calcolare il valore atteso condizionale E[h(X) | Y], dove h(-) & una funzione misurabile, a valori reali, ripetendo
tutti © passaggi con i dovuti cambiamenti:

A(X)(w) = B[A(X) | Y](w) = /R ha@) Fx @),y 4

2.3 Proprieta del valore atteso condizionale

Enunciamo ora (senza dimostrarle, per il momento), le proprieta fondamentali della media condizionale (secondo la
Definizione 2.1).

Siano X e Y variabili aleatorie integrabili in (2, F,P) e siano G e H sotto o-algebre di F, allora valgono le seguenti
proprieta:

1. Linearita

E[aX +bY | G| = aE[X | G] + bE[Y | G]

41, funzione K (y) di y deve inoltre necessariamente valere:

1 a
K(y) = 271 = 'r;n
i

2an,n

15Ricordiamo che il problema di trovare la retta di regressione lineare di X rispetto ad Y corrisponde al problema di trovare il punto di
minimo, tra tutte le funzioni affini a - y 4+ b del valore atteso del quadrato della differenza tra X, ovvero trovare a e b tali che

E[(X —(@-Y +0))*] =minE[(X ~ (a-Y +1b))"].
a,
Tenendo presente che le variabili aleatorie o(Y')-misurabili sono le variabili aleatorie Z = g(Y’), con g boreliana, allora il valore atteso

condizionato, secondo la Definizione 2.2, & quella variabile aleatoria E[X|Y] = X = g(Y") tale che

E[(X -§(Y))’] = min E[(X-g(Y))?],

g boreliane

di conseguenza si ha che se E[X|Y] = X =a-Y 4 b & una funzione affine, allora coincide anche con la retta di regressione.
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2. Monotonia

P(X <Y) =1 implica PE[X | G] <E[Y |G] ) =1
3. Formula dei condizionamenti successivi (caso particolare G = {Q, 0})

se G CH, allora E[X | G] = E[E[X | H] | G]

quindi, in particolare,
se G = {Q,0}, allora E[X] = E[E[X | H]]

4. Fattorizzazione
Se Z & G-misurabile e ZX ¢ integrabile allora

E[ZX | G] = ZE[X | G]

5. Condizionamento rispetto a o-algebre indipendenti

Se X e G sono indipendenti allora
E[X | ] = E[X]

6. Condizionamento ridondante, cioe rispetto ad allargamenti indipendenti di o-algebre

Se X e G sono indipendenti da H, nel senso che o(X) V G ¢ indipendente da H, allora

E[X |GV H]=E[X |G
7. Disuguaglianza di Jensen per funzioni convesse (caso particolare ¢(x) = x2)

Se ¢ & una funzione convessa, e ¢(X) ¢ integrabile, allora
?(E[X | G]) <E[p(X) | G]
Osservazione In particolare per ¢(z) = 2% ed X in L%(Q, F,P), si ottiene che
(E[X | G])* <E[X*|d],
e quindi, passando al valore atteso, che
E[(E[X | 6])*] <E[E[X?|G]] = E[X?].

8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata

Se {X,, }n>1 € una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili, convergente con probabilita 1 ad
X, monotonamente, cioe 0 < X, < X,,11, allora

E[X,, | G] T E[X | G], con probabilita 1,

Se invece la successione converge ad X dominatamente, cio¢ | X,, |[< Y, allora

E[X, | G] — E[X | G], in L'
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A questo punto passiamo ad osservare che la Definizione 2.1 & ben posta, in quanto esiste almeno una variabile
aleatoria che verifica la (2.4).

Dimostrazione. Si definisca infatti la misura v(-) su G come v(A) = E[X 4], per A € G. La misura v(-) risulta
assolutamente continua'® rispetto a P = P|g, in quanto se P(A)=P(A)=0, allora v(A) = 0. Esiste quindi la derivata

di Radon-Nikodym di v rispetto a P, cioé una funzione f(w) =
sia Ae @

(w), G — misurabile, per la quale valga, qualunque

~

v(A) = /Af(w)d@(w) cioe AX(w)dP(w) = . f(w)dP(w)

ovvero

E[X14] = E[f14].

La derivata di Radon-Nikodym ¢ definita a meno di insiemi di P-misura nulla. Infatti se g(w) ¢ un’altra funzione
G-misurabile per la quale valga E[X14] = E[gla] per ogni A € G, allora E[fI4] = E[gl4] per ogni A € G, ed in
particolare per A = {w : f(w) > g(w)} e per A ={w : f(w) < g(w)}, per cui E[| f — g |] = 0. Basta quindi prendere
come X la derivata di Radon-Nikodym f o qualunque altra variabile aleatoria che differisca da X al pil in un insieme
(G-misurabile) di probabilita nulla.

O

Anche la Definizione 2.2 & ben posta, per convincersene basta considerare che lo spazio L?(), F,P), pensato come
classi di equivalenza, & uno spazio di Hilbert con la norma || X |?>= E[| X |?] ed LQ(Q,Q@) & un suo sottospazio
chiuso. Quindi la classe di equivalenza E[X | G] della Definizione 2.2 ¢ la proiezione di X su L?(2, g,@). A questo
proposito va pero ricordato quanto gia detto in una nota della sezione 1.8.1: per passare agli spazi di Hilbert bisogna
assicurarsi che G contenga gli insiemi F-misurabili e di probabilita nulla.

Si noti la (2.4) potrebbe essere modificata come

E[XW] = E[)?W], V v.a. W G — misurabile e per cui XWe integrabile. (2.14)

Dimostrazione. Attenzione: la dimostrazione si basa sulle proprieta di linearita e di monotonia dei valori attesi
condizionali, che dimostreremo pit in ld, basandoci solo sulla Definizione 2.1 e quindi sulla (2.4)

Ovviamente (2.14) implica (2.4). Per mostrare il viceversa, basta considerare il caso in cui W > 0. In tale caso esiste
una successione W, TW, con W,, funzioni elementari, cioé combinazioni lineari di funzioni indicatrici. D’altra parte &
facile vedere (confronta le proprieta di linearita e di monotonia, dimostrate nella sezione successiva) che, posto

X=X"-X", con XT=XV0, econ X~ =(-X)VO0,
siha X = X+ — X~ , per la proprieta di linearita, con XteX- > 0, per la proprieta di monotonia. Inoltre si ha che
E[XW,] = E[XTW,] - E[X~W,] = E[X+W,] — E[X~W,].
Per la proprieta di convergenza monotona dei valori attesi, (se Z > 0 allora 0 < ZW,, < ZW,,11 1 ZW), si ha
EXTW,] 1E(XTW],  E[X~W,]1EX W],
E[XTW,] 1 ELX*W],  E[X-W,] ] E[X-W],
quindi EXW] = E[XW], in quanto

16+ Date due misure v e i su una o-algebra G, si dice che v & risulta assolutamente rispetto a u se e solo se per ogni A € G con u(A) =0
risulta v(A) = 0. Questa proprietd si pud anche esprimere dicendo che la famiglia NV = {A : v(A) = 0} degli insiemi di v-misura nulla
contiene la famiglia N* = {A : u(A) = 0} degli insiemi di p-misura nulla. La derivata di Radon-Nikodym dv & una funzione h, che sia

dp
G-misurabile, e per la quale valga

v(A) = /A h(w)p(dw) = /g;]IAh(w)u(dw), per ogni A € G.
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E[XW] — E[XW,] = E[XW,] — EX+W] - E[X-W] = E[XW]
O

2.4 Equivalenza tra le definizioni di valore atteso condizionale per
variabili aleatorie di quadrato sommabile

Mostreremo ora che, se X e di quadrato sommabile, allora ogni variabile aleatoria X, che soddisfa la Definizione
2.2, soddisfa anche la Definizione 2.1. Per l'implicazione inversa, sempre nel caso in cui X sia di quadrato
integrabile, abbiamo bisogno di alcune delle proprieta della media condizionale secondo la Definizione 2.1, enunciate
precedentemente e che dimostreremo in seguito.

1) Se X, ¢ la (o meglio un rappresentante della) media condizionale di X secondo la Definizione 2.2, allora lo &
anche secondo la Definizione 2.1. R
Se infatti X5 soddisfa la condizione (2.7) allora, qualunque sia Z € L%(, G, P) la funzione

Ba(t) 1= E(X ~ (1~ )% +12}] = BI(X ~ Ko)? —26(X — Xo)(Z — Ko) + (2 - Ko
ammette un minimo in ¢ = 0, e quindi
hOlimg = EIX — (1= 0% 217 = ~2E[(X - K)(Z - K)] =0

t=0

Quindi posto W = Z — X, deve valere, qualunque sia W € L?(2, G, @)

E[XW] = E[X,W].

Considerando che tutte le funzioni indicatrici del tipo I4, con A € G, sono in L?(£, g,@), otteniamo che se vale la
(2.7) allora vale la (2.4).

2) Se X @ la media condizionale di X secondo la Definizione 2.1 (o meglio ne & un rappresentante), allora lo & anche
secondo la Definizione 2.2.

Infatti, allora X ¢ di quadrato sommabile (confrontare l'osservazione alla disuguaglianza di Jensen, proprieta 7.)
e quindi la seguente funzione & finita per ogni Z di quadrato sommabile

o(t) :=E[(X —{(1 - )X +tZ})?] = E[(X — X)? = 26(X — X)(Z — X) + 1*(Z — X)?]
Poiché si tratta di una parabola essa ammette un minimo nel punto £, in cui la derivata si annulla:
¢'(f) = —2E[(X — X)(Z - X)] + 20E[(Z - X)*] = 0

Posto W = Z — X e tenendo conto della (2.14), si ottiene ¢/(f) = 2fE[(Z — X)?] = 0, da cui, per Parbitrarieta di
Z, segue che t = 0. Quindi X gode della proprieta che per ogni Z di quadrato sommabile ¢(1) > ¢(0), ovvero la (2.7).

Osservazione 2.1. Si noti l’analogia'” con il problema classico di geometria euclidea del trovare la proiezione di un
vettore © € R™ su un sottospazio vettoriale VC R™ come quel vettore & € V' che gode della proprieta di minimizzare
la distanza da V', ovvero
|z — 2| = min ||z — 2|,
zeV

che & notoriamente equivalente alla condizione di ortogonalita

<x—x,z>=0perognizeV <& <z,z>=<T,z> perognizcV.

17 analogia si vede meglio se si sostituisce ||@ — z||% con d;2(X,Z) =E[|X — Z|?| e < @,z > con E[X Z].
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2.5 Dimostrazioni delle proprieta del valore atteso condizionale

Daremo ora le dimostrazioni delle proprieta enunciate nella sezione precedente utilizzando solo la Definizione 2.1.

Si noti che cio permette di concludere che la dimostrazione dell’equivalenza delle Definizioni 2.1 e 2.2 &
autocontenuta: in realtd andrebbero prima dimostrate le proprieta 1,2, e 7; successivamente la (2.14) e infine
I’equivalenza delle Definizioni 2.1 e 2.2.

1. Linearita: E[aX +bY | G] = aE[X | G] + VE]Y | G]

La dimostrazione & ovvia, infatti se X e ¥ sono rappresentanti di E[X | G] e di E[Y | G], rispettivamente,
ovvero se E[XI4] = E[X14] e E[YI4] = E[YI4] per ogni A € G, allora basta verificare che E[(aX + bY)I4] =
E[(aX + bY)14], e cid segue immediatamente da

E[(aX 4 bY)I4] = aR[X 4] + bE[Y 14] = aE[X14] + bE[Y I4] = E[(aX + bY)1,].
2. Monotonia: P(X <Y) =1 implica P(E[X |G] <E[Y |G] ) =1
Se P(X < Y) = 1, allora E[(Y — X)I4] = E[(Y — X)Ia] > 0 per ogni A € G e quindi in particolare per
A ={X <Y}, siottiene che P(X <Y) =1, ovvero P(E[X | G] <E[Y | G]) = 1.

3. Formula dei condizionamenti successivi: se G C H, allora E[X | G] = E[E[X | H] | ]

Sia G C H e siano X e X tali che E[X14] = E[XI4] per ogni A € G C H e E[XIg] = E[XIs] per ogni B € H,
ed in particolare per ogni A € G. Allora
E[X14] = E[XIA](=E[XI4]), perogni A€g

e quindi X = IE[)? | G]. La seconda parte deriva dal fatto che per la o-algebra banale la media e la media
condizionale coincidono.

4. Fattorizzazione: e Z & G-misurabile e ZX & integrabile allora E[ZX | G] = ZE[X | G].

Infatti allora E[X Z14] = E[X Z14], per ogni A € G e la funzione ZX & ovviamente G-misurabile.

5. Condizionamento rispetto a o-algebre indipendenti: se X e G sono indipendenti allora E[X | G] = E[X].
Infatti allora, per ogni A € G

E[X ZI4) = E[X]E[Z14] = E[ZE[X]I4]
e la funzione ZE[X] & ovviamente G-misurabile.

6. Condizionamento ridondante: se X e G sono indipendenti da H allora, per una leggera variante del Lemma di
Dynkin'® E[X | GV H] = E[X | G].

18Ricordiamo I’enunciato del Lemma di Dynkin, che tra l'altro & la base per molti risultati di unicita,ed & noto anche come teorema
dell’unicita della misura.

Lemma [Lemma di Dynkin, Billingsley 1984 [3]] Sia A una famiglia di eventi che genera la o-algebra G e che ¢ chiusa rispetto alla
intersezione finita.
Se due misure di probabilita v e u coincidono su A, allora le due misure di probabilita coincidono su G.
Di conseguenza, se U e 11 sono due misure non negative e finite che coincidono su AU {Q} (cioé con () = (Q)) allora le due misure
cotncidono su G.
(la dimostrazione della affermazione sulle misure non negative riconduce subito al caso delle misure di probabilita, considerando le misure
di probabilita v(A) :=T(A)/T(2) e v(A) == a(A) /().
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La dimostrazione si basa sul fatto che la famiglia A di eventi del tipo C = AN B, con A € G e B € H, formano
un sistema chiuso rispetto all’intersezione e generano GV H,per il lemma di Dynkin bastera quindi verificare che
le due misure 7(C) := E[X ] e fi(C) := E[X I¢] coincidono per C = ANB, A€ Ge BeH

E[XIAQB] = ]E[XIAIB} (per l'indipendenza di o(X) vV G da H) (2.15)
= E[XI4|E[I5] = E[XI4]E[Ip] = E[XI4lp] = E[XIsnz].
e che A contiene ) (essendo ovviamente 2 = QN ).
Nella dimostrazione abbiamo utilizzato I'indipendenza della o-algebra o(X) V G, generata da o(X) e G da 'H,

ossia: per ogni evento F' € o(X) V G e per ogni evento H € H si ha P(F N H) = P(F)P(H). Attenzione, la sola
indipendenza di 0(X) da H e di G da H non ¢ sufficiente'® nel passaggio (2.15).

7. Disuguaglianza di Jensen?’: se ¢ ¢ una funzione convessa, e ¢(X) ¢ integrabile, allora ¢(E[X | G]) < E[¢(X) | G].
Per risultati classici di analisi ¢ & I'inviluppo delle sue tangenti (o sotto tangenti) ovvero esistono una successione

di rette ¢, (x) = anx + B, per cui ¢(x) = sup,,{dn(z)}, per ogni z in R. Per le proprieta 1. di linearita e 2. di
monotonia si ha allora che

on(E[X | G]) = anB[X | G] + Bn = E[pn(X) | G] < E[$(X) | G];
passando all’estremo superiore su n si ottiene

sup{¢n(ELX | G])} = ¢(E[X | G]) < E[¢(X) | G

Si noti che nella dimostrazione vengono utilizzate solo le proprieta di linearita e di monotonia del valore atteso
condizionato.

8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata
8i) Se {X,,}n>1 € una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili, convergente con probabilita
1 ad X, monotonamente, cioe 0 < X,, < X,, .1, allora E[X,, | G] /" E[X | G], con probabilita 1.

Dalla proprieta di monotonia si ottiene che se {X,,},>1 € una successione monotona allora anche la successione
delle medie condizionate X,, = E[X,, | ] & una successione monotona, ed & quindi convergente ad una variabile

1971 fatto che la sola indipendenza di o(X) da H e di G da H non & sufficiente si pud mostrare con il seguente controesempio: X = I,
G={0, GG, Q},H={0, H H°, Q}, con E, G ed H taliche P(ENH) = P(E)P(H), P(GNH) = P(G)P(H), ma P(ENGNH) # P(ENG)P(H)
(ad esempio si prenda Q = (0,1) x (0,1), E = (0,2) x (0,1), G = (0,3) x (0,1) U (%,3) x (0,3) e H = (%,3) x (0,1)).

208i noti che nel caso particolare in cui G ¢ la o-algebra banale la disuguaglianza di Jensen per i valori attesi condizionali diviene 1’usuale
disuguaglianza di Jensen

(E[X]) < E[p(X)].

Infine va notato che la precedente disuguaglianza di Jensen, nel caso particolare di una variabile aleatoria X semplice, a valori in
{z1,...,zn}, con P{X = z;}) = \; si scrive come

n n n

BEX]) = 6> Xiwi) <D Nid(wi) =E[$(X)], ,con A >0, > Ai=1
i=1 i=1 i=1

La disuguaglianza interna ¢ equivalente alla definizione di funzione convessa. Lo ¢ esattamente nel caso n = 2

oAzt + (1 = Nz2) < Ad(z1) + (1 — N)d(2)

Il caso generale si ottiene per induzione su n: Se

n n n
¢(Z Aizy) < Z)\mﬁ(zi), per ogni \; > 0, Z Ai =1, e per ogni z;
=1 i=1 =1
allora
n+1 n+1 n+1

(> miwi) < Y pid(@:), per ogni ug >0, Y iy = 1, per ogni y;
i=1 i=1 i=1
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aleatoria Z , G-misurabile. (E importante notare che per ogni n esiste un insieme A,, € G di probabilita nulla nel
cui complementare vale X,, < X, 11, che queste disuguaglianze valgono contemporaneamente nel complementare
di A=J,,~; 4n, ed infine che A ha ancora misura nulla).

Per mostrare che la successione converge ad un rappresentante di E[X | G], basta notare che E[ X, J4] = E[X,,]4] 1

E[X14], per la convergenza monotona di {X,} a X (e quindi di {X,J4} a XI4), e che E[X,I4] 1 E[Z14], per
la convergenza monotona di {X,,} a Z (e quindi di {X,,J4a} a Z14). Di conseguenza E[X14] = E[Z]4],VA € G.

8ii) Se {X,}n>1 ¢ una successione di variabili aleatorie integrabili, convergente con probabilita 1 ad X,
dominatamente, cio¢ | X,, |< Y, per una variabile aleatoria Y integrabile, allora E[X,, | G] — E[X | G], in L.

La dimostrazione relativa alla convergenza dominata si basa sulla seguente osservazione: se X, — X q.c. e
| X,, |[<Y allora X,, — X in L' (infatti allora | X,, — X |<| Y | + | X | e quindi | X,, — X |- 0 dominatamente
e percio E[| X,, — X |] — 0). Di conseguenza per le proprieta di linearita e per la disuguaglianza di Jensen
applicata alla funzione ¢(z) =| x | e alla variabile aleatoria X,, — X,

| E[X, | 6] - E[X | G] |[=| E[X,, — X | ] [ E[| X, — X[ ] G].
Passando ai valori medi

E| E[X | 6] - E[X | 6] |] = E[| E[X,, = X [ G] | <E[E[| Xp, - X [| G]] = E[| X, = X |] = 0.

Osservazione. Dalla dimostrazione & chiaro che basta la convergenza X,, — X in L', per ottenere la convergenza
delle rispettive medie condizionali in L'. In realta, nel caso di convergenza dominata, c’e¢ anche la convergenza
puntuale delle medie condizionali. La dimostrazione di questo fatto € rimandata a dopo aver mostrato 1’esistenza
di distribuzioni condizionali regolari.



22-02bis—-2008 39

2.6 Probabilita condizionali regolari

Il problema é il seguente:

E possibile trovare una versione di P(A | G) in modo che applicazione
P(-[G)(w): F—[0,1];A—P(A]|G)(w)
sia una probabilita per ogni w?

Ad un primo sguardo superficiale sembrerebbe di si:
Ovviamente P(Q2 | G)(w)=1. Dalla proprietd di monotonia si ha che P(C' | G) € [0,1], per ogni evento C' € F. Dalla
proprieta di convergenza monotona, applicata alla successione X,, = 22:1 14,, dove {A,} & una successione di eventi
di F, oppure di una o-algebra A4 C F, si ottiene che, comunque scelta una successione di eventi di 4, disgiunti a due
a due, vale

P(J Au16) =) P4, ]0)

n>1 n>1

nel senso che al piu differiscono per un insieme di misura nulla N.

Sembrerebbe quindi tutto funzionare. Il problema sta nel fatto che I'insieme N puo dipendere pero, in generale,
dalla particolare successione {A,,n > 1} scelta e 'unione su tutte le successioni possibili & un’unione non numerabile,
quindi non ¢ detto che sia un evento e, anche se lo fosse, non ¢ detto che sia di probabilita nulla. E proprio questo che
in generale impedisce di affermare che A — P(A | G)(w) & una probabilita.

Lo stesso tipo di problema si pone nel caso in cui invece si cerchi una versione di P(A | G)(w) per A € A C F,
mentre non ¢’¢ nessun problema del tipo precedente se A ¢ un’algebra finita (e quindi una o—algebra).
Comunque, nel caso in cui sia possibile trovare un nucleo di misure di probabilita, cioé una famiglia

Q) AxQ—10,1);(4,w) = Q(4,w)
1) per ogni w € Q, Q(-,w) ¢ una misura di probabilita su (£2,.4)
2) per ogni C € A, Q(C,-) & G-misurabile ed & una versione di P(C | G)(w),
allora si dice che Q(-,w) & una versione regolare di P(- | G)(w), cio¢ delle probabilita condizionali.

L’interesse di tali versioni deriva dal fatto che allora, per ogni v.a. Z, A-misurabile e integrabile, vale

E(Z|G)(w) = / Z(W"Q(dw',w).
Q
3)
Per convincersene basta capire che cio e vero per Z = I, e quindi per ogni funzione elementare, cioé combinazione
lineare di funzioni indicatrici. Quindi (3) vale per ogni v.a. non negativa integrabile, in quanto limite monotono di
funzioni elementari, e quindi per ogni v.a. integrabile in quanto differenza di due v.a. non negative ed integrabili.

L’interesse per 'esistenza di una versione regolare delle probabilita condizionali sta anche nel fatto che tutte le
dimostrazioni delle proprieta delle medie condizionali sarebbero immediate (in particolare la disuguaglianza di Jensen
e la convergenza monotona e dominata, anche nella versione dell’osservazione relativa, con la convergenza puntuale).

Non sempre, purtroppo, si hanno versioni regolari delle probabilita condizionali. In generale dipende dalla o-algebra
A, qui di seguito viene dimostrato che cid & vero se A = o(X), dove X & una variabile aleatoria a valori in R, cioe se
C ={X € H}, H € B(R). In realta si puo vedere che cid & vero anche se X & una variabile aleatoria d-dimensionale,
oppure se X & una variabile aleatoria a valori in uno spazio metrico S, completo e separabile (ovvero uno spazio
polacco). In questi casi si ottiene anche una probabilita sullo spazio S degli stati di X e si parla di distribuzione
condizionale invece che di probabilita condizionale, che invece ¢ una misura di probabilita su Q.
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Proposizione 2.1. Sia X una variabile aleatoria reale in (Q, F,P), sia G una sotto o-algebra di F, e sia A= o(X) =
{A={weQ, t.e. X(w) € H}, H € B(R)}. Allora esiste una versione regolare Q(-,-) di P(-|G)(w).

Dimostrazione. L’idea & molto semplice:

1. Si costruisce una funzione f?'(-, ) : R x Q—[0,1] che, per ogni w, F(~,w) : R+ [0, 1] soddisfa tutte le proprieta
di una funzione di ripartizione, e che & una versione della probabilita condizionale P(X < s | G)(w). Indicheremo tale
funzione con F(s | G)(w), per ricordare questa proprieta.

dimostrazione di 1. Si inizia considerando F(t | G)(w) := P(X <t | G)(w) per t razionale. Per la proprieta della
monotonia, possiamo prendere una versione per cui, per ogni t; < t5 razionali, F(t; | G)(w) < F(t3 | G)(w), in un evento
Qo di probabilita 1: in questo caso ’evento in cui cio non si verifica & un’unione numerabile di eventi di probabilita
nulla. Per w € QF si definisce F(t | G)(w) = Fy(t), con Fy una fissata funzione di distribuzione, ad esempio (sempre
sui razionali). Su tale evento {2y esiste, per monotonia, il limite di F (¢ | G)(w) sia per t — 400 che per t — —o0,
sempre per t razionale. Tali limiti sono rispettivamente uguali ai limiti di F(n | G)(w) e di F(—n | G)(w), e, di nuovo
a parte un insieme di probabilita nulla, coincidono rispettivamente con 1 = P(X < 400 | G) e 0 =P(X < —c0 | G).(Di
nuovo su tale insieme si definisca F'(t | G)(w) = Fy(t) )

Per ogni valore s reale, ma non razionale, si definisce una successione t,, | s. Per la proprieta della convergenza
monotona (applicato a 1 — Iy x <y, }) si ottiene che il limite di F'(t, | G)(w) esiste ed ¢ una versione di P(X < s | G)(w).
In questo modo si € ottenuta, per ogni w una funzione F(s | G)(w), definita su tutti i reali, e che soddisfa tutte le
proprieta di una funzione di ripartizione, come si puo vedere facilmente.

2. Ad ogni w ¢ associata una misura pux (- | G)(w) di probabilita, per cui px((—o0,t] | G)(w) = F(t | G)(w), per
ogni t reale.
Come conseguenza del punto 2., per ogni H € B(R), la misura ux(H | G)(w) € una versione di P(X € H), oltre ad
essere una misura.

La misura px (- | G)(w) ¢ detta appunto la distribuzione condizionale di X data G.

3. Per Ac A con A={X € H}, si definisce

Q(A’w) = //'X(H ‘ g)(w)7

e risulta la versione regolare delle probabilita cercata. O

Si faccia attenzione: la distribuzione condizionale px(- | G)(w), definita nel punto 2. della dimostrazione
precedente, ¢ una probabilita su (R, B(R)), mentre Q(-,w) ¢ una misura su (£2,0(X)). Comunque accade che
P{X € H} | G)(w) = px(H | G)(w). Inoltre poiché le v.a. o(X)—misurabili sono le variabili aleatorie del tipo
Z = f(X), con f boreliana, si ha che

E(f(X) [ 9)(w) = px (f | 9)(w),

dove, in generale,
u(s) = [ f@yduto)

Per la verita esiste una generalizzazione a tutti gli spazi di Borel (S,S), cioé quegli spazi misurabili (S,S) per
cui esiste un insieme E € B(R) e una funzione biunivoca ¢ : § — E che sia (5,S) — (E, B(R)|;) misurabile, e la cui
inversa sia (E, B(R)|z) — (S, S) misurabile.

In particolare quindi il risultato di esistenza della versione regolare & valido per (S,S) = (R%, B(R%)) o (S,S) =
(RN, RN), che sono spazi di Borel (vedere ad esempio P. Billingsley [3] “Convergence of Probability measures® pag.
218 e seguenti).

Prima della dimostrazione va notato che questo fatto permette di applicare il risultato anche al caso in cui siano
coinvolte le variabili aleatorie X,,, n > 1, ed X (confrontare di nuovo 'osservazione alla proprieta della convergenza
dominata per i valori attesi condizionali).
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La dimostrazione ¢ basata sull’osservazione che se Y & una variabile aleatoria a valori in S, allora X := ¢(Y') € una
variabile aleatoria reale,e quindi esiste una distribuzione condizionale px (- | G). La distribuzione condizionale di Y su
(S,8) si ottiene, per J € S, come

vy (J ] 9)(w) = px(e(J) | G)(w)

in quanto la seconda ¢ una versione di

P{X € ¢())} | 9)(w) =P({¢™ (X) € T} | §)(w) =P{Y € J} | G)(w).

Abbiamo gia usato il fatto che ogni funzione o(X)—misurabile si pud esprimere come f(X). Supponiamo ora
che G = o(Y) allora, necessariamente deve accadere che px(H)(w) sia una funzione di Y (w), ovvero che, per ogni
boreliano H, esista una funzione f(H,y), misurabile in y, per cui

1) f(HY(w)) = px(H)(w)

2) f(-,y) sia una misura di probabilita per ogni y
(questo ¢ sicuramente vero se y € Y (), mentre se y ¢ Y (Q) basta definire f(H,y) = v(H) per una fissata
misura di probabilita v).

Indicheremo f(H,y) con la notazione pilt evocativa di ux(H | Y = y) o anche ux|y(H | y). Analogamente
indicheremo con Fx(t | Y = y) o con Fx|y(t | y) la funzione di distribuzione condizionale di X data Y, “valutata in
Y = y”. Ovviamente tale espressione non va confusa con P(X <t | {Y = y}), che tra l'altro potrebbe non avere senso
nel caso in cui P{Y = y}) = 0.

2.7 Esempi

Esempio 2.7 (caso dominato). Si tratta della generalizzazione dell’Esempio 2.4. Siano X ed Y due variabili
aleatorie con legge congiunta assolutamente continua rispetto ad una misura prodotto vi(dx) X vo(dy) cioé con legge
congiunta data da

pxy(de,dy) = f(z,y)vi(dz) x va(dy).

E"facz'le vedere che la legge di X ¢é assolutamente continua rispetto a vi(dx) e la legge di' Y lo ¢é rispetto a va(dy), o
meglio

px(dz) = [ / f<x,y>u2<dy>} vi(dz) = fx(xhn (da),

o (dy) = [ / f(fmy)ul(dx)} valdy) = fy (W)l dy).

In questo caso anche la legge condizionale di X data'Y é assolutamente continua rispetto a vy (dz) e risulta

f(z,y)
fy(y)

MX\Y(d33|y) = vi(dz),

per [y —quasi ogni y.
Infatti é facile verificare che, per ogni funzione g : R — R, misurabile,
Elg(X)h(Y)] =E[p(Y)h(Y)], per ogni funzione h misurabile (%)

dove

P(y) = /g(x)uxw(dxly) = /g(w)J;g(’j))

(ovviamente g ed h devono soddisfare ipotesi che garantiscano Uintegrabilita delle v.a. g(X) ed h(Y))

vy (dz);
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Tutte le v.a. W che siano o(Y)—misurabili sono del tipo W = h(Y') per h boreliana, di conseguenza

100 | V1= 00) = [ 060) iy ety = [ o) omian)]

Un risultato analogo vale ovviamente anche per la legge di Y data X .
Casi particolari sono i casi in cui vy (dx) = dx, e va(dy) = dy, cioé torniamo al caso della misura di Lebesgue esaminato
nell’Esempio 2.4, oppure vy(dz) =Y 07 (05, (dx), e va(dy) =Y 0" 0y, (dy) e si trova allora che

Elg(X Zg Tn MX\Y({:CTLH?J Y=Y (w Zg Tn) =z, |Y = y)|y:Y(w)'

Esempio 2.8 (caso non dominato). Siano X ed Y due variabili aleatorie con legge congiunta data da

:U’X,Y(dxv dy) =D fl ({E) dx 504(1)(dy) +q f2($7 y) dx dy7

dove p+q =1, fi(z) & una densita di probabilita su R, fo(x,y) & una densita di probabilita su R?, §.(dx) & la misura
concentrata in z (ovvero 6,(A) = 1 se z € A, mentre §,(A) =0 se 2 ¢ A), a ¢ una funzione invertibile, C* e con
| &/ (x) | strettamente positiva.

Le distribuzioni marginali sono equivalenti alla misura di Lebesgue, essendo

px () = [pfl(x) e f f2<x,y>dy} dr,

py (dy) = {pfl(al(y))a/(ai(y))' +q/f2(gg,y)d4 dy.

L’ultima uguaglianza deriva da
=1 [ M) +a [ hwdy [ (0=

—» | h(y)ﬁ(a*(y))mdyw [ 1wy [ fateiz = [ hw(a)

Come si procede per calcolare la media condizionata di g(X) data Y ?

Come nell’esempio precedente si deve trovare una v.a. o(Y)-misurabile, cioé una funzione ¢(Y) per cui valga
E[lg(X)h(Y)] = E[¢p(Y)h(Y)], per ogni funzione h misurabile (%)
Se poi troviamo che
o) = [ gtldsy)

per una misura di probabilita v(-;y), allora potremo affermare che v(-;y) é una versione regolare della distribuzione
condizionale di X data Y =y.
Ora, qualunque sia la funzione h

/ / y) f1(2)dwdo ) (dy) + q / / y) f2(z, y)dxdy

p/g(x)h(a(w))fl(w)dx+q/(/g(w)fz(wvy)dw)h(y)dy

p [ ate @) 0 ) s+ [ ( [ @) e )z niwyay

[ [potam ittt ol [ ot ate ) | ntas

E[g(X)h(Y)]
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mentre invece

BO(RY)] = p [ 6wk fila ))_11(dy+q/gz5 )y [ fatay)ds

jo(

= [t |ptst0 )ty ol [t ) | i

Quindi affinché valga Uuguaglianza (*), qualunque sia h, e necessario e sufficiente che

ol O ) i +a( [ 9@ o) | -

= o) [pfe ) ey + ([ Rteanas))

ovvero che

o) pg(a™ (y)) frle (y ))m +(](f9 ) fa(2 y)dx)
Yy) = .
Pfl(afl(y))m +Q<f fa(z,y dx)

Si noti ancora che

gla~t(y)) = / 9(2)5am1 () ().

Per questo motivo, qualunque sia g, si puo riscrivere il numeratore come

pfila(y) ‘O/ |/ a—1(y) dm)+q(/g(x)f2(x,y)dx)

e quindi la legge pux|y (dzly) di X, condizionata ad Y =y, é proporzionale a

PO W) iy e () + afa(a )

a~'(y))|

Si noti che quindi la legge di X condizionata a Y = y non & assolutamente continua rispetto alla distribuzione
wmaziale di X, che ha invece una densita rispetto alla misura di Lebesque.



Capitolo 3

Martingale

In questo capitolo introduciamo il concetto di martingala, che in un certo senso si puo considerare una formalizzazione
del concetto di gioco equo. Per definire una martingala abbiamo pero prima bisogno di dare la seguente definizione.

Definizione 3.1 (Filtrazione). In uno spazio (,F), la famiglia {Fy,t > 0} si dice una filtrazione se é una
famiglia crescente di o-algebre di F, cioe Fs C Fy CF, per 0 < s <t. (La definizione ha senso anche nel caso in cui
t=n€N, enel caso in cuit € I CR, ad esempio t € [0,T]).

La o—algebra F; rappresenta I'informazione disponibile fino al tempo ¢, e pitt in generale la filtrazione {F;} viene
detta anche flusso di o-algebre, in quanto rappresenta il flusso di informazioni disponibili, al variare del tempo.

Definizione 3.2 (Martingala). Un processo aleatorio* (X;), definito in uno spazio di probabilita (Q, F,P), si dice
una martingala rispetto ad una filtrazione {F;}, con Fy C F, se

0) X; é Fi-misurabile per ogni t > 0. (o pit rapidamente il processo X; é adattato ad F;)
1) X, ¢ integrabile per ognit > 0, cioé E[| X |] < +o0 per ognit > 0.
2) E[Xiys | F]) = Xy, per ognit,s >0
Nel caso in cuit =n € N la 2) puo essere sostituita con la richiesta che
E[Xyt1 | Fn] = Xn, per ognin € N.

Si noti che la proprieta 0) & sovrabbondante in quanto la 2) implica che X; sia F;-misurabile.
Cio non ¢ vero nella seguente definizione di submartingala (supermartingala), che in un certo senso si puo
considerare una formalizzazione del concetto di gioco favorevole (sfavorevole).

Definizione 3.3 (Submartingala (Supermartingala)). Un processo aleatorio X; si dice una submartingala
(supermartingala) rispetto ad una filtrazione {F;} se

0) X, ¢ Fi-misurabile per ogni t > 0. ( o pit rapidamente il processo X; é adattato ad Fy)
1) X, é integrabile per ogni t > 0, cioé E[| Xy |] < +00 per ogni t > 0.
2) E[Xiys | Ft] = Xe(B[Xiqs | Fi] < Xt), per ognit,s >0,

Di nuovo, nel caso in cui t =n € N la 2) puo essere sostituita con la richiesta che

E[Xpi1 | Fu] 2 Xn(E[Xpy1 | Fo] < X)), per ognin € N.

1] lettore per il momento pud pensare di considerare solo il caso tempo discreto, e sostituire la parola processo con la parola successione
{Xn}n di variabili aleatorie. Inoltre puo limitarsi a considerare il caso di una filtrazione {Fy }» generata dal processo stesso, ovvero il caso
in cui F, & o-algebra generata da {X1, X2, -+, X, }. In altre parole

Fn ={A C Q, tali che esiste un boreliano H,, € B(R") per il quale A = {w € Q: (X1, X2, -+, Xp) € Hn}}.

Per la definizione formale di processo aleatorio si rimanda al Capitolo 4.

44
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Osservazione 3.1. Se X; é una martingala (o submartingala) rispetto a una filtrazione {F;} e se {G;} é una filtrazione
per cui o(X) C Gy C Fy, per ogni t > 0, allora X; lo é anche rispetto alla nuova filtrazione:

E[Xits | G = E[E[Xyys | Fi] | Gi] = E[X, | Gi] = X,

In particolare per ogni martingala (o submartingala) si puo prendere sempre la filtrazione minimale F7X =
o({Xu,u < t}) = 0(U0<u<ta(Xu)), che per la proprieta 0) ¢ sempre contenuta in Fy. Quindi, in genere 2, se
la filtrazione non é specificata, si deve intendere che si tratti della filtrazione naturale.

Se invece {H} & una filtrazione per cui H; ¢é indipendente da F; (e quindi da Xy), allora X; ¢é una martingala
(o submartingala) anche rispetto alla filtrazione Gy:=F; V H; (confrontare la proprieta 6. delle medie condizionali: il
condizionamento ridondante).

Osservazione 3.2. Ogni martingala ha media costante e ogni submartingala ha media crescente (in senso lato): basta
passare al valore medio nella proprieta 3. delle medie condizionali (condizionamenti successivi) e tenere presente che
il valore medio di'Y coincide con il valore medio di E[Y | G].

Osservazione 3.3. Data una submartingala X; si ottiene una supermartingala considerando —X3, e viceversa.

3.1 Esempi di martingale e di submartingale

Esempio 3.1. Sia data una variabile aleatoria Y integrabile ed una filtrazione {F;}. Si definisca Xy :=E[Y | Fi]. Si
dimostra facilmente che X; é una martingala:

ElXiss | o] = EEY | Fies] | 7] = E[Y' | 7]

(per def.) (condiz. successivi)

L’esempio precedente aiuta a capire il nome di submartingala: sia ora X; una submartingala, allora, fissato v = t+s,
il processo

Zt = E[Xt-i-s ‘ ft] = E[Xv | ]:t],
¢ una martingala per ¢ € [0,v], quindi la proprieta 2) per le submartingale diviene
Zy =E[X, | Ft] > X4, per t € [0, v],

ovvero che X; sia sotto la martingala Z, := E[X,, | F¢], per t € [0,v].

##% Tnoltre sempre in relazione all’Esempio 3.1, si pud osservare che se due martingale M} ed M? coincidono al
tempo T, ossia se M} = M2, allora esse coincidono per ogni t < T, ossia M} = M} (con probabilita 1) in [0, 7], in
quanto per tali valori di ¢ si ha M} = E[M4 | F]. ***

Esempio 3.2. Sia data una successione di variabili aleatorie Y, indipendenti, identicamente distribuite®, integrabili
e a media nulla. Si definisca

S():O, Sn:ZYk; nZl,
k=1

o equivalentemente

3

Sn = Yo, n>0,
k=1

(con la convenzione che 22:1 Ak = D1 <peo @k = Dpep @k = 0).

2 Attenzione: ovviamente la filtrazione potrebbe anche essere specificata anche all’inizio di una sezione, o di un capitolo.

3Non & necessario che le variabili aleatorie Y;, abbiano la stessa distribuzione, basta che siano integrabili e abbiano valore atteso nullo.
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Si ottiene facilmente che S, & una martingala, rispetto* a

7S _ {0,Q} sen =0,
" o({Yy, -, YR)) sen>0.

Infatti
E[Sn+1 | Ful = E[Sn + Yoa1 | Ful = Sn + E[You1 | Frl = Sn + E[Yat1] = Sh-

Se le variabili aleatorie Yi, non sono a media nulla, basta sostituire Yy, — u, se p = E[Y1], ed ottenere che

gn:Z(Yk_:u) ZZYk—nMZSn—nN
k=1 k=1

¢ una martingala®.
Infine si osservi che, nel caso in cui p > 0, si ottiene che S, é una submartingala, mentre, nel caso in cui p <0,
si ottiene che S, ¢ una supermartingala.

Esempio 3.3. Se siamo nelle stesse ipotesi del precedente Esempio 3.2 ed inoltre le variabili aleatorie Y, ammettono
momento secondo finito, e quindi varianza o, allora M, := S2 — no? ¢ una martingala:

My = My = 82, — (n+1)02 = (2 = 10?) = (S2 + 24150 + Y21,) = S2 — 0% = Wy 180 + Y2, — 0
Passando alle medie condizionali si ottiene che
EMy1 — M, | Fp] = E[2Y, 418, + Y2, — 0? | F]
=28, E[Y 1 | F] +E[Y2, | Ful —0?=25,-0+0°—0>=0

in quanto Y11 ¢ indipendente da F, e quindi i valori medi condizionali E[Y, 41 | F) ed E[Y,2 | F,] coincidono con
1 rispettivi valori medi.

Se le variabili aleatorie Yy, non sono a media nulla, allora
M, := (S, — np)* — no?
¢ una martingala®.

Il seguente esempio permette di generare submartingale a partire da martingale e da submartingale.
Esempio 3.4. Sia X; una martingala con E[| X; |*] < 400, per un a > 1. Allora il processo | X; |* é una
submartingala: basta applicare la disuguaglianza di Jensen alla funzione |x|*, che é convessa per o > 1

| X |%= | E[Xyys | Fe] [7< E[l Xeys [*] Fil-

(X¢ & una MG) (dis. Jensen per |z|®)

4La successione {Y}} si ottiene immediatamente dalla successione {Sy}:
Yn = Sn — Sn—1, pern > 1,

di conseguenza FS = FY , per n > 1.

5Sempre nel caso in cui le variabili aleatorie Y}, non abbiano la stessa legge si dovrla sostituire Y; — puy, dove pu = E[Yy]. In questo

caso
n

n n
Sn=>"YVe—m)=>_ Ye—> m
k=1 k=1

k=1

SDi nuovo la stessa dimostrazione funziona anche nel caso in cui le variabili aleatorie Y}, non hanno la stessa legge, purché abbiano
momento secondo finito e siano indipendenti. In tale caso

n

n
My = (Sn— > )’ = > op
k=1

k=1

€ una martingala. Si confronti questo risultato con il successivo Teorema di Decomposizione di Doob 3.1.
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Questo esempio si generalizza immediatamente al caso di ogni funzione convessa ¢, purché, ovviamente, E[¢(X;)] <
+00.

X;) = E[X;is < Elop( Xy .
¢( t) (X¢ & una MG')(z)( [ + | ft}) " (dis. Jensen per ¢) [¢( s ) | Ft]

Per ottenere un risultato analogo nel caso in cui Xz sia una submartingala bisogna aggiungere lipotesi che ¢ sia
una funzione crescente, in modo che, essendo

X; < E[X¢4s ,
b= (Xt & una subMQG) [ t ‘ ]:t]
4
X;) < E[Xips | F]) < El¢(Xiys) | Fi]-
¢( t) T (o e crescente)¢( [ + | t]) (dis. Jensen per ¢) [¢( o+ ) l t]
Esempio 3.5. Se le variabili aleatorie Wy, sono indipendenti identicamente distribuite”, con E[W;] = 1, allora la

successione di variabili aleatorie

Zo=1, Zp =[] Wi, n>1,
k=1

o equivalentemente

Zn::ﬁWk, n >0,
k=1

. 0 . . .
(con la convenzione che [[,_, ar, = 1) definisce una martingala, rispetto ® a

{0,Q} sen =0,

f =
" oc({Wy, -, Wy,}) sen>0,

ovvero, dato che la condizione di misurabilita é ovvia, quella di integrabilita deriva dall’integrabilita di ciascuna delle
Wi e dalla loro indipendenza, e infine

E[Zni1 | Fol = B[ZoWair | Ful = ZuEWoia | Ful = ZuE[Wnia] = Zn.
Come caso particolare si consideri la situazione dell’Esempio 3.2 con ['ulteriore ipotesi che per un 6 € R wvalga
Elexp{#Y1}] = exp{t)()} < +o0
(si noti che non é necessario supporre E[Y1] =0). Allora ovviamente

Elexp{6Y1} exp{—1(0)}] = E[exp{0Y1 — ¢(0)}] = 1.

Come conseguenza, posto Wy, = exp{0Yy, —1(0)}, si ha che
Zn = exp{85, — np(6)}

e una martingala strettamente positiva di media 1.

"L’ipotesi che abbiano la stessa legge & superflua, basta che le variabili aleatorie W}, abbiano valore atteso 1 e siano indipendenti.

8In questo caso .7-'nZ puo essere strettamente contenuta in F,, = fxv, infatti mentre Z, = gn(Wi,...,Wy), e quindi ogni funzione
misurabile rispetto a Zi, ..., Z, ¢ funzione misurabile di W7, ..., Wy, il viceversa in genere non ¢ vero: se Zi, ..., Z, sono tutti positivi,
allora Wy, = Zy/Zk_1, ma se Z, = 0 allora Z, 4+, = 0 per ogni m > 0 e quindi & impossibile ricavare i valori di Wy, 4, per m > 0. Se
tuttavia le variabili aleatorie W (w), assumono valori strettamente positivi per ogni k e per ogni w, allora la corrispondenza tra {Z;} e
{W}} & biunivoca e FZ = F}V per ogni n > 1.
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Esempio 3.6 (Integrale stocastico a tempo discreto). Sia S, una martingala rispetto a F,, nello spazio (2, F, ]P’),
e sia v, predicibile rispetto a F,, ovvero sia 7y, misurabile rispetto a F,_1 per ogni n > 1. Allora 'integrale
stocastico discreto

)
U
S~—
3

Il
N
)
S~—

Il

(]
2
=
—
U
B
|

o))
B
L
S~—

(3.1)
k=1

definisce una Fp-martingala, sotto una delle due sequenti condizioni:
a) per ogni k esiste una costante cy tale che P({w tali che yx(w) < ci}) =1
b) La martingala Sk e il processo i, sono di quadrato integrabile, ovvero

E[|Sk|?] < oo, per ognik >0 E[|y]?] < oo, per ogni k > 1

Verifica. Per la misurabilita basta osservare che se k < n allora v, e Sy—1 sono Fr_1-misurabile e quindi anche
Frn-misurabile, analogamente Sy, é Fi-misurabile e quindi anche F,-misurabile, di consequenza

In(y) = zn:%(gk — Sk-1)
k=1

e Fn-misurabile. Per lintegrabilita si osservi che

[In ()] < Z el (19| + |Sk-11)

k=1
e che, se vale la condizione a), allora
Ellyil|Skl] < cxE[ISk] <00 Ellykl[Se-1] < erE[|Sk-1]] < oo,
mentre se vale la condizione b), allora per la disuguaglianza di Cauchy
EllvellSkl] < BV [y PJEV2[1Sk%) < 00 EflellSk—11] < B[l PJEY2[|Sh—1 ] < oco.
Infine basta osservare che

E[In+1(7) —In(7) | Fal = E[7n+1(gn+1 - S’n) | Ful
= nB[(Su = Sn) | Fl

(Yn+1 & Frn—mis.)

_ = m+10=0
(Sn ¢ una Fp—MG)

Esempio 3.7. ? Dato uno spazio (0, F) e su di esso una filtrazione {F;} e due misure di probabilita P e Q, con P
assolutamente continua rispetto a Q (di consequenza lo sono anche rispetto ad F; per ognit). Si definiscal® la derivata

9Questo esempio richiede la conoscenza del Teorema di Radon Nikodym, e pud essere tralasciato in una prima lettura. In alternativa
il lettore pud considerare solo il caso a tempo discreto con t = k € {1,---n}, Q = R", Fr = {A = Hp x R"" % con H € B(RF)}, ed
infine P(dzq -+ -dzn) = p(z1, -+ ,xn)der - -daen e Q(dzy - -den) = q(x1,- -+ ,2n)dx1 -+ - dry con p e g densitd di probabilita. La assoluta
continuita di P rispetto a Q diviene allora la condizione

{(wlv"' ,(En) : q(zlv"' 7:En) :0} - {(‘7717"' 7:En) Zp(:E1,~'~ 7w") :0}7

B plane )
) y4n ) — .
d@ Q(xlu"' 7xn)
10Nel caso a tempo discreto della nota precedente
Pr(T1 Tk
Lg((w1,- -+ ,2p) = (@1, ),
qr (w1, xg)
dove X
n—
pr(T1, -, Tk) = / P(T1, Tl Ykt 1 5 Yn)AYkg 1, 5 dYn
R
¢ n—k
ak (21, 2k) =/ q(T1, - Ty Yy 1, 5 Yn)dYkt 1, > dYn
R

sono le densitd marginali su R¥ di p e g, rispettivamente.
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di Radon Nikodym di P rispetto a Q, entrambe ristrette a Fy, cioé

dP

L= —
t Q|5

Il processo Ly ¢ una Fi-martingala nello spazio (2, F,Q), anzi pit in generale risulta che se X; ¢ un processo
adattato ad F, allora X; & una Fi-martingala nello spazio (0, F,P) se e solo se X;L; ¢ una Fi-martingala nello
spazio (2, F,Q) (quindi il caso precedente deriva prendendo banalmente X; =1).

Infatti X; & una martingala in (Q, F,P), se e solo é integrabile rispetto a P e se per ogni 0 < s <t e A € F
EF[I14X;) = EF [T X,],
mentre XLy lo ¢ in (Q,F,Q) se e solo se é integrabile rispetto a Q e se per ogni 0 < s <t e A e F;
EQ[IA X L] = EQI4 X, L,].
Owviamente, essendo InX, una v.a. Fs-misurabile, si ha EF[[4X,] = EQI XL, e, essendo I4X; una v.a.
Fi-misurabile, in quanto A € Fy C Fi, si ha E¥[I4X;] = EQ[I4X,Ls]. La verifica dell’integrabilita & banale.
11

Esempio 3.8. Sia X,, una catena di Markov omogenea'' con spazio degli stati finito e con matrice delle probabilita
di transizione (p; ;)i ;. Sia inoltre h una funzione armonica rispetto alla matrice delle probabilita di transizione

P = (pi,j)i,j; CiOé
h(i) = (Ph)(i) =Y _ pijh(4), per ogni i

(si noti che cio corrisponde a chiedere che h sia la soluzione di (P — I)h =0).
11 processo

¢ una martingala (rispetto a FX = o{Xg, k=0, ,n}).
Questo risultato deriva da un caso piu generale: qualunque sia f

M = f(Xn) = ) (P = 1)f(Xz)
0

x>
Il

¢ una martingala rispetto a F.X.
Cominciamo con il caso h armonica. Basta controllare che

E[Mh-i—l | fX} E[Mr}zl-&-l | Xy Xn—1,- - aXO] = M:le

ovvero che
E[h(Xn+1) | X’ranfla e 7XO] = h(Xn)

Essendo (X,,,n > 0) una catena di Markov si ha'?

HSi ricorda che la successione {X,}n ¢ una catena di Markov omogenea con matrice delle probabilita di transizione (p;,j)q,; significa
che vale la proprieta di Markov, ovvero: qualunque siano n, j, &, in—1,-- ,%0

]P(Xn—Q—l = ]‘Xn = i7 Xn-1 = in—h e 7X(J = iO) = P(Xn+1 :JIXn = Z) = Pi,j»
purché P(X,, =4, Xp—1 = in—1, -+, X0 =10) > 0.

12Nel caso di variabili aleatorie discrete possiamo applicare i risultati sulle densitd condizionali (vedere I'Esempio 2.3): posto
= (Xn,Xn—1, -+ ,Xo), sappiamo che

E[f(Xnt1) | X](w) = Zf(J)IP’ X1 =5 | {X = xPleex(w

Per la proprieta di Markov P(Xn41 =7 | X =x) =P(Xnt1 =7 | Xn = xn) = pz,,,j, quindi
P(Xnt1=7|X)=P(Xnt1 =7 | Xn) =px,,j
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E[f(XnJrl) | Xy Xn—1,--- ’XU] = (Pf>(Xn)
ed il caso f = h armonica ¢ immediato. 1l caso generale deriva dall’osservare che

n

n—1

M =M= f(Xn1) =Y (P = Df(X) = F(Xa) + > (P = Df(X2)
k=0 k=0

ML — M = [(Xn1) — (P = Df(Xn) = £(X0) = [(Xng1) — (PF(X),

e quindi
EM] ., — M] | FY] =EB[f(Xn41) = (P)(Xn) | FX] = E[f(Xnt1) | FiX] = (Pf)(Xn) = 0.

S FGIBX i1 =3 | X =x) = (Pf)(an),
J
e percio
Elf (Xnt1) | Xn, Xn—1,-- -, Xo] = (P)(Xn).
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3.2 Decomposizione di Doob

Tenendo conto dell’Esempio 3.4, possiamo affermare che, se sono soddisfatte delle condizioni di integrabilita, il quadrato
della martingala S,, dell’Esempio 3.2 & una submartingala. Nell’Esempio 3.3, si ottiene che S2 —nu ¢ una martingala,
quindi si puo scrivere come la somma di due processi

S%2 = (82 —no?®) +npu= M, + A,

n

dove M,, & una martingala, ed A, = no? & un processo deterministico crescente.

Il seguente teorema generalizza tale esempio a tutte le submartingale.

Teorema 3.1 (Decomposizione di Doob). : Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita, e sia (F,)n € N una filtrazione
con Fp, € F. Data una F,-submartingala X, a tempo discreto, essa si pud sempre scrivere in modo unico (a meno
di insiemi di misura nulla) come

Xn:X0+Mn+An7

dove M,, ¢ una martingala ed A,, é un processo predicibile (cioé, per ognin € N, A,, & F,_1-misurabile) crescente
in senso lato, con Ag = 0.

Dimostrazione. Se una tale decomposizione esiste necessariamente deve accadere che My = 0, ed inoltre, essendo
A, =X, — Xo — M, deve accadere che

An+1 - An = An+1 — XO - Mn+1 - (Xn - XO - Mn) = Xn+1 - Xn - (Mn—i-l - Mn)

Essendo A, 41 — A, una v.a. F,-misurabile, passando alla media condizionale rispetto ad F,, essa non cambia, per
cui deve necessariamente accadere che
An+1 - An - E[XnJrl - Xn - (Mn+1 - Mn) | fn]
= IE[)(n+1 —Xn | fn] _E[Mn+1 - M, | ]:n] =

(M, & una Fp-martingala)

=E[Xp+1 — Xn | Fu] =EX 11 | Fu] — X

Quindi I'unico modo per definire!® A, 1, con Ay = 0, & il seguente

n n
Apgr = Ang1 — Ao =Y (Appr — Ap) = D (B[Xpp1 | Fi] — Xa). (3.2)
k=0 k=0
E immediato verificare'® che con questa definizione il processo A, = S5 (E[X, | Fr_1] — Xy—1) & integrabile,
predicibile e crescente, con Ag = 0.
Si tratta ora solo di verificare che con questa definizione di {4, },>0 il processo M, := X, — Xo — A,, & una

martingala, con My = 0. Ma ovviamente

Mn—i—l - Mn = Xn+1 - XO - An+1 - (Xn - XO - An) = Xn+1 - Xn - (An—i-l - An)a

per cui, tenendo conto che per definizione A, 1 — A, = E[X,,+1 | Fn] — X, e passando alla media condizionale,
si ottiene la tesi.

13Da cui segue I'unicita della decomposizione, in quanto A, deve essere definito come in (3.2) e poi si dovra definire necessariamente
My = Xn — Xo — An.
4 Per Iintegrabilita basta osservare che

n—1 n
[Anl < 37 (IEXe | Foorll + | Xe-1]) < ST EIX | Foa) + X)),
=1 (per dis. Jensen) —1

ed utilizzare il fatto che X, sono tutte integrabili.
Per la predicibilita, basta osservare che, per ogni ¢ < n, E[X, | Fy_1] ed X;_1 sono F;_j-misurabili e quindi F,,_1-misurabili.
Per la crescenza basta osservare che, per definizione

An+1 - An - E[Xn+l ‘ fn] - Xn Z 07

dove la disuguaglianza vale in quanto X,, ¢ una submartingala.
Infine il fatto che Ag = 0, & vero per definizione.
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Osservazione 3.4. Ogni processo crescente, integrabile ed adattato & una submartingala, quindi si puo applicare il
Teorema di Doob e riscriverlo come la somma di un processo predicibile e di una martingala. Piu in generale, la
somma di un processo crescente, integrabile ed adattato e di una martingala é una submartingala, e quindi, per il
Teorema di Doob, si puo riscrivere ancora come la somma di un’altra martingala e di un processo crescente che inoltre
e predicibile.

Osservazione 3.5. Si noti che nella dimostrazione del teorema di decomposizione di Doob, il fatto che X, sia una
submartingala € servito solo nei sequenti punti:
(i) ha senso calcolare la media condizionata di E[Xp41 — Xp | Fnl, in quanto Xy, é integrabile per ogni k,
(ii) il valore atteso condizionato E[X 41 — Xy | Fun] coincide con E[X, 41 | Fn] — Xin in quanto X,, ¢é adattato alla
filtrazione {Fy},
(iii) ¢ processo A, risulta crescente (in senso lato), in quanto E[X,4+1 | Fn] — X, > 0.
Si vede quindi che il procedimento si applica a qualunque processo che sia integrabile ed F, -adattato, si ottiene pero
una decomposizione nella somma di una martingala e di un processo predicibile (che, in generale, non é crescente).
Sarebbe interessante rivedere [’Esempio 3.8, sotto questa luce, in fondo applicando il procedimento della
decomposizione di Doob al processo F.X -adattato e integrabile f(X,), si ottiene che

F(X0) = F(X0) = 3 (ELF (i) | Fel — FX0)) + Z F(Xie) | Fl — F(X0))
k=0
n—1 n—1
= (X)) = D (PFX) — F(XR) + > (PF(XR) — f(XR))
k=0 k=0
—FX) = S (P DX S (P -1 FX) = MY+ S (P D) (Xe)
k=0 k=0 k=0
n—1
= f(Xo) + [M] — f(Xo)] + Z (P—1)f(Xy).
k=0
In effetti il processo
A=) (P 1) f(X)
k=0

¢ un processo F.X -predicibile, in quanto chiaramente Af ¢ FX | -misurabile.

3.2.1 Applicazioni: variazione quadratica e integrale stocastico a tempo discreto

Esempio 3.9 (Variazione quadratica predicibile di una martingala). Se M, ¢é una martingala di quadrato
integrabile, allora M? ¢ una submartingala (come sappiamo dall’Esempio 3.4).
Se My = 0, allora la decomposizione di Doob in questo caso diviene:

ZE M)l Fooa] + ) (AGM?) — B[A(M?)g] Fra])
k=1

dove A(M?)), := M — M}?_,.
Cosi, detto variazione quadratica predicibile, o caratteristica quadratica, il processo predicibile definito da

n
<M S>pi= Z]E k|fk 1 ZE[MI? - Ml?—1|fk—1]v (33)

e definita
= (AMMP)) - E[AM?)g]Fr-1])
k=1

st ha la decomposizione di Doob
M2 =< M >, +my,.
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Va menzionato il fatto che, essendo M, una martingala,
<M > — < M >_1:=E[A(M?)|Fr_1] = E[(AM)? | Fr_1], (3.4)

ossia B]M2 — M2 _|Fr_1] = E[(My, — My_1)* | Fi_1], come si vede facilmente'®, e quindi

n

<M >,= Y EAGM?)|Fioa] = S E [(Mk — My_1)? |.7-'k_1] . (3.5)
k=1 k=1

Va infine menzionato anche il fatto che il processo
n n
=S = 3 (- b
k=1 k=1

viene detto variazione quadratica (opzionale). Si noti inoltre che [M],, essendo un processo adattato e crescente
¢ una submartingala e che [M],— < M >, ¢é una martingala, ossia < M >, ¢ il processo crescente e predicibile della
decomposizione di Doob, relativo alla submartingala [M],,.

Esempio 3.10 (Decomposizione dell’integrale stocastico a tempo discreto). Ci mettiamo nelle stesse ipotesi
e notazioni dell’Esempio 3.9 precedente: M, é una martingala di quadrato integrabile . Se ~y, € un processo predicibile,
di quadrato integrabile sappiamo (si veda I’Esempio 3.6) che lintegrale stocastico a tempo discreto

n
In(y) = Z”Yk (M, — Mj—1)
k=1
e una martingala, con

ALY (= Te(v) = Ti-1(7)) = v (Mg — Mp_1) .

Si consideri ora il caso in cui vy ¢ limitato, ovvero esiste un L € RT tale che |yx(w)| < L. Si osservi che

n n
) = (M — M 1) Y n (My, — My _1)
k=1 h=1
n n—1 n
=Y 7% (Mg — My_y) +QZ% My — My—1) Y v (My — My 1),
k=1 k=1 h=k+1
da cui
n n—1 n
B[] =E > 9% (M= My1)* +2> e (M — Mi_1) Y yn (My — My_1)
k=1 k=1 h=k+1
:ZE[W (My — My—1) ]Jr?Z Z [ve (My — Mi—1) v (M, — Mp—1)].
k=1 k=1 h=k+1
15 Infatti

AM?), = ME — ME_| = (Mg_1 +AMy)? — M?_| = M?_| +2 My AMy + (AMy)? — ME_,
=2 My_1 AM,;, + (AM})?,
da cui, per la Fj_j-misurabilita di My_1,
E[A(M?)|Fr—1] = E[2 Mj_1 AMy|Fr—1] + E[(AM)? | Fr_1]
=2 M1 E[AMy| Fre—1] + E[(AM)? | Fr—1],
e quindi, poiché E[AM}y|Fi_1] = 0, in quanto M,, & una martingala,

E[A(M?)i|Fr—1] = E[(AM)? | Fr—1].
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E chiaro che se |ye(w)| < L, allora E [I2(7)] risulta finita'®
Ora si puo vedere direttamentel” che

B[] =Y E[R(< M > — < M >44)]
k=1
= ZE {71@ (M — Mk71)2} =K Z%% (M — Mk1)2‘| ;
k=1 k=1

tuttavia si puo procedere anche in un altro modo.
Come wvisto, se vy € limitato, allora I,(y) é una martingala di quadrato integrabile. Per le formule (3.3) e (3.5)
dell’Esempio precedente, applicate alla martingala I,(), si ha

(7)) =< I(7) >n +M,,

con
>ni= Y E[RR(Y) = iy ()| Fr—r :Z]E[ — L () | Fia |
k=1 k=1
ed M,, una martingala a media nulla.
Ovviamente
(Te(y) = 1 ()" = 93 (Mg — My_1)?,

da cui

E[(Ie() = Te—1(1))? [Fre-1] = B[y} (My — My_1)*|Fr—1]

=2 E[(My — My 1)} | Frc1] =V (K M > — < M >p_4),
OVVETO

n= > (<M > — <M >4_4).
k=1
In altre parole
My, =2 (y)— < I(7) >

—12 Z’yk<M>k*<M>k 1)
k=1

16Se |y (w)| < L, ed M, & quadrato integrabile, allora
E [’Y;% (My, — Mk—l)Z] <L?’E [(Mk - Mk71)2] < oo

e, per la disuguaglianza di Cauchy,

1/2

2 2 1/2
E [kl [My = Myl lva | [Ma = Mp—1]] < L2E [(My, = My_1)?] ]

£ [(Mh “Mp_1)?] T < .

17Si osservi che
2 2] _ 2 2 _ 2 2
E [72 (M = My—1)?] =E[E [/ (M = My—1)*|Fi-1)| = B [2ZE [(My = My—1)? | Fpa]]
=E [V (< M >, — <M >4,_1)],
mentre, per k < h,
E[yk (Mg — Myg—1) vn (Mp, = Mp—1)] = E[E [yg (M, — My—1) vn (Mp — Mp—1) [Fr—1]]
=E [y (M, — Mg—1) 7nE [(Mh — Mp_1) [Fp-1]] = Efyg (Mg — Mg—1) v, 0] = 0.
Quindi, tenendo conto dell’espressione trovata per £ [ ] si ottiene

n

E[L] =D E[R(KM >, — < M>,_1)].
k=1
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e una martingala a media nulla. E cio implica che

E [I2(y) ZEyk<M>k—<M>k )] -
k=1

Esercizio 3.1. Si supponga che, nel precedente Esempio 3.10, . goda della proprieta che

n

E|Y (<M >, —<M>, )| <oo.
k—1

Si dimostri che allora la martingala I,,(y) € di quadrato integrabile, ossia che E [1721(7)] < o0 e che < I*(y) >,=
Spo1 VRS M > — < M >j_1). Sinoti che di consequenza E [I2(v)] =E [Y0_; 72 (< M >, — < M >,_1)] < occ.

soluzione: Si definisca ’y,(cL) =y, A L. Si cominci col dimostrare che

E[yi (My, — My—1)?] = Lli/I{{OE[(W(L))i (M, — Mi—1)?]
= Lli/fgo]E[]E[(W(L))i (M, = Mi—1)?|Fra]] = i E[(W(L))i E[(My, — My—1)*|Fio-1]]

:Lli/m E[(Y"NZE[< M >, — < M >4y |Fie 1]] =E[i (<M >p — <M >51)] < o0.

Per la disuguaglianza di Cauchy, si deduce che anche i prodotti v, (My — My—1)7; (M; — M;_1) sono integrabili, e
quindi che la martingala I,(y) & di quadrato integrabile. La parte rimanente si dimostra esattamente con lo stesso
procedimento usato nell’Esempio 3.10, nel caso in cui g e limitato.

3.2.2 Applicazioni: verso l’'integrale stocastico a tempo continuo

Questa sezione richiede la conoscenza dei processi a tempo continuo. Se il lettore non ¢ familiare con tali processi puo
tranquillamente saltare questa parte e rimandarne la lettura.

Esempio 3.11 (Primi passi verso I'integrale stocastico a tempo continuo). Sia (X;)c[0,r] una Gi-martingala
di quadrato integrabile.

Sia inoltre (f(s))secjo,r] un processo elementare G;-predicibile, di quadrato integrabile, ovvero un processo
definito da

ZHIC H(tk 1,%]( )

per una partizione {tg,k = 0,--- N} di (0,T], con 0 =ty < t; < --- <ty =T, dove Hy sono variabili aleatorie
Gt,._, -misurabili e di quadrato integrabile.
Si definiscano

3 N
/ f(s,w)dX (s,w) := Z Hi(w) (X,B/\tk\/a — Xﬁ/\tk_l\/a)7 (3.6)
o k=1

e, nel casoa=0efB =t

t N

X (f)(w) = /o f(s,w)dX (s,w) = Z Hy(w) (Xeont — Xy nt), (3.7)
k=1

= Z Hk(w) (th - th—l) + Hn+1(W) (Xt - th) per tn S t < tn+1 (38)

b
Il
—
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che é indicato anche, pit brevemente come

T (f) = / F(5)dX (s).

Si ha che il processo (I;* (f))iejo,r) € una martingala. Si osservi che, dalla (3.8), si deduce immediatamente che I;* (f)
ha traiettorie continue, se (X¢); ha traiettorie continue).Se inoltre, se le variabili Hy sono limitate, allora il processo
(Z(f))teo.r) € di quadrato integrabile. Inoltre, il processo definito da

M{ = (Iix(f))Z - (Z HE(W)E[(XW - th—l)Q‘gtk—l] + H5+1(W)E[(Xt - th)2|gtn}> ) per t, <t < tn+1
k=1
(3.9)

e una Gy-martingala, ed in particolare si ha

E[(@¥ ()] =E

Z H%(W)E [(th - th—1)2|gtk—l] + HrQLJrl(w)E[(Xt - Xt'n.)2|gtn:|‘| ) per t, <t < tn+1
k=1
(3.10)

Le precedenti proprieta si dimostrano utilizzando i risultati dei precedenti Esempi 3.6 e 3.10, notando che nella
partizione {tg,k = 0,--- N} che definisce f(s) si puo sempre supporre'® che ci sia un indice h tale che t = t.
In realta nella dimostrazione della proprieta di martingala servono due tempi t' < t" e si deve mostrare che
E[Z5()Gv] = ZX(f) e che ]E[M{//|gt/] = Mtf, Basta pensare che entrambi facciano parte della partizione
{t,,k=0,---,N}.

A titolo di esempio si consideri la proprieta di martingala dell’integrale stocastico ;X (f) (tralasciando le proprietd
di misurabilita e di integrabilita: si tratta di dimostrare che per ogni t' < t"

E[Z5(5)I6v] = T5 (f). (3.11)
Se nella partizione {ty,k =0,--- ,N}, st hat' =t,, <t" =t, (con m <n), posto
My =Xy, Fr=0Gn, = [f(ty) = Hi,
st ottiene che (My,)n €& una martingala rispetto alla filtrazione (Fy)n, €, con le notazione dell’Esempio 3.10, che
Iy (f) = In(v), T (f) = 1n(7)

e quindi la (3.11) diviene
E [In(7)|fm] = Im(’Y)a

BInfatti se t ¢ {tp : k=0,---, N}, allora esiste un £ tale che ¢t € (t;_1,t¢) e quindi
Hy()y, 4 ,4(8) = He(@)e, | 1,1(8) + He(w)(g,1(5)-
Ovviamente Hy & Gi-misurabile, in quanto Sia {t/,k =0, -+, N + 1} la partizione ottenuta dalla partizione {tx,k = 0,---, N} inserendo
il punto ¢ al posto £+ 1 (ovvero tj, =ty per k < £, ty,, =1, e t}, = tx—1 per i rimanenti valori di k) e sia {H,k=0,--- ,N + 1}
la famiglia di variabili aleatorie ottenuta in modo analogo dalla famiglia {Hy,k = 0,---, N} inserendo la variabile aleatoria Hy

al posto £+ 1 (ovvero Hj, = Hy per k < ¢, H;,, =t, e H;, = Hy_1 per i rimanenti valori di k). Allora ovviamente

N N+1
fs,0) = Hi(@)it,y 00(s) = D> He(@)ier | r9(5)-
k=1 k=1

Si noti che, in entrambe le rappresentazioni, si ha che Hy = f(tx), con f(tx) che risulta Gy, , misurabile, e H;, = f(¢},), con
f(t5,) che risulta Gy, misurabile.

Si noti infine che anche l'integrale stocastico relativo non cambia cambiando rappresentazione, ovvero se f elementare e
predicibile ammette due diverse rappresentazioni, 'integrale stocastico & sempre definito dallo stesso processo, che & come dire

che la definizione ¢ ben posta.
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che é esattamente la proprieta di martingala dell’integrale stocastico a tempo discreto dell’Esempio 3.6.
Infine si noti che, la (3.8), si pud riscrivere, per t € [tg,tg+1], come

IX(f) = T (f) + Hesr (Xe — X4,

e che, entrambe queste espressioni hanno come consequenza che, se la martingala (X;); € una martingala a traiettorie
continue, allora anche (Z;X(f)): ¢ una martingala a traiettorie continue.

Supponiamo ora che esista un processo crescente e adattato!® < X >= (< X >t)tefo,1), tale che X2— < X >

e una martingala. In altre parole il processo < X > ¢ la variazione quadratica della martingala X. Allora si puo
dimostrare facilmente®® che, per ogni 0 < s <t < T,

E[(X: — X,)*|Gs] =E[ < X > — < X >, |G,], (3.12)

che a sua volta & la versione a tempo continuo della (3.4).
Allora le (3.9) e la (3.10) si possono riscrivere, come

t
M= (¥ (f))2 - / fA(s)d < X >, ¢ una martingala, a media nulla (3.13)
0

E [(Itx(f)ﬂ =E Uot FAs)d < X >, (3.14)

tenendo conto del fatto che

NE

HR(W)E [(Xe, — Xe,_)?1Ge, | + Hyp (W)E [(Xy — Xy, )?(Ge, |

~
Il

|
Mi -

HY(WE[<X >, =< X >, |Gy | +Hi g (WE[< X > — <X >,

G,

k=1

sl

Hi W) [ X >4, = <X > |+ H (W) [ X > — < X >y ]
1
t

fA(s)d < X >,

Il
S— 7

Questa identita € la base per poi definire ['integrale stocastico rispetto ad una martingala di quadrato integrabile, che
ammetta come variazione quadratica (predicibile) il processo < X >. Infine, si noti che, a sua volta, la relazione (3.13)
si puo esprimere dicendo che la variazione quadratica (predicibile) di Z;X (f) coincide con lintegrale di f rispetto a
d< X >4, ossia

t
<IX(f) >t=/ fAs)d< X >,
0
Esercizio 3.2. Dare la dimostrazione diretta del fatto che Z;X (f) e M,{ sono martingale.

soluzione: La misurabilita e integrabilita di Z;X (f) (se le variabili Hy sono di quadrato integrabile) e di M (se le
variabili Hy, sono limitate) sono banali da verificare.

19Per essere la variazione quadratica deve avere anche la proprietd di essere predicibile, ma la definizione di predicibilita viene data
dopo....7777
20La dimostrazione della (3.12), si basa sul fatto che

(Xt = Xo) 2 [ X >t =< X > = X7 — X2 - 2Xe (Xt — Xs)— < X >4 + < X >o= X7~ < X >¢ —[X2— < X >5] — 2 X5 (Xt — Xo).
Infatti, passando ai valori attesi condizionali si ha che, essendo X g una variabile aleatoria Gs misurabile,
E[(Xt — Xo)? = [< X > — < X >.]|Gs] =E[X?— < X > —[X2— < X >,]|0s] — 2 X, E[(X; — X,)|Gs] =0,

dove l'ultima uguaglianza dipende dal fatto che th— < X >t e Xy sono martingale.
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Per la proprieta di martingala di Z;X (f) si osservi che, se t’ <t; < t; <t", postothy =t <ty=t,<--- <t =
th <t,, =t", e posto Hy,y = f(t} ), allora H} | & Gy, -misurabile, per k =0,--- ,m—1, e

BIIX(S) - L () | 6ol = ZEHk+1 Xy, — X)) | Gy ZE [Hiyy (X, — X)) | Gy | G

m
o ZE Hp g E[(Xy = X)) | G | Gy Z]E Hiyy 0] =0
L

(Hk+1 e gtk m (Xt & una Ge— MG)

Per quanto riguarda M{ , con la stessa tecnica usata precedentemente, ci si convince subito che basta dimostrare
che E[M{Agu] = M{, per due tempi t' e t”, che sono due tempi consecutivi di una partizione, ossia, per cui
IX(f) =TX(f) + H (Xpr — X)), con H = f(t"), che & Gy -misurabile.
A questo punto basta osservare che
f f X 1 2 X )2 ~ 2
M, = Mb = (TE () + H (X = X)) = (ZX(D) = () E[(Xer = Xu)? | 6]
2 2
= (ZXN) + (H (Xor = X)) = 2T () H' (Xew = X) = (TH () = () E[(Xer = X0) | Gu]
= (H")? (X — Xp)® = 2L (f) H' (X — Xp) — (H')?E [(Xer — Xp)? | Gu]

da cui, passando ai valori attesi condizionali, e sfruttando il fatto che H' e It)/( (f) sono Gy -misurabili, si ottiene

E [M{,, - M| gt,] -E [(H’)2 (KXo — Xp)2 = 2TX(f) H' (X — Xp) — (H)? B [(Xor — Xp)? | Gor] | gt,}
= (H'VE[(Xer — Xu)? | Go] = 2Zi (f) HE[Xer — Xor | Go] — (H') E [(Xer — Xu)? | Gu] =0

Esercizio 3.3. Si dimostri che non é necessario fare 'ulteriore ipotesi di limitatezza di f (ossia di Hy) per avere
Uintegrabilita della martingala M{, ma basta supporre che

N
E|> Hiw) [<X >, —<X >tk_l}1 < 00
k=1

T
2
E /0 F2s)d < X >,

soluzione: Postot), =t perk <mn et, , =t siha

n 2 n+1 2
<Z Hk(w)(th 7th71) +Hn+1(w)(Xt ) (Z Hy(w Xt; Xt'k_l)>
k=1

n+1 n+ln+1
:Z(Hk(w Xt’ —Xt;c L ) +ZZHk Xt;c _Xti,,l)Hj(w)(Xt;- _Xt;—l)
k=1 k=1 j=1

Ciascun termine del tipo
2 2
(Hi(w)” (Xy = Xy )

ammette valore atteso (finito o no, a priori) che ¢ dato dal limite

lim E [(Hk(w)/\M)2 (X, —Xt;H)Q} = lim E[(Hk(w)/\M)z E[(Xy — Xy )Gy 1]}

M /oo M /o0
= Jlm E [(Hk(w)/\M)Q E[<X >y — <X >y \gt;_l]] = Jlm E [(Hk(w)/\M)Q (<X >y —<X >y )]

:E[(Hk(w)) (<X >y —<X >y 1)]

Per lintegrabilita dei termini del tipo Hy(w) (Xt;c — Xtﬁc_l) H;(w) (Xt; — Xt'j,l)’ basta poi usare la disuguaglianza
di Cauchy.
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L’esempio che segue ¢ in realta un’anticipazione, in quanto richiede la conoscenza del processo di Wiener, che in
queste note si trova nei capitoli successivi. La lettura di questo esempio va quindi rinviata e deve essere effettuata
dopo aver introdotto tale processo.

Esempio 3.12. Se nell’Esempio 3.11 si prende X; = Wy, il processo di Wiener standard, e G, = F}V (oppure G; = F;,
se si tratta di un processo di Wiener rispetto alla filtrazione (F;);)si ottiene®! che

E[(th - th—1)2|gtk—1] = E[(Wtk - Wtk—1)2|‘7:t‘:/,1] =1g —lh—1
e quindi che

M{::If(f)—ZH( Yt At —tp 1 At) = /f YAW (s /f (3.15)

k

¢ una martingala, ed infine che

E[Z2(f [/f YdW (s 2]:E[/()tf2(s)ds]. (3.16)

Si noti che saremmo arrivati alla stessa conclusione anche nel caso di una martingala (Xi)i>o0 di quadrato
integrabile, con variazione quadratica (predicibile) < X >;= t. Se inoltre la martingala ha traiettorie continue,
allora anche l'integrale stocastico I;X (f), sempre per processi elementari, ha traiettorie continue.

Conclusione In questa sezione abbiamo mostrato come si puo definire I'integrale stocastico di (f(s))se[o,r) rispetto
ad una Gi-martingala X, con (f(s))sejo,r] Processo elementare G;-predicibile, ovvero??

ZH]C H(tk 1,tk](8)

per una partizione {tx,k = 0,--- N} di (0,7], con 0 = tg < t1 < --- < t5y = T, dove Hy sono variabili aleatorie
Gt,._,-misurabili:

X — ' — S —
7 (f)(w) -—/ f(s,w)dX (s,w) = E Hk(w)(th/\t th,l/\t)7
0 k=1

Se inoltre la martingala (X;);>0 ¢ di quadrato integrabile, con variazione quadratica (predicibile) < X >; (ossia con
X?— < X >, una martingala), allora, nell’ipotesi che Hy siano variabili aleatorie limitate, oppure (si veda 1'Esercizio
3.3) nell’ipotesi che

T N
/ fA(s)d< X >5] =FE [ZH,?(w) [<X > — <X > ]| <oo,
0 k=1

218i ricordi che il processo di Wiener W; & un processo ad incrementi indipendenti, e quindi Wi, — Wy, _, € una variabile aleatoria
gaussiana N (0, ¢y — t5—1) indipendente dalla o-algebra Ftv:,l- Di conseguenza

E[(Wey, = We_ )21 F 1= E[(Wey, — Wiy )2 = te — tis
in quanto E[(Ws, — Wy, ;)% = Var(We, — Wi, ).

22 Attenzione: nella parte relativa all'integrale stocastico (Sezione 6), al posto di Hy, che & Fy, | -misurabile, si scrive Cj_1, che &
Fi,_,-misurabile, ossia si considerano i processi del tipo

ZC’C (@)t 41 (8)s

ponendo cioe Ci_1 = Hj. Cid puo ingenerare qualche confusione, ma confidiamo nell’intelligenza del lettore....
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si ottiene che .
(ItX(j"))2 - / fA(s)d < X >, & una martingala, a media nulla,
0

ossia

<IX(f) >= /th(s)d<X>S.
0

Infine se (X¢)i>0 € una martingala di quadrato integrabile, con variazione quadratica (predicibile) < X >;=t, ed
¢ a traiettorie continue, allora il processo Z;* (f) ¢ a traiettorie continue e

X = t28 S
<T <f>>t—/0f<>d,

per ogni funzione elementare con E Uot 2(s) ds} < 0.
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3.3 Martingale, submartingale e tempi d’arresto

Definizione 3.4. . Sia {F;} una filtrazione e sia 7 : @ — RT U {oo}, una variabile aleatori (la v.a. T deve prendere
valori negli indici del tempo preso in considerazione e quindi, ad esempio, in N se si tratta tempo discreto, ma puo
anche prendere il valore infinito). La v.a. T si dice tempo d’arresto (o stopping time) rispetto ad {F;}, se per
ogni t

{Tgt}eft

Si dice inoltre che T ¢ un tempo d’arresto finito se

P(r < +00) =1

e che 7 ¢ un tempo d’arresto limitato se esiste un numero L< 400 per cui

P(r<L)=1

(Si noti che a volte la filtrazione in considerazione & ovvia, e quindi non viene specificata.)

3.3.1 Tempo discreto

Nel caso in cui I'insieme dei tempi sia N & equivalente chiedere che {7 = n} € F,, per ogni n, come si vede facilmente??.

Esempio 3.13. Con le stesse notazioni dell’Esempio 3.3, e per ogni a € R,

7(w) =inf{n: S, > a}, (con la convenzione che inf{(} = +c0)

¢ un tempo d’arresto rispetto ad F2, in quanto per decidere se l'evento {T < k} si & verificato, basta esaminare le
prime k v.a. Sy,---,Sk.

Invece o(w) = sup{n < 10 : S,, > a}, se un tale n esiste e 10 altrimenti, non & un tempo d’arresto, in quanto,
ad esempio, per decidere se l’evento {o < 3} si & verificato, bisogna esaminare tutte le v.a. Si,---,S10 € non solo
Sy, Sa, 83, percio {o < 3} non ¢ misurabile rispetto a Fy .

Definizione 3.5. Dato un tempo d’arresto T, si definisce la o-algebra degli eventi fino al tempo 7 come

Fr={A e Fy, per cuit AN{r <t} € F; per ogni t}
dove Foo = \t/]-'t.

Si tratta cioé degli eventi, per i quali stabilire il loro verificarsi insieme al verificarsi di {7 < ¢} dipende solo
dall’informazione disponibile fino al tempo t.
Nel caso in cui 'insieme dei tempi sia N & equivalente chiedere che AN {r = n} € F, per ogni n, come si vede
facilmente??.

230Qvviamente
{r=n}={r<np\{r<n-1}
quindi, se {T <n} € F, e {r <n—1} € Fp_1 C Fn, allora {T = n} € F, per ogni n, mentre

{r<n}=Up_olr =k}

e quindi se {7 = k} € Fx per ogni k, essendo Fj, C Fy, per k < n, si ha che {r < n} € F, per ogni n.
24Infatti: se AN {r =n} € F, per ogni n, allora

An{r<n}=Up_gAn{r =k}, An{r=k} € F, CFn, k<n,

e quindi AN{r <n} € Fn.
Se invece AN {7 < n} € F,, per ogni n, allora

An{r=n}=An{r<nP\An{r<n-1}, An{r<n-1} e F,_1 C Fn,
e quindi AN{r =n} € Fy.
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Esercizio 3.4. Controllare che F, é una o-algebra.
(suggerimento: se A € Fr allora levento AN {r <t} ={r <tPN\{An{r <t}} € F)

Esempio 3.14. Se F, = o{X1, -+, X} et =inf{n t.c. X,, € I}, con I € B(R), allora 7 é un F,, tempo d’arresto,
infatti Uevento {T <n} ={3k <n t.c. Xy €I} € F,.
3.3.2 Tempo continuo

Per i tempi di uscita, nel caso a tempo continuo, le cose non sono cosi semplici come nel caso a tempo discreto, pero
qualcosa si puo dire.

Definizione 3.6. Sia

T4 =1inf{t >0 t.c. X; ¢ A},

con la convenzione che l’estremo inferiore dell’insieme vuoto € uguale a +0o.

La v. a. T4 ¢ detta tempo di prima uscita da A.

Lemma 3.2. Se X; ¢ un processo a traiettorie continue e A ¢ aperto, allora T4 € un tempo d’arresto.

Dimostrazione. Si tratta di notare che, essendo A¢ chiuso la funzione x +— dist(z, A°) & continua, e di conseguenza,
essendo X; a traiettorie continue, si ha che la funzione s — dist(Xs, A°) & continua. Percio

inf dist(Xs, A°) = min dist(X,, A9)

0<s<t 0<s<t

e quindi
. . c _ . . e 1y
{ta >t} = {og;;dlbt(Xs’A ) >0} = U{oégitdISt(Xs’A ) > ;} =

)_x

_U{ mf dlSt(XS,AC = U m { dist(X, A°) > }G}—t

se@ n 0<s<t
TseQ

Si noti che se il o énf; , dist(X,, A°) non fosse un minimo, allora potrebbero verificarsi contemporaneamente gli eventi
757
>t inf dist(Xs,A%) =0
{Ta>t} e { inf dist(X,,A%) =0},

e la prima delle precedenti uguaglianze non sarebbe valida.
O

Nel caso in cui I'insieme A non sia aperto non ¢ detto che 74 sia un tempo d’arresto. Se A ¢ un insieme chiuso
allora 74 € un tempo d’arresto in senso debole, ovvero

{Ta <t} € F, per ogni t > 0.
Osservazione 3.6. Affermare che T & un tempo d’arresto debole & equivalente ad affermare che é un tempo di arresto
rispetto alla filtrazione
.7:t+ = sgt]_-s.
Infatti in generale, se {7 <t} € F; per ognit > 0, allora, qualunque sia m > 1

1
< = _— F
{T_t} ngm{7<t+n}e o

e quindi {T <t} € Fy per ogni s > t, ovvero 2 {1 <t} € Fyr per ogni t.

25 Alternativamente: per ogni s >t si ha {r <t} = gl{T <t-+ S;t} € Fiy(s—t) = Fs
n=
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Lemma 3.3. Se X; ¢ un processo con traiettorie continue a destra con limili a sinistra (cadlag acronimo dal francese
continue & droite limite & gauche), la filtrazione é continua a destra (cioé Fy = Fy+ = ﬁt]:s) ed F' é un chiuso allora
s>

TF € un tempo d’arresto.

Dimostrazione. Basta dimostrare che 77 € un tempo d’arresto in senso debole, e difatti

{rr>tt= () {X. € F},

0<s<t

ed essendo il processo X; a traiettorie cadlag ed F' chiuso si ha

() {(X.eF}= [ {X.eF}eF.
0<s<t Ong<t

(infatti se X5 € F per ogni s € QN [0,¢), alloraVr < ¢ X, =lim ¢, X;€F)

seQN(r,t)

3.4 Alcune proprieta dei tempi d’arresto

1) Se 7 e o sono tempi d’arresto allora 7 Ao e 7V ¢ sono tempi d’arresto.

Infatti, per ogni t,

{rve<t}={r<t}n{o<tteF e {thno<t}={r<t}u{oc<t}teF

2) Se 7 & un tempo d’arresto allora la successione Tn:@ € una successione di tempi d’arresto per cui 7, — 7, con
Tn > 7 per ogni n. (qui [x] denota la parte intera superiore)

[n

Infatti, V¢, posto t,, = TtJ, risulta

{m <t} ={[mn] <nt}={r < %} € Fi, CF

in quanto, posto k = [rn], cioe k — 1 < 1n < k, e k < nt, allora |nt| > k > mn, ovvero 7 <
risulta ¢,, < t.
Per la convergenza di 7,, a 7, basta osservare che qualunque sia = € R si ha

t .
%, ed ovviamente

fa] 1 _[ae]=1_ _ [na]

n n n - n

Si osservi che, se di prende 7,, = T9n, allora 7, \, 7, cioé 7,, € anche una successione monotona non crescente, e
che inoltre {7,,} C D, dove D & l'insieme dei diadici. Infine va notato che tale risultato & interessante solo nel
caso di tempi d’arresto che assumono valori in un insieme non discreto.

3) La v.a. 7 ¢ F,-misurabile.

Infatti, per ogni s, {r <s}€ F. in quanto, qualunque sia t,

{r<sin{r<t}={r<sAt} € Foas TF

4) Se 7 e o sono tempi d’arresto e P{o < 7} = 1, ed Fy contiene tutti gli eventi trascurabili (cioe gli insiemi contenuti
in insiemi di probabilita nulla), allora F, C F..
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Infatti se A € Fo e AN{o <t} € F; per ogni t, allora

An{r<ty=An{r<tin{oc<tHhuAn{r<t}n{o>t}) =

=((An{o<t})n{r<thuC e F
in quanto C := (AN{r <t}n{o >t}) € Fy C F;, essendo un evento trascurabile, e {T <t} e AN{o <t} sono

in F; per ipotesi.

Si osservi che se invece o < 7 certamente, allora la condizione che Fy contenga tutti gli eventi trascurabili non
€ necessaria.

Per terminare questa sezione, osserviamo che, se una filtrazione soddisfa le cosiddettecondizioni “abituali“, cioe
i) Fo contiene tutti gli eventi trascurabili,
ii) la filtrazione ¢ continua a destra (cioe F; = Fy+ := N Fy),
s>t

allora si possono applicare sia il Lemma 2, ed ottenere cosi dalla ii) che i tempi di uscita da un chiuso sono tempi
d’arresto (e non solo tempi d’arresto in senso debole), sia la proprieta 4, e ottenere cosi dalla i) che F, C F, ogni
volta che P(o < 7) = 1.

3.5 Caso a tempo discreto

Proposizione 3.4 (Martingale arrestate). Data una F,,-martingala (o submartingala) X, ed un tempo d’arresto
T, il processo
Y, = Xonr

¢ una F,-martingala (o submartingala,).

Nota bene: si usa anche la notazione
T
X7 = Xpar,

e il processo (X)), ¢ detto martingala arrestata al tempo 7.
Dimostrazione. Cominciamo con il dimostrare che Y,, ¢ F,-misurabile e che ¢ integrabile. Si noti che

Y, = XTI{TSn} + XnI{T>n}v

e quindi

Yy = Xolgr—oy + Xilpo1y + Xolgr—oy + -+ Xolreny + Xol{ron), (3.17)
Yn = X()I{T:()} + Xl-[{-rzl} + XQI{-,—:Q} + -+ XTLI{TZ’H,} (318)

e che {T =k} € Fi, C Fp, {7 > n} € F, e che X sono F,-misurabili per k < n, da cui la F,,-misurabilita di Y5,.
Per ottenere l'integrabilita basta notare che dalla (3.18)

(Yo <[ Xo [+ [ X0 [+ Xo [+ 4| X |

e sfruttare I'integrabilita delle X}.
Per ottenere il resto dobbiamo notare che dalla (3.18), con n + 1 al posto di n, si ha
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Y1 = Xolr—oy + Xalfrmy + Xolrooy + -+ X rmny + X1 lirony, (3.19)
e quindi, confrontando (3.17) e (3.19)

Yop1 - Y, = (Xn+1 - Xn)I{T>n}

Di conseguenza, essendo I(;~,} una v.a. F,-misurabile, ed X,, una martingala,

E(Yoi1 — Yo | Ful = B[ Xpi1 — X | Full(zsny = 0.

Nel caso in cui X, sia una submartingala risulta ovviamente E[Y,, 11 — Y, | F,,] > 0.

Proposizione 3.5. Data una F,-submartingala (o martingala) X,, ed un tempo d’arresto T, limitato quasi certamente,
ovvero per cui esiste un n € N, tale che
P1<7<n)=1

allora
E[X,] <E[X,] < E[X,].

(Nel caso di martingale E[X,] = E[X,] = E[X,,].)
Dimostrazione. Per la proposizione precedente si ha che { X }x € una submartingala, e quindi in particolare il valore

medio & crescente (in senso lato). Poiché X, ,; = X7, la prima disuguaglianza segue immediatamente.
Per la seconda disuguaglianza basta mostrare che E[X,, — X;] > 0 e infatti

n n

Xn—X; = Z(Xn - XT)I{T=i} = Z(Xn - Xi)I{T=z'}

=1 i=1

e quindi
n

E[X, — X, =Y El(X, — X)I{r—y) = > _E[E[(X, — X)I(r—s} | 7))

i=1 i=1
La tesi segue in quanto

E[( Xy — Xi)l{r—iy | Fi] = I=n E[(X,, — X5) | Fi] >0,

nel caso delle submartingale (= 0 nel caso delle martingale).

Questa sezione termina con una versione del famoso teorema del campionamento opzionale.

Teorema 3.6 (Optional Sampling Theorem o Teorema del campionamento opzionale). Sia X, una
submartingala. Siano o e T due tempi d’arresto limitati, e tali che

o<,

allora
E[X,|Fs] > X,.

Dimostrazione. Sia n tale che o < 7 < n. Allora chiaramente

XT = XOI{TZO} + XII{T:1} + XQI{T:2} +--+ XTLI{T:TL}7
Xo = Xolo=o0y + X1ljo=1y + Xol{o=2} + -+ XpnL{5=n}-

Cio mostra che

| XA < | Xo| + | X1|+ | Xa| +- -+ | X0,
| Xo| <[ Xo| + [ Xa| + [Xo| + - + [ X
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e quindi in particolare che X e integrabile, per cui ha senso calcolare la sua media condizionale.
Inoltre X, & F,-misurabile, infatti, qualunque sia x, I'evento {X, < z} € F,, in quanto per ogni h
{Xo <z}n{o=h}={X, <z}n{oc=h}eF,.
Infine per mostrare che E[X,|F,] > X,, basta mostrare che
E[X,14] > E[X,14], VA€ F,,
o equivalentemente (essendo 7 =7 An e o =0 An) che
E[ X anla]l > E[Xoanla], VA€ F,.
Infatti

E[X pnla] = Z E[X]Talf,—p] = Z E[X]Lano—n))-
h<n h<n

Essendo A un evento F,-misurabile, si ha che AN {o = h} & un evento di Fy; inoltre, su tale insieme 7 A h = h, in
quanto h = o e o < 7; infine, il processo (X), € una submartingala. Di conseguenza,

E[X Tano=n}] > E[XpLan(o=n)]
= EX nIalio—ny] = EX3Tal(_py)-

Per ottenere la tesi basta osservare che, sommando su h < n, si ottiene

E[X,14].

3.6 Applicazione: la rovina del giocatore con le martingale

1) caso simmetrico
Sia Y} una successione di v.a. indipendenti, con

PYVy=1)=P(Yy=-1)= =
e sia

n
S, = Z Y.
k=1

Sappiamo (vedi Esempio 3.2) che S,, & una martingala, in quanto se p = 1/2 allora E[Y}] = 0. Siano a e b numeri
naturali non nulli e sia

T =7(a,b) :=inf{n t.c. S, ¢ (—a,b)} =inf{n t.c. S, = —a o S, =b}.

La variabile aleatoria 7 & finita 25 con probabilita 1, cioé P(7 < +00) = 1, e quindi il gioco finisce in un tempo finito.
Per uno dei risultati precedenti sappiamo che S, A, € una martingala e che quindi

E[Synr] = E[Sinr] = E[S1] = 0

268i pud dimostrare direttamente, anche nel caso generale, con P(Yy =1) = p, che
P(r = 400) = lim P(7 > n(a+0b)) =0.
n—oco
Infatti, si ha {7 = +oo} = "gl{’r >n(a+b)} eP(r >n(a+b)) < a™ per un a < 1. La prima uguaglianza ¢ ovvia, mentre la seconda si
puo vedere facilmente osservando che

{w tali che esiste & < n per cui Yi(aqp)+1 = Yi(atrt)+2 = = Yi(atb)+atd = 1} € {7 <n(a+b)},
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Inoltre S,ar — S; per n — +00, € |Spar| < max(a,bd) e quindi per il teorema della convergenza dominata

E[Sn/\T] - E[ST]-

Di conseguenza
E[S;] = —aP(S; = —a) + b(1 = P(S,; = —a)) =0,

da cuil immediatamente

2) caso generale
Come nell’applicazione 1) ma con P(Yy =1)=peP(Yy =—-1)=qg=1—p.
Si procede?” in modo analogo al caso precedente, ma questa volta si prende come martingala

Z,, = exp{0S, —ny(0)}

dove

exp{¥(0)} = E[exp{0Y1}] = exp{0}p + exp{—0}q.
Si cerca, se esiste,  in modo che 1(0) = 0 ovvero, posto exp{f} = a, si cerca ap +a~1q =1, ovvero a’p — a+q = 0.
Cio e possibile solo per

C1:T—dpg  1++/1—dp+4p® 1+£+/1—dp+4p> 1£[1-2p| 1+ (1—2p)

o
2p 2p 2p 2p 2p
ovvero per a =10 a = % (come del resto si pud vedere subito, anche direttamente). Il caso aw = 1 corrisponderebbe
Sn
a Z, =1 e non porterebbe ad alcun risultato, mentre exp{f} = a = % corrisponde a Z,, = (%) .

Di nuovo, sempre per convergenza dominata,

1= E[Zun,] — E[Z,] = (%) P(S, = —a)+ (9)”[1 —P(S, = —a)] = 1,

da cui di nuovo si puo ricavare, posto p = >

Si noti che 5
P(S, = —a) —
( T ) a + b
e che quindi  P( | {Vi(atb)+1 = Yi(atb)+2 = = Yi(atb)+ats = 1}) < P(r < n(a+b))
k<n
ovvero, passando ai complementari, e utilizzando 'indipendenza delle v.a. Y},
PO Ye(ass)+1 = Ye(atrty42z = - = Yiarb)rats = 139) = [[ PV e(art)41 =+ = Yiatb)rats = 1}°)
k<n k<n
= [ =p"t") =0 —p*™")" =a™ > P(r > n(a+b)).
k<n

La dimostrazione ¢ finita in quanto a™ tende a zero.
Si noti che in sostanza la precedente dimostrazione si riduce a dimostrare che 7 < T'(a 4 b), dove T' & la variabile aleatoria geometrica di
parametro 8 = p%t? = 1 — @, definita come

Tw =k+1 & weBkm(mh<kB,§)

dove By, = {Yi(agp)+1 = = = Yi(atb)tatb = 1}¢. Allora la v.a. 7 ¢ finita, essendo la v.a. T finita.

27In questo caso E[Yx] = 2p — 1 # 0. Se si prendesse la martingala a media nulla M,, := S, — (2p — 1)n ci sarebbero due problemi:
il primo & che la corrispondente martingala arrestata My, non & limitata, per cui pur convergendo a M, = S, — (2p — 1)7, non possiamo
immediatamente dire che anche i valori attesi di M, -~ convergono al valore atteso di M,
il secondo ¢ che, anche se avessimo dimostrato che i valori attesi convergono, e quindi si avesse che 0 = E[M;] = E[S; — (2p — 1)7], non
avremmo finito, in quanto dovremmo conoscere anche il valore atteso di 7.
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per p — 1, cioe per p — %

Per concludere questa sezione proponiamo un esercizio: mostrare che, per p # %7 la funzione h(z) := (%) e

armonica rispetto alla matrice P delle probabilita di transizione della passeggiata aleatoria. Nel caso per p = %,
mostrare che lo stesso vale per la funzione h(z) = x.

3.7 Disuguaglianza di Kolmogorov per submartingale non negative
Proposizione 3.7 (Disuguaglianza di Kolmogorov). Sia X,, una submartingala non negativa allora

EX,,]

(i) P(maX(Xla X27 ) Xn) > 7) S

Sia Xy, una martingala con E[|X,|*] < +o00,a > 1, allora

E[|Xn|]

(ii) Pmax(| X1, | Xaf, -, |Xa]) > 7) < s

Dimostrazione. Cominciamo con il primo caso. Si definisca

{T = inf{k tali che 1 <k <mn, X, >}, seun tale k esiste
T:

=mn, altrimenti.
Ovviamente 7 ¢ un tempo d’arresto e {X, > v} = {max(Xy, -+, X,) > 7} e quindi per la disuguaglianza di Markov
El[| X~ E|X
P(max(X1, Xo, -+, X,) >7) =P(X, >7) < H’Y I _ [,Y -,—}

Basta quindi mostrare che E[X,;] < E[X,,], ma cio discende immediatamente dalla precedente Proposizione 3.5, in
quanto 7 € a valoriin 1,2, -, n.
Per il caso delle martingale, la tesi segue osservando che

P(maXﬂXll’ |X2|> T |Xn|) > '7) = ]P’(max(\Xﬂo‘, |X2|a7' ] ‘Xn|a) > 7@>7

la funzione |z|%, per a@ > 1 & convessa e quindi |X,,|* ¢ una submartingala non negativa (confrontare proprieta 4) e
infine applicando la disuguaglianza precedente.

3.8 Convergenza di martingale

Nell’esempio della rovina del giocatore abbiamo trovato che delle martingale limitate per le quali esisteva il limite per

. . . . . S, N
n che converge ad infinito: le martingale S, nel caso simmetrico e (%) """ mel caso generale. Questo fatto & un
caso particolare di un risultato piu generale.

Proposizione 3.8. Sia X,, una martingala uniformemente limitata in L', cioé tale che
supE[|X,,|] < M < +o0.
n
Allora

P({w t.c. 3 finito nh_)rroloXn(w)}) =1
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Dimostrazione. Daremo la dimostrazione solo nel caso in cui valga una ipotesi piu forte:

supE[|X,|?] < M < +oo.

1/2
(si noti infatti che in tale caso E[|X,,|] < (E[|Xn|2]) <M)

Basta mostrare che la successione X,, € una successione di Cauchy con probabilita 1. Cio significa che
{w t.c. Ve > 0Im > 1 t.c.Vk > 1| Xtk (w) — X (w)] < €}

ovvero

Nn U ni{lX — X, <
6>0m21k21{| mtk m| <€}

€ un insieme misurabile di probabilita 1. La misurabilita segue osservando che & equivalente prendere e razionale
positivo. Per calcolare la probabilita, ricordiamo che in generale se Bj sono eventi P( N Bp) = 1 se e solo se
h>1

P(By) = 1Vh > 1. ~
Infatti se P(hngh) =1 allora, poiché hngh C By, ne segue che P(By;) = 1, comunque fissato h > 1. Se viceversa
P(By) = 1Vh > 1, allora -
]P’(hngh) =1- P(hngh), eP(hngh) <> P(Bf)=0.
h>1
Di conseguenza la tesi equivale a mostrare che, per ogni € > 0,
_ < _
P(mgl kgl {[ Xk — Xm| < €e}) =1,

ovvero che, per ogni € > 0,

P X - X =0.
(mgl kszl {| m+k m| > 6}) 0

Si osservi che,Vm > 1,
N _ C X
m>1 kLZJl {|Xm+k: Xm| - E} :’szjl{‘)(m-'_l€ Xm‘ - 6}

e che
POY A Xmer — Xa| > e}) = lim P(U {|Xepp — Xom| > ).

Di conseguenza
B( 0, U A Xmsk = Xl > ) < lim B O {| X = Xl > €}),

m>1 k>1
e quindi
n
_ < 1 . S .
P(mgl kgl {[Xmir — Xm| > €e}) < mlgnoo nh_{gop(kglﬂvaLk Xo| > €})
Non rimane che dimostrare che
lim  lim P( O {|Xosr — Xo| > €}) = 0.
m—oo n—oo k=1

Si osservi ora che X, := Xtk — Xam, € una martingala rispetto alla filtrazione Gy, := Fmy € che

n _ - -
O {1 Xk — Xl > €} = {max(| X1, | Xal, | Xal) > €.
Basta quindi applicare la disuguaglianza di Kolmogorov per a = 2 per ottenere che
n E[| Xmin — Xml?]  E[X,,] — E[XZ]
P(kglﬂXm-s—k _ Xm| > 6}) < H M+:2 ‘ ] _ + S .

Infatti
E[| Xm4n — Xml’] = E[X2

m+n

] + E[X2] — 2E[Xmryn Xim] =
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= E[X2ﬁ+n] + E[XQW] - 2E[E[Xm+nXm | fm] =
= EIX2,,] + E[XZ) — 2E[XE[ Xy | Frr] = E[XZ;,,,] + E[XZ] - 2E[X2]

A questo punto si noti che E[X2] ¢ una successione convergente ad un numero p < M, in quanto & una successione
limitata per ipotesi, e monotona non decrescente (X2 ¢ una submartingala). Quindi

o n o EXEL) -EIXG]
lim lim P(k!1{|Xm+k — Xl >€}) < lim lim = lim

m—o00 N—00 m—o0 N—00 €

3.9 Disuguaglianza di Doob

Proposizione 3.9 (Disuguaglianza di Doob). Sia data una submartingala non negativa X, con E[(X,)P] < +oo,
per un p > 1. Posto X = r1£1<ax(Xk) vale la sequente disuguaglianza:
<n

B < (2) Bl

Nel caso di una martingala X, con E[|X,|P] < 400, e posto X = r1£1<ax(|XkD vale la sequente disuguaglianza:
n

B < (S25) EIX)

Dimostrazione. Si definisca

{7:Y := inf{k tali che 1 <k <n, Xy >~7} seun tale k esiste,

Tyi=n+1 altrimenti.

n
Ovviamente 7., ¢ un tempo d’arresto e I'evento {X > ~} coincide con kUI{TA, = k}.

Quindi per ogni g > 0
X: o0 o n
(X)) = / By dy = / By  x s spdy = / BYP TN I —iydy
0 0 0 =

Passando al valore medio, per 5 > 0,
n 00 n 00
E[(X;)°] = Z/ By PEV I (7, =iy )dy < Z/ By PE[X I (7 =iy )y
k=170 k=170

in quanto Iy, —xy < Xpl(r =x}. Inoltre, essendo X,, una submartingala X < E[X,, | Fi], non negativa, ed essendo
{ry =k} € Fj, si ha

E[XkIir,—iy] S E[E[Xy | Fallr —iy] = E[E[Xn I~y | Fil] = E[Xn I —13]

e quindi
E[(X;)] < Z/ By P BIXn I (7, —iy)dy =/ BYP R[N, Y Iir,—iy)dy
k=170 0 k=1

= E[/ By X I x5y d],
0

ovvero, se § —1 >0,

B < ABLY, [ 27T opdh] = B (X))
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Inoltre, prendendo 3 = p, e usando la disuguaglianza di Holder 22 si ottiene la tesi osservando che

B < L BIC6 o [ (e
e COURCC R

)p/<p1>] (p=1)/p

Infatti questa disuguaglianza non ¢ banale (ovvero non ¢ del tipo +0o0 <+4o00), in quanto si ha che E[(X})P] =
Emaxy—1,... n(Xk)?]] <E[>}_;(Xk)P] < +oo (il caso banale in cui E[(X})P] = 0 si pud escludere, in questo caso la
tesi del teorema & banalmente vera, ed il caso & poco interessante), e non rimane che dividere ambo i membri della
precedente disuguaglianza per E[(X)?]P=1/P,

O

3.10 Estensioni alle martingale a tempo continuo (cenni)

Quasi tutti i risultati delle sezioni precedenti si estendono al caso di martingale (o submartingale) continue o cadlag
(cioe continue a destra con limite a sinistra).

Ad esempio, la disuguaglianza di Doob, cosi come quella di Kolmogorov, si estendono al caso di submartingale X;
a tempo continuo e con traiettorie continue, considerando che

max | X = lim max | X
te[0,T n—0o0 t=(1/2")T,i<2"

Per quanto riguarda le submartingale cadlag basta passare dal massimo all’estremo superiore:

sup |X;| = lim max | X¢]-
t€[0,T] n—o0 t=(3/2")T,i1<2™

Per ottenere le disuguaglianze va anche osservato, che la successione X" = max;_; /an)1,i<2» | X¢| € una successione
monotona, e la monotonia permette di passare al limite sotto il segno di valore atteso (o di integrale rispetto a P).
Un poco piu delicato ¢ il problema dell’estensione dei risultati che coinvolgono X, quando 7 ¢ un tempo d’arresto,
come ad esempio il fatto che X, & una variabile aleatoria, e addirittura una variabile aleatoria F.-misurabile. A questo
problema dedichiamo una sezione alla fine di questo capitolo (Sezione 3.11).
Ad esempio, vale il seguente risultato:

Lemma 3.10. Un processo stocastico X3, con traiettorie cadlag, e Fi-adattato € una martingala se e solo se
E[X.] = E[Xy], per ogni tempo d’arresto limitato 7. (3.20)

Dimostrazione. La parte pin semplice ¢ quella relativa alla condizione sufficiente: se vale la (3.20), allora, prima
di tutto X; € una variabile aleatoria integrabile, per ogni ¢, dato che ¢ € un tempo d’arresto rispetto a qualunque
filtrazione. Inoltre per ogni s < t, e per ogni A € F,, posto

T=1tl4 4+ slye,
allora 7 & un Fi-tempo d’arresto e quindi
E[X,] = E[X;14] + E[X 4] = E[X{]

Ovviamente anche
E[X ] = E[X14] + E[X 4] = E[X(],

283i ricordi che, per p > 1 si ha
1 1 P
o=l e 9=
P oq p—1
e che la disuguaglianza di Holder garantisce che per tutte le variabili aleatorie

E[|XY[] < E[|X[7]PE[|Y|]7,

con la convenzione che se almeno uno dei due valori attesi E[|X|?] o E[|Y']?] non ¢ finito, allora il secondo membro vale infinito, e la
disuguaglianza & banale. Si tratta di una generalizzazione della disuguaglianza di Cauchy, che corrisponde al caso p = ¢ = 2.
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e quindi, per ogni s < t, e per ogni A € F;, si ha
E[X:14] = E[X,14]

ovvero X; € una JF-martingala.

Per quanto riguarda ’altra implicazione, spieghiamo solo ’idea: se 7 € un tempo d’arresto limitato da L, allora
o [mq—] N . . . 5 .. .. 1 [mL]
anche 7,, = = & una successione di tempi d’arresto limitata e a valori in {0, -, --- === }. Il processo a tempo

discreto Yy, = X}/, © una martingala a tempo discreto rispetto alla filtrazione Gy = Fj/,,. Allora sappiamo che
E[XTM] = E[Yﬁnﬂ] = E[YO] = E[XO]

Inoltre, essendo X; a traiettorie continue a destra si ha che la successione X, converge a X,. Per ottenere la tesi
basta osservare che
lim E[X, ] = E[X,],

m—0o0

in quanto la successione X, € una successione uniformemente integrabile. L’ultima affermazione segue dall’optional
sampling theorem, che assicura che X, = E[X1+1|F,. ], e dal fatto, per ogni variabile aleatoria integrabile Z in uno
spazio di probabilita (Q, F,P), la famiglia dei valori attesi condizionali {E[Z|G], G sotto o-algebre di F} & una famiglia
uniformemente integrabile.

O

L’optional sampling theorem si generalizza al caso di martingale a tempo continuo e cadlag. Puo essere interessante
pero sapere che esiste una generalizzazione, anche al caso di martingale uniformemente integrabili e di tempi d’arresto
generali: per tali martingale esiste X,, = lim;_ ., X; e si ha che per ogni coppia di tempo d’arresto ¢ < 7, non
necessariamente finiti, si ha

Xy, = E[ X | Fs] = E[X | Fs)

3.11 Processi misurabili e tempi d’arresto

Lo scopo principale di questa sezione e affrontare il seguente problema: sotto quali condizioni sul processo X; possiamo
affermare che, se 7 & un tempo d’arresto, allora X, ¢ una variabile aleatoria, /o una variabile aleatoria F,-misurabile?
A questo scopo ricordiamo la seguente definizione

Definizione 3.7 (Processi (congiuntamente) misurabili). Sia X : [0,T] x Q :—= R, (t,w) — X (t,w)( = X;(w)).
Sia B([0,T)) x F la o-algebra prodotto su [0,T] x Q , ovvero la o-algebra generata da {J x A C [0,T] x Q; J €
B([0,T)),A € F}. Il processo (Xt): si dice congiuntamente misurabile, o pit semplicemente misurabile, se la
funzione X ¢ B([0,T]) x F-misurabile. La definizione é analoga per i processi definiti per tutti i tempi t > 0: basta
sostituire [0, T] con [0, c0).

Cominciamo con l'osservare che se 7 & una variabile aleatoria a valori in [0,7] (non necessariamente un tempo
d’arresto) e (Xt)ie[o,r] € un processo misurabile, allora X, ¢ una variabile aleatoria. Infatti basta considerare che la
funzione

(Q,]:) — ([O,T] x Q,B([0,T]) x .7:) w (T(w),w)

¢ misurabile, e che w — X, (w) = X(7(w),w) & misurabile, in quanto composizione di due funzioni misurabili.

Nel caso in cui 7 sia un tempo d’arresto (rispetto alla filtrazione {F;}), cido dimostra solo che X, ¢ una variabile
aleatoria F-misurabile, ma non ci assicura che sia una variabile aleatoria F,-misurabile. Per ottenere cido dobbiamo
assumere un’ulteriore proprieta sul processo Xj;.

Definizione 3.8 (Processi {F;}-progressivamente misurabili). Sia X : [0,T] x Q 1= R, (t,w) — X(t,w)( =
Xi(w)). Sia B([0,t]) x F¢ la o-algebra prodotto su [0,t] x Q , ovvero la o-algebra generata da {J x A C [0,t] x Q; J €
B([0,t]), A € F;}. Il processo (Xy): si dice progressivamente misurabile se, per ogni t € [0,T], la funzione X
ristretta a [0,t] x Q & B([0,t]) x Fy-misurabile. La definizione é analoga per i processi definiti per tutti i tempi t > 0:
basta sostituire [0,T] con [0, 00).
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Lemma 3.11. Se X, ¢ un processo {F; }-progressivamente misurabile, e T é un {Fy }-tempo d’arresto a valori in [0, T,
allora la variabile aleatoria X, e una variabile aleatoria F,-misurabile.

Dimostrazione. La dimostrazione & banale, infatti basta dimostrare che, per ogni ¢t € [0,7] la variabile aleatoria
X;I{r<4y © Fr-misurabile. Ma cio ¢ banalmente vero in quanto, posta X' la funzione X ristretta a [0,t] x Q, cioe
Yt(s,w) = X(s,w), per s € [0,t] e w € Q, allora X; ;<4 = Yi/\t Ifr<4. La tesi segue osservando che 7 At ¢ una

variabile F;- misurabile e X' &un processo congiuntamente misurabile rispetto a B([0,t]) x F;. O

Per finire basta osservare che ogni processo Fi-adattato e cadlag (oppure continuo a sinistra) ¢ progressivamente
misurabile. Infatti si ha che, per ogni s <t X(s,w) = lim,, .o, X (™% (s,w),dove, posto s(n D= 2% t, si ha

on

X (s,0) == X(0,w) 1s0y(s JrZX (nt) (<nf> (wo]() s <t

che, chiaramente, sono processi B([0,?]) x Fi-misurabili. Cid mostra che il processo X ristretto all’intervallo [0,¢] &
anch’esso B([0,¢]) x F;-misurabile. Per 'arbitrarieta di ¢, si ottiene la progressiva misurabilita.
Il caso dei processi continui a sinistra si puo trattare in modo simile, prendendo pero la successione

X("’t)(S,W) = X (0,w) Loy (s -|—ZX sk" tl), [ (n) (n, t>)( s), s <t.

LQ;fJ ,w), in quanto L22ntj <te

lim,, o0 L227;” =t. I processi X (™) : (t,w) — X( Lz;fj ,w) sono chiaramente progressivamente misurabili, come si vede
subito da:

Tuttavia in questo caso ¢’@ un metodo pitt semplice: infatti X (¢, w) = lim,_ . X(

XM (tw) =3 X(G0) Lo o) (0),
k>1

dove t,(cn) =k/2".
Per maggiori dettagli e ulteriori generalizzazioni si consiglia, ad esempio, il testo di P. Baldi [1].



Capitolo 4

Processi aleatori a tempo continuo

4.1 Processi aleatori, definizioni ed esempi

Esistono diversi modi di definire un processo stocastico. Il primo consiste nel considerare semplicemente una famiglia
di variabili aleatorie.

Definizione 4.1 (Processo stocastico come famiglia di v.a.). Dato uno spazio (0, F,P) ed un insieme I di
indici', allora una famiglia di variabili aleatorie {X; : Q — R(oR?), pert € I} ¢ detta processo stocastico, e R (o
R?) ¢ detto lo spazio degli stati del processo.

In alcuni casi si vuole mettere in evidenza 1’evoluzione rispetto al tempo e si preferisce dare una definizione di
processo stocastico come funzione aleatoria.

Definizione 4.2 (Processo stocastico come funzione aleatoria). Dato uno spazio (2, F,P) ed un insieme I di
indici, si definisce processo stocastico (come funzione aleatoria) la funzione (misurabile)?

X:Q-Rhwe (- X(tw)).

Una definizione analoga vale nel caso di processi con spazio degli stati RY.

Altre volte si & interessati anche ad alcune proprieta delle traiettorie ¢t — X (¢,w), quali ad esempio la continuita.
Viene allora naturale dare la definizione di processo a traiettorie continue.

Definizione 4.3 (Processo stocastico come funzione aleatoria continua). Dato uno spazio (Q, F,P) ed un
insieme I di indici, si definisce processo stocastico (come funzione aleatoria continua) la funzione (misurabile)®

X:Q—C(Rjw— (tHX(t,w)),

ITipicamente I’insieme degli indici & T = [0,00), o I = [0,T], o ancora I = N (e in questo caso si parla pilt propriamente di successioni
aleatorie), ma & possibile anche che ’insieme degli indici sia multidimensionale, ad esempio I = R? (e in questo caso si parla pii1t propriamente
di campi aleatori).

2Per rendere la definizione completa andrebbe precisata la o-algebra che si mette sullo spazio di tutte le funzioni R’. Di solito si tratta
in realta di richiedere almeno che tutte le funzioni
Q— Rjwr— X(t,w)
siano variabili aleatorie F-misurabili. La o-algebra considerata su R & di solito R’, la o-algebra del Teorema di Kolmogorov 4.1 e la nota

4.1 corrispondente, per maggiori dettagli si veda I’Appendice 4.9 .

3Nel caso I = [0,7] lo spazio C(I;R) & uno spazio metrico con la metrica uniforme:

d(z(-),y(-)) == sup |z(t) —y(t)],
te[0,T)

e la o-algebra su C'(I;R) ¢ quella generata dagli aperti. Se invece I = [0, 00) si pu0, ad esempio, usare la metrica

A0 = 3 5 s o0 ~uOIAL

N=1 te[0,N

e di nuovo la o-algebra su C([0,00); R) & quella generata dagli aperti.

74
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dove C(I;R) ¢ lo spazio metrico delle traiettorie continue. Una definizione analoga vale nel caso di processi con spazio
degli stati R?.

Dato un processo si definiscono le funzioni di distribuzione finito-dimensionali.

Definizione 4.4 (Famiglia delle funzioni di distribuzione finito-dimensionali). Dato un processo stocastico
(secondo una delle precedenti definizioni) la famiglia delle funzioni di distribuzione Fy, ... 4 , definite per n > 1, e
t1, - tn, cont; € I, come le funzioni di distribuzione congiunte delle variabili (Xy,,--- , Xy, ), ovvero

Ftlf",tn(ml"” 7x7l) :P(th S T1,- ath S l‘n)7

¢ detta famiglia delle funzioni di distribuzione finito-dimensionali del processo X = (Xi)ier-

Va detto che, cosi come una variabile aleatoria viene spesso individuata attraverso la sua distribuzione, senza
specificare quale sia lo spazio di probabilita (2, F,P) sul quale & definita, spesso anche un processo viene individuato
attraverso le sue distribuzioni finito-dimensionali. Si pone quindi il problema di individuare quali sono le famiglie di
distribuzioni che sono effettivamente famiglie di distribuzioni finito-dimensionali di un processo.

Si individuano facilmente due condizioni necessarie ((C1) e (C2)), dette condizioni di consistenza:

(C1) Sia k > 1, sia m una permutazione di {1,--- , k}, si ponga
OpRY S RF (21, 2p) = Onlwy, -, xp) = (Ty, -, T, )
Si richiede che per ogni k > 1, 7, t1, -+ ,tx e (1, -+ ,x) valga
By (@, swg) = Fe e (@@, sak)) = Frp ety (T Ty ) (4.1)

La precedente condizione (C1) & chiaramente necessaria, infatti

Fip (@, xp) = P{(XG, <@p,---, Xy, <)}
- ]P){Xtﬂ-l S 1;71'17 e 7Xt7rk S I’T{'k} - Ftﬂl,“',tﬂ-k (:C7l'17' o 7I’Trk)'
(C2) Si richiede che per ogni k > 1, t1,- -+ ,tg, tpt1 € (1, -+ ,xp) valga
lim Ftl:"' Bk ste41 (3717 T ’xk7$k+1) = Fth'" 73 (£C1, U "Tk)' (4'2)

Th41—00

La precedente condizione (C1) & chiaramente necessaria, infatti

lim Ft1,”',tk7tk+l(‘r1"” 7$k7xk+1)

Tp+41—00

= lim P(th < Ty, 7th < xkvth+1 < mk+1)
L4100

=P(Xt, <1, Xy Sag) = Fyy o (@00 2.

E interessante notare che la prima condizione potrebbe essere automaticamente soddisfatta dando le funzioni di
distribuzione solo per t; < ta < -+, < t (e definendole negli altri casi in modo che la condizione (C1) sia soddisfatta).
Allora, pero, la condizione (C2), va modificata:

(C2') Sia k > 1, siano t1 <ty < -+ <t} < tg41, allora

lim Ftla"' Bk sth41 (xlv Tk JJ) = Ft17"‘ Stk (.131, o axk)v (4'3)
xTr— 00

lim Ftla"' i1t tigr, stk (171, L1, Ty L1y vzk-l-l)

Tr— 00

:Ftl""yti—lati+1a"'stk,+1(x1ﬂ"' s Li—1, Li41, " ,.’I;k+1), per 1 = 17 7k‘ (44)

Il seguente teorema garantisce che le precedenti condizioni necessarie, sono anche sufficienti.
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Teorema 4.1 (di Kolmogorov). Sia data una famiglia Fy, ... ¢, di funzioni di distribuzione finito-dimensionali
consistente, cioé che verifica le condizioni di consistenza (C1) e (C2) (ovvero (4.1) e (4.2) ), allora esiste uno spazio
di probabilita ed un processo aleatorio che ammette Fy, ... 1, come funzioni di distribuzione finito-dimensionali.*

La tesi rimane valida se valgono le condizioni equivalenti (C1) e (C2') (ovvero (4.1), (4.3) e (4.3).

Vediamo subito delle applicazioni del precedente teorema, mentre per la dimostrazione rimandiamo all’Appendice
4.9.

Esempio 4.1 (Processi a coordinate indipendenti). Data una famiglia di funzioni di distribuzione {Fy,t € I}
ad un tempo, si consideri la famiglia delle funzioni di distribuzione finito-dimensionali Fy, ... 4, (21, ,2) =
Fy (1) X -+ x Fy, (xg). Tale famiglia é chiaramente una famiglia consistente e quindi esiste un processo con tali
Sfunzioni di distribuzione finito-dimensionali.

Si noti che non si richiede che I sia numerabile, e che questo esempio, nel caso numerabile, garantisce l’esistenza di
successioni di v.a. indipendenti® .

Esempio 4.2 (Processi gaussiani). Siano date una funzione m : I — R, t — m(t) e una funzione, detta funzione
di correlazione, K : I x I — R, (t,s) — K(t,s) definita non negativa, cioé tale che comunque scelti n > 1,
ti,- -, tn €1, m1,- -+ ,mn € C valga

1,n

> onTi K (tn, tr) > 0.
h,k

Si noti che quindi necessariamente K (t,s) = K(s,t) e K(t,t) > 0 e che la condizione che la funzione di correlazione

sia definita non negativa corrisponde alla richiesta che la matrice T' = (I'; j == K(t;,t;))ij=1,...n Sia definita non
negativa (ovvero positiva in senso lato) qualungue siano t;, per j =1,--- ,n.
Sia Fy, ... 1, la funzione di distribuzione congiunta gaussiana di media (m(t1),---,m(ty)) e matrice di covarianza

I' definita da T'; j = K (t;,t;) peri,j =1,--- k, e sia fy, .. 1, la sua densita.

Per convincersi dell’esistenza di un processo con tali distribuzioni finito-dimensionali si consideri il caso in cui
K(t,s) sia strettamente definita positiva e si noti che se (Y1,---,Yy) & un vettore aleatorio con componenti indipendenti
e ciascuna con distribuzione normale N(0,1), allora il vettore definito da Z = (Zy,--- ,Z;) = A(Y1,---,Ye) +
(m(t1), - ,m(tr)) = AY +m, dove A =TY? (cioé T = A'A = AA?), & un vettore con la distribuzione cercatal.

Per la consistenza della famiglia Fy, ... 4, cost definita, si noti che loperatore &, di (4.1) é una trasformazione
lineare e che trasformazioni lineari di vettori gaussiani sono ancora gaussiani. Inoltre, indicando ancora con P
la matrice associata all’operatore di (4.1), allora ®,7Z = O, AY + ®.m, segue una legge gaussiana di media
Orm = (m(tr,), - ,m(tx,)) e con matrice di covarianza (P.A)(PrA)" = L AA'®L = & IO, = (T'y, x,)ij=1, k-
Da queste osservazioni si deduce immediatamente che per la densita vale
((I)ﬂ'(xl’ T axk))a

froro e @r, ) = foo b,

ovvero la (4.1). Per quanto riguarda la (4.2), basta ricordare che ogni sottovettore di un vettore gaussiano é ancora
un vettore gaussiano.

Esempio 4.3 (Processo di Wiener standard). Come caso particolare dell’Esempio precedente possiamo stabilire
l’esistenza del processo di Wiener standard, detto anche moto browniano, cioe del processo gaussiano con

4Inoltre & sempre possibile prendere come spazio di probabilita lo spazio canonico R!, come o-algebra la g-algebra generata dai cilindri,
ovvero dagli insiemi del tipo
C={z() e R! | (x(t1),x(t2), - ,z(tx)) € H}, dove H € B(RF)

ed infine come processo X; il processo canonico Xy (z(+)) = z(¢).
5Lesistenza di successioni indipendenti ¢ di solito sottintesa nei teoremi fondamentali del Calcolo delle Probabilita, come ad esempio la

Legge dei grandi numeri, o il Teorema centrale del limite.
6Si veda I’Appendice 1.6
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m(t) =0 e K(t,s) =tAs.

Bisogna ovviamente controllare che la funzione K(-,-) sia definita non negativa. Cio puo essere fatto direttamente,
ma con una certa fatica’.
Un metodo decisamente pit. probabilistico® ¢ il sequente: consiste nell’osservare che la funzione di correlazione

K(t,s) := Cov(N;, Ny)

di un processo Ny di Poisson standard (cioé con X\ = 1) & proprio t A s, cio ¢ sufficiente® a garantire la sua non
negativita. Infatti

Cov(N¢, N) = Cov(Nias, Npvs)
= E[Nitns(Nias + Nivs — Nins)] — E[Nias]E[Neas + Nevs — Nins)
= E[NitasNins] + E[Nias(Nivs — Nias)] — E[Neas] (E[Nins] + E[Nivs — Nias))
= VCW’(Nt/\s) + ]E[Nt/\s(NtVs - Nt/\s)] - E[Nt/\s]E[Nt\/s - Nt/\s] = V(M’(Nt/\s)

=tAs
"Dati t] <ty < --- <t la matrice (t; A t;)i,; si pud scrivere come
t1 tp - t1 t1
tp t2 - t2 to
t1 t2 o tg—1 tg—1
t1 to : tp—1 ty

Si pud dimostrare che il determinante di questa matrice & t1(t2 — ¢1)(t3 — t2) -+ (¢x — tk—1) > 0, e cid dimostra subito il fatto che
K(t,s) =t A s & definita positiva. Il primo passo per dimostrare tale identita ¢ osservare che

t1 1 cee 11 t1 11 0 cee 0 0

t1 to - to to t1 to—t1 - to — 11 to —t1
det | : = det

t1 12 . th—1 Tr—1 t1 ta—t1 . tp—1 —t1 tp—1—t1

t1 ta : te—1 tk t1 to—11 . tp—1 —t1 tp —t1

da cui

t1 t1 - t1 t1

t oty e t t ta — 11 g — 11 ta —t1
det | .. X = t1 det . s

) ’ ) to —t C g1 —t1 b1 —t

Btz e e D

t1  ta . tr—1 tk a

poi basta procedere per induzione, notando che t; — t1 — (t2 — t1) = ¢; — ta.

8Tuttavia questo metodo presuppone la conoscenza del processo di Poisson, che in queste note viene definito come processo ad incrementi
indipendenti in Sezione 4.6.

9La matrice di covarianza di un vettore aleatorio & sempre definita non negativa, e di conseguenza la funzione di correlazione
K(s,t) = Cov(Xs, X¢) di un processo X; qualsiasi ¢ sempre definita non negativa:

1,n
S K (th, t) Znhnkm[ — E[X,,])(X, — BIX,,])]
h,k
_l,n
=k Znhﬁk(xth 7E[Xth])(th 7E[th])

L h.k

=K Z"]h(Xth_ Z k - th]):|

Lh=1 k

=1
. )
=E [|> m(X,, —E[X,,
h=1
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Si noti che la proprieta del processo di Wiener di avere la stessa funzione di correlazione del processo di Poisson
standard, implica che gli incrementi sono non correlati. Poiché gli incrementi del processo di Wiener (W;)i>0 hanno
distribuzione gaussiana, sono quindi anche indipendenti. Inoltre per ogni s < t, lincremento W; — Wy deve essere
una variabile aleatoria gaussiana (in quanto differenza di due v.a. congiuntamente gaussiane), deve avere media nulla
e varianza'® uguale alla varianza di Ny — Ny, ovvero uguale a t — s. Infine deve essere P(Wy = 0) = 1, in quanto la
media deve essere nulla e la varianza deve essere uguale a K(0,0) = 0.

Questa proprieta di indipendenza degli incrementi é fondamentale per ottenere la densita congiunta di
Wiy, -+, Wh,)). Infatti si puo pensare che il vettore (Wy,,--- , Wy, ) si ottiene dal vettore degli incrementi

(AWtNAWtza T 7Ath) = (Wt1 = Wo, Wiy =Wy, -+ 7th - th,—l)
con la seguente trasformazione lineare

h h
Wth = Wth - WO = Z(Wt7 - Wti—l) = ZAWti’
=1

i=1

(dove si & posto to = 0) che corrisponde ad una matrice B la cui inversa B~ ¢ la matrice la cui diagonale ha tutti gli
elementi uguali ad 1, la cui sottodiagonale ha gli elementi tutti uguali a —1 e tutti i rimanenti elementi uguali a 0, in
quanto banalmente

AWy, =Wy, =Wy, .

Da questa osservazione, dalla formula di trasformazione della densita e dall’osservazione che gli incrementi sono
indipendenti, ovvero che

n
faw,, o aw,, Wi, un) = faw,, (1) -+ faw,, (yn) = H Gtn—tn_r(Un),
h=1

dove )
9s(y) = \/% exp{—%}
si ottiene la densita congiunta di (Wy,,--- ,Wy,)
thl,-n Wi, (Ihl"z, co ,l‘n) = fAW,,l,m AW, (Il,flfz — X1, Tn — l”n—l) (4-5)
B | PR (46)
h=1

2
1 3 (zg—21)? 1  (@n—n_1)

2ty — 2(tg—t1) coh —————— 2(tn—tn—1) (47)

_ 1
= —€ e
V27t 27T(t2 — tl) 27T(tn - tn—l)

4.2 Osservazione sulla definizione di un processo solo attraverso le sue
distribuzioni finito dimensionali

La descrizione di un processo attraverso la famiglia delle distribuzioni finito dimensionali non & sufficiente a stabilire
le proprieta delle sue traiettorie. In questa sezione e nella successiva ci si pone il problema di spiegare meglio questa
affermazione, senza alcuna pretesa di essere esaurienti. Il primo concetto che ci serve ¢ I’equivalenza stocastica per due
processi aleatori, che, come si vedra immediatamente dopo la definizione, implica che i due processi hanno le stesse
distribuzioni finito dimensionali.

1011 lettore che non conosce il processo di Poisson, pud procedere anche nel seguente semplicissimo modo
Var(Wy — W) = Cov(Wy — Ws, Wy — Ws) = Cov(Wy, W) — Cov(Wy, W) — Cov(Ws, W) + Cov(Ws, Ws)
= K(t,t) — 2K (s,t) + K(s,s) =t —2sANt+s=1t—s.

Si noti che il procedimento permette di calcolare la varianza degli incrementi per un qualunque processo, purché sia nota la funzione di
covarianza K (s,t).
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Definizione 4.5 (Equivalenza stocastica). Due processi aleatori (X, t € I) e (Y;,t € I) sullo stesso spazio di
probabilita (Q, F,P) si dicono stocasticamente equivalenti se

P(Xi(w) =Yi(w)) =1 per ogni t € I.
(Si dice anche che (Y;,t € I) é una versione di (X, t € 1))
Lemma 4.2. Due processi stocasticamente equivalenti hanno le stesse distribuzioni finito-dimensionali.
Dimostrazione. Basta osservare che

P({(X1,, ..., X1,) € H})

= P({(X,, o X,) € H} N ﬁ]{Xti =Yu}) +P({(X,s Xi,) € HIN (é{Xti —v))
= P({0Vs Vo) € HEO [kW{Xn =i }) = P({(Yi, Vi) € HY)
in quanto
P((O{Xti = Yti})c) = IP’( L_J{Xti = Yt}) < ZP({XQ —Y,,}%) =0.

Esempio 4.4. Come primo esempio di processo si definisca, in uno spazio di probabilita (2, F,P),

=0 seT(w)>t,

;, 120,
=1 seT(w)<t

Nt(w) = ]I{Tgt}(w) = H[T(w),oo)(t) {

dove T' & una variabile aleatoria a valori in (0,00).
Si noti che, qualunque sia w € Q) le traiettorie di questo processo, cioé le funzioni

t— I[{Tgt} (LL))

sono funzioni crescenti (in senso lato) rispetto a t.

Se T ammette densita di probabilita, ad esempio se é una variabile aleatoria esponenziale, allora il processo definito
da

Mi(w) :== Ny (w) + f(t + T(w)),
dove
{f(s)zl per s € Q
f(s)=0 perseR\Q,

e stocasticamente equivalente ad Ni, e quindi ha le stesse distribuzioni finito-dimensionali di Ny, ma evidentemente
non ha traiettorie crescenti (in senso lato).

Per controllare che My(w) ed Ny(w) sono stocasticamente equivalenti, si osservi che, My(w) # N¢(w) se e solo se
ft+T(w)) =1 ovvero se e solo se t+ T(w) € Q ed inoltre

Pt+T(w) €Q) =» P(T(w)=r—t)=0
reQ

per ogni t, in quanto T é una variabile aleatoria continua e si ha quindi che

P(Mi(w) = N¢(w)) = 1 per ogni t > 0.
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4.3 Esistenza di una versione continua: criterio di Chensov-Kolmogorov.

Il seguente criterio sufficiente fornisce condizioni che assicurano l'esistenza di una versione holderiana, non solo
continua. Ricordiamo che una funzione f(z) & holderiana di esponente v se per ogni x esistono un §(z) > 0 e
un L, (x) tali che, per ogni y per il quale |y — z| < d(z), si abbia

[f(z) = F()l < Ly (@) |z = y[7.

Nel caso in cui §(x) e L,(z) possano essere presi in modo indipendente da z, per x € I, si dice che f ¢
uniformemente holderiana nell’insieme I.

Proposizione 4.3 (Criterio di Chensov-Kolmogorov). Sia X; un processo per cui esistono «, 3 e C strettamente
positivi, per cui

E[|X; — X,|°] < C|t — s|*Te.

Allora esiste una versione )Z't di X, a traiettorie continue. Inoltre le traiettorie sono uniformemente holderiane di
esponente vy, per ogni vy < %, in ogni intervallo limitato.

Esempio 4.5 (Applicazione al processo di Wiener).

Il processo W; di Wiener standard, o moto Browniano, ammette sempre una versione continua, anzi holderiana
per ogni v < % Infatti, per s < t,

E(|W; — Wi|*] = E[[Wi—s|*] = C(k)|t — s[*/2.

Il criterio di Chensov-Kolmogorov si pud quindi applicare per k > 3 (cosi a = (k/2) — 1 > 0) e ci garantisce che

esiste una versione di Wy le cui traiettorie sono holderiane di esponente v per v < % = % - %, e quindi per ogni

v < % E possibile dimostrare che, a parte un eventuale insieme di misura nulla, le traiettorie non sono holderiane di
1 . . -1
esponente 3, e tantomeno di esponente maggiore di 3

4.4 Le traiettorie del processo di Wiener non sono a variazione limitata

In questa sezione si dimostra una proprieta che non permette di definire nel modo usuale (Lebesgue-Stieltjes) I'integrale
rispetto al processo di Wiener. Nonostante si abbia che le traiettorie della versione continua del processo di Wiener
siano holderiane, tuttavia esse non possono essere molto regolari, in quanto ad esempio sono anche a variazione non
limitata con probabilita 1 su ogni intervallo [s,t]. Infatti, per ogni versione continua'! di W, se esistesse un intervallo
[s,¢] ed un insieme A con P(A) > 0, su cui la variazione'? di W, cioe se

Vw) =V (s, t, W;w)

n—1
sup{ Z (Wi (W) = Wy, (w)], al variare delle partizioni 7:tg =5 <t; <--- <t, = t}
k=0

11Se il processo Wy, ha le traiettorie continue, allora su ogni intervallo chiuso e limitato [s, t], esse sono uniformemente continue, e quindji,
per ogni w
sup [Wy(w) — Wy(w)| — 0 per 6 — 0.

u,vE(s,t],|lu—v|<6
2Ricordiamo che se f & una funzione definita su un intervallo [a, b] la variazione di f su [a,b] & appunto definita come
n
sup{>_ [f(@rs1) = F()]},
k=0

dove l’estremo superiore & preso su tutte le partizioni {zo, 1, -+ ,zn} di [a,b] tali che zg =a <21 < -+ <wy = 0.
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fosse finita per ogni w € A, allora si avrebbe che, se |7 := m}?X|tk+1 —tg] — 0,
n—1
Sei= D W =W [P < (sup|th Wth|) Wi = W |
k=0 k=0
n—1
= <Sup |Wth+1 - Wth|) Z |Wtk+1 - Wtk' < sup |Wu - Wv' V(w) — 0.
h k=0 w,v€E[s,t],|lu—v|<|n|

Questo fatto ¢ in contraddizione con la seguente proprieta del moto browniano (valida anche per versioni non continue):

Lemma 4.4. Si definisca

n
= Z |Wtk+l - Wtk‘Qﬂ

2
allora S; converge in media quadratica a t — s, ovvero Sy L (t — ), al tendere a zero di |w| := ml?x|tk+1 — tg|.
Dimostrazione. Si tratta di mostrare che E[(S; — (t — s))?] — 0 al tendere a zero di |7 := m]ii.X‘tk;+1 — tx|, e infatti

E[(Se—(t—9))] =2 lters — tal?,

come si vede facilmente!. Di conseguenza si ottiene che

n—1
E[(Sr—(t— )% <2 ltngs — tk|(mf?x the1 — tal)
k=0
n—1
= 2(max [tp+1 — t) ];) [tk — | = 2(|7|(t — s) = 0.

13Basta osservare che

E[(Sk — (t = 5))*] = EIST + (t = 5))* = 25x(t — 9)]
n—1 n—1
2
=EK |:( Z |Wtk+1 - Wtk|2> +(t— 3)2 - 2( Z ‘Wtk+1 — Wi, ‘2) (t— 5):|
k=0 k=0
n—1 n—1 n—1
=k |:Z |Wtk+1 - Wtk|2 Z ‘Wth+1 - Wth‘Q +(t— 5)2 - 2( Z |Wtk+l - Wtk|2) (t— 5):|
k=0 h=0 k=0
n—1 n—1ln-—1
= Z E [|Wfk+1 - Wfkl + Z ZE ‘Wfk+1 Wik‘Q‘Wth+1 - Wth|2} +
k=0 k=0 h=0
h#k
n—1
+(t—s)? =20t —9) Y E[[Wi,, — Wil
k=0
n—1 n—1ln—1 n—1
= Z Blter — tl® + > Z lte+1 = thllthi1 — tl + (¢ = 5)® = 2(t = s) Z [trv1 — til
k=0 h=
;s

Di conseguenza si ottiene che

E [(Sx — (t — 5))?]

—1 n—1ln—1
= 2ltey1 — el + Z Z tht1 — tellther —th| + (t — )% = 2(t — s)(t — s)
k=0 k=0 h=0
n—1 n—1

Z thyr — k> + (=) + (t—5)> =20t —s)(t—9) =2 > [trr1 — x|’
= k=0
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La conseguenza di questo risultato & che le traiettorie di un processo di Wiener non sono a variazione limitata'?,
o meglio,

n—1
P(V(st,W;w):= supz Wioy = Wi | =00 | =1
T k=0

Questo fatto in particolare pone dei problemi nel tentare di definire fot f(s,w)dWs(w), in quanto non si puod adottare
la classica definizione di integrale di Lebesgue-Stieltjes, che avrebbe senso solo se W avesse traiettorie a variazione
finita. La definizione che si da & quindi diversa e si parla in questo caso di integrale stocastico, inoltre per ottenerla si
ha bisogno del concetto di martingala (vedere la Sezione 6).

141n realtd con la stessa tecnica del lemma si dimostra anche che il processo di Wiener non ha traiettorie di Holder con esponente v > 1/2:
se cosl fosse allora, posto L (w) la costante di Holder, si avrebbe necessariamente

n—1 n—1

Sr(w) < Y L2 (@)[tkgr — kP <D L2(W)|tkyr — tx]6%71 = L2 (w)6* T (t—5) = 0, q.c.
k=0 k=0
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4.5 Una costruzione del processo di Wiener

In questa sezione esaminiamo una costruzione diretta del processo di Wiener, a partire da uno spazio in cui ci sia
una successione di variabili aleatorie indipendenti { X}, }x>0, tutte con distribuzione gaussiana standard:

W(t,w) = > Zn(w) sn(t),
n=0

dove le funzioni (deterministiche) s, (-) sono le funzioni di Schauder, ossia gli integrali delle funzioni di Haar.

Questa costruzione ¢ nota in letteratura come la costruzione di Lévy-Ciesielski, e permette di ottenere direttamente
Iesistenza di un processo di Wiener (continuo). Poiché, come & noto!®, nello spazio {(0,1), 8(0,1),P), con P la misura
di Lebesgue ristretta a (0, 1), cio significa che possiamo costruire il processo di Wiener direttamente su tale spazio.

Ci limiteremo a vedere la costruzione nel caso dell’intervallo temporale [0, 1]. Per ottenere la costruzione del processo
di Wiener su tutto [0, 00), bisognerebbe costruire un’infinita numerabile di copie e incollarle opportunamente. Ma qui
ci occupiamo solo del caso di un singolo intervallo.

Per la dimostrazione della continuita ci basiamo su un articolo di Mark A. Pinsky [9], in cui Pautore presenta una
dimostrazione molto semplice della continuita globale di Lévy, che permette di affermare che, per ogni T, esiste una
variabile aleatoria M, che dipende da T, finita con probabilita 1, tale che

[Wi(w) = Wi(w)| < M(w) \/ |t — s|log(1/]t — s]) per s, t € [0,T] (4.8)

Diamo solo la costruzione per t € [0, 1], lasciando al lettore!S, il compito di estendere la costruzione per ¢ € [0, 00).
Prima di tutto ricordiamo la definizione delle funzioni di Haar, che, per comodita, numeriamo con un doppio indice

doo(t) = 1 per0<t<1 (4.9)

1 per0<t<i
bo1(t) = (4.10)

—1 per%ﬁtﬁl
e,sei>lej=1,2,..2°
2% se%§t<w

$ij(t) =4 —28 se B <t< . (4.11)

0 altrimenti

E importante ricordare che le ¢;(t) formano un sistema ortonormale e completo in L?(0, 1), che & uno spazio di
Hilbert, con prodotto scalare (f, g) = fol f(t)g(t)dt.

153 veda la sezione 4.9.1. Inoltre si pud osservare che invece di prendere i boreliani, si potrebbe prendere la sigma-algebra degli insiemi
misurabili secondo Lebesgue, ed ottenere quindi il processo di Wiener in uno spazio completo.
161 ’idea & la seguente: si costruisce una successione di processi W (™) (t) per t € (0,1), indipendenti, e si definisce

wit) =w® @) t€o,1]
Wty =wHQ) + W)+ + WD) + Wt —n) t € n,n+1]
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Ricordiamo che per f,g € L?(0,1) valgono I’identita di Parseval:

/01 F(6)2dt = sz: </01 f(t)¢ij(t)dt>2 — Z (i),

.7

,J

1 1 1
/0 f(t)g(t)dt:%: / F(8) iy (1)t / 90650t = 3 (F, 6159, b1).

Per costruire il moto browniano consideriamo una sequenza, a doppio indice, Y;; di variabili aleatorie indipendenti
con distribuzione normale!”.
Il moto browniano e definito da

Wt(w) = Yoo(W) /0 gf)oo(S)dS + Z ZY;J (W) /0 d)ij(s)ds ; (414)

i=0 j=1

ed ¢ immediato verificare che, essendo le ¢;; una base ortonormale e le variabili Y;; indipendenti, con media 0 e
varianza 1, per ogni t € [0, 1], la serie (4.14) converge in L*(£2, F,P). Di conseguenza il processo (Wy)iep,1) ¢ dotato
delle proprieta di un moto browniano relativamente alle distribuzioni finito dimensionali: essendo la somma della serie
(4.14), W;& una variabile aleatoria con distribuzione normale'® per la quale esistono:

E[W:] =0 ;

B = ( [ t ¢00(5)d5)2 S (f t %(s)ds)Q |

i=0 j=1

dove riconosciamo i coefficienti di Fourier per la funzione indicatrice Ijg ; nella forma:

1 t
(10,1, P4j) :/0 Ljo,11(s) dij(s) dS/O ®ij(s)ds,

possiamo allora applicare I'identita di Parseval per ottenere:

00 27,
EW?] = (0,0, 600)> + Y _ Y (Mo, 6i) = Mo,g]* = t.

i=0 j=1

Allo stesso modo possiamo dimostrare che gli incrementi W, — W hanno distribuzione normale con

E[Wt — Ws] = 0 3
oo 2°

E[(Wy = W) = (s, $00)” + DD Miseps 63)° = s> =t — s,
=0 j—1

e quindi possiamo riscrivere la proprietd di indipendenza degli incrementi (nel caso di due incrementi) attraverso la
covarianza sviluppata tramite la formula di Parseval: se u < s < t, allora

E[(Wy = W)Wl = > (a0, $i5) (To.a> @i5) = (Tjo,s Tjsrg) = 0
ij
dove gli intervalli [0,u] e [s,t] sono disgiunti. Cid & sufficiente per dimostrare che si tratta di un processo gaussiano a

media nulla e con funzione di correlazione K(s,t) = s A t.

Rimane da verificare la continuita delle traiettorie.

17Queste variabili aleatorie possono essere definite su uno spazio di probabilita (€2, F,IP), che a sua volta pud essere assunto completo nel
senso che i sottoinsiemi con probabilita nulla che vivono in F hanno misura di probabilita uguale a zero.

18Se una successione di variabili aleatorie congiuntamente gaussiane converge in distribuzione (e a maggior ragione se converge in
probabilitd) ad un vettore di variabili aleatorie, allora le variabili aleatorie limite sono ancora gaussiane
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Continuita globale
Affrontiamo lo studio della continuita tramite il modulo di continuita

wy(0) = sup |z(t) — z(s)],
s,t€[0,1]:|t—s|<é

e dimostreremo (Teorema 4.7) che esiste una variabile aleatoria M, finita quasi certamente, per la quale

W) (8) < My (w) /6 log L.

Prima di procedere, perd, € opportuno presentare due proprieta fondamentali di Yj;(w).
Lemma 4.5. Esiste una variabile aleatoria M, finita con probabilita 1, e tale che:
Yij(w
Plon o D <ui) -
Dimostrazione. Sia N(0,0) =1e N(i,j) =2'+jperi>0ej=1,2,3,..,2% cosi che
28 < N(i,j) < 2%
Definiamo la successione (a indice singolo) {Z,} di variabili aleatorie definite in modo che Yi; = Zn; ;) (Zn) = Vi

se e solo se n = 2¢ + j). Le variabili aleatorie Z,, hanno distribuzione gaussiana standard e quindi otteniamo (si veda

(1.16)) la maggiorazione

22

P(|Z,| >x) <e 7.

P(|Z,| > 2y/logn) < n2,

quindi, per il Lemma di Borel-Cantelli, esiste ng(w) tale che

n > ng(w) = |Z,| < 24/logn.

Posto x = 24/logn, otteniamo

Osservando che, per N (i, j) > ng(w)

Yij| = 1Zn.p| <2/ log N(i,j) < 24/ (i +1)log?2 (4.22)

M (e L
i,j:214j <no(w) W

otteniamo la tesi, ponendo
+ 24/ log2 ) .
O

L’altra proprieta viene fornita dal seguente lemma (che permette anche di affermare che la successione dei processi
definiti come somme finite, converge uniformemente nello spazio delle funzioni continue su [0,1]):

Lemma 4.6. Esiste una variabile aleatoria M, finita con probabilita 1, e tale che, peri > 1,

iﬂj(w)/ot@j(s)ds SM(w)’\/E‘T%'
j=1

Dimostrazione. Fissato i, le funzioni ¢;;(t) = fg ¢ij(s)ds, ovvero le funzioni di Schauder, sono funzioni poligonali non
negative e strettamente positive su intervalli disgiunti di ampiezza 277, cont® 0 < ¢;;(t) <2771 x 22 =27271 <273,
Quindi

2! )
Z Pii(t) <272
=1

9nfatti la funziqne v vale 0 per t < 4/2%, cresce con derivata uguale a 23 per un intervallo di ampiezza 2~ (#+1) | fino a raggiungere

I’altezza massima 22 .27 (1) "6 poi decresce con derivata uguale a —23 per un intervallo di ampiezza 2~ (#t1) | fino a raggiungere nuovamente
lo 0.



86 22-02bis—-2008

Quindi:

}/l 0 )/’L 1 ) 1M 27%
OS<1;I<’1 ; i /¢J 1215?;‘ i |Z¢J <y it (w)

come richiesto. O

Possiamo ora concludere il nostro studio

Teorema 4.7. Esiste un M; = M;(w) < oo tale che se [t — s| < 4§, allora:

[Wh(w) = Wi (w)] < Mi(w) y/slog &.

Dimostrazione. Separiamo gli incrementi della (4.14) in due parti come segue:

Wi(w) — Ws(w) = Yoo(t — s) <Z+ )Zy;j/ bij(u

=0 i=L+1

dove L = L(§), verra scelto in modo opportuno. Da questa espressione, e dalle proprieta delle funzioni di Haar e di
Schauder?® otteniamo

L
ZZY”/ bij(u Z Inax i du<|3—t|M Z\/ i4+1.22
=0 j=1 i:O J=t
e inoltre, posto 1;;(t) fo bij(u
0o 21
Z ZYZJ/ i (u)du| < Z _max |YZJ| 21/’13 Zwij(s)
i=L+1j=1 =177 j=1 j=1
) Z Vi+1-275
i=L+1

Le due sommatorie sono maggiorate da due stime elementari, rispettivamente:
L 00
Sit128 <K VD28 e S it1-278 <Ky VLo27%
i=0 i=L+1
tali che se |t — s| < 0, allora, posto K = max(K;, K»)
Wi = Wi < [Yoo(w)|8 + K M(w) VL (527 +277)].

Gli ultimi due termini si semplificano ponendo §2% ~ 1, o, piu precisamente, scegliendo L = L(8) = |log, ()], nel
seguente modo?!

Wi (w) — Wi(w)] < Yoo(w)d + K' M(w) /8logy ().

Cid termina la dimostrazione, dato che § < /8 per § € [0, 1]. O
20Sia 4 fissato, allora, per ogni u € [0,1], il valore di ¢;;(u) & diverso da zero solo per un j € {1,---,2%} e, in tale caso, vale & 25. Di

conseguenza 21 1 Pij(u ‘ =23 , qualunque sia u € [0, 1].

Inoltre come gia visto nella dimostrazione del Lemma 4.6, si ha, posto v;;(t fo ¢ij(u)du, la maggiorazione 0 < 1), (t) < %_1, e

quindi

Wl

t .
[ Sustdu] = i (0) = wis (9] < i) + biss) S 2273 =2

L)
21Gj osservi che /L ) < 4/logs( % e che, essendo 2L(%) < % < 2L(‘S>+17 dalla seconda disuguaglianza si ha che 272~ < /21/4.
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4.6 Processi ad incrementi indipendenti ed omogenei

Il procedimento usato per ottenere le distribuzioni finito dimensionali del processo di Wiener, si puo estendere ad una
classe piu generale:

Definizione 4.6 (Processi ad incrementi indipendenti ed omogenei). Un processo (X;);>o si dice ad
incrementi indipendenti ed omogenei se

(0) Xo=0;

(1) per0=ty <ty <---t, gli incrementi AX;, = Xy, — Xy, , sono variabili aleatorie indipendenti;

(2) gli incrementi AXy, = X;, — X;
dell’intervallo (t; — t;—1);

;. sono variabili aleatorie la cui distribuzione dipende solo dall’ampiezza

Per fissare le idee e capire meglio la condizione (2), si consideri la famiglia (F,),>0 di funzioni di distribuzione

dipendente da un parametro, per cui X1, — X; ~ Fy, qualunque siano ¢ ed « in [0, 00).

La famiglia (F),),>0 non puo essere presa a piacere, ma deve soddisfare la seguente condizione necessaria??:

FyxF, = Fy,,, perogniu,v>0, (4.31)
dove * corrisponde alla convoluzione.

Infatti cio corrisponde alla condizione che
Xu:Xu_XONFua Xquv_XuNFv; Xu+v'\’ u+v
e d’altra parte
Xuto = (Xugo — Xu) + (X — Xo) ~ Fy, * Fy.

In realtd questa condizione risulta anche sufficiente, come si puo verificare facilmente. Infatti le funzioni
Fy .. 1, (x1,- -+ ,zk) di distribuzione finito dimensionale risultano definite??, per 0 < t; < --- < ty, come, la funzione
di distribuzione ottenuta da quella degli incrementi, cioe

P (Xt1 —Xo< 2, Xy — Xy, <29, Xy, — Xy, < Zk) =F (z1)Fy—1,(22) - Fy o~ (21)

attraverso la trasformazione®® 1 = 21,29 = 21 + 29, , % = 21 + --- + 2zx. La condizione (4.31) implica
b b b

immediatamente che la condizione di consistenza di Kolmogorov (C2') sia soddisfatta.
Per rendere piu concreta la verifica, si consideri, ad esempio, il caso con densita, ovvero il caso in cui

Fu(z) = /m qu(y)dy.

— 00

Procedendo come per il processo di Wiener, si ottiene che, per 0 < t; < --- <t

Ty Tk
Fyy oo (T, xg) =/ / a6, (1) Qep—trs (Y — Yu—1)dy1 - - - dyp.
—00 —0c0

22Inoltre & necessario che Fy(x) = 0 per x < 0 ed Fy(z) = 1 per = > 0, ovvero che 'incremento X; — X sia concentrato nello 0.

23Nel caso 0 = to < t; < --- <1 siottiene immediatamente che
Figty oty (T0, 1, -+, 28) = 0, per zg < 0,
Figty, oty (o, 1, ,xp) = Firy gy (21, @), per xg > 0.

24G;j tratta solo di notare che se Z; := Xt;, — X, allora (X¢y, Xty -, Xty,) = (21, 21+ Z2, -+ , Z1+ -+ Zy)
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Per controllare la condizione di consistenza (C2’), si prendano k > 1 e t] <t < -+ < t < tgy1, allora la 4.3) &
verificata:

z)

= lim / / / Qe (Y1) Qey—tis (Y — Yk—1) Gty —t (Y — Yr)dy1 - - - dyr dy

hm Ftl, hothr1 .131, s Ly L

r—00
xT
= lim. g () dys - / ti—tir (Y& = Yr—1) dyk/ S Qe (Y — k) dy
— o0 — 00 — 00
T1 T T—Yk
. ! !
= lim qtl(y1)dy1---/ Gty —tr—r (UK —ykq)dyk/ e —t, (Y dy
T—00 — 00 — 00 — 00
T Tk
= / qt, (Y1) dyz - / Qtr—tiy Yk — Yr—1) dyx = Fy, g (21, T),
— 00 — 00
e la (4.4) anche:
lim Ftl ti—1,tistig1, e by .’IJ1,--~ Li—1, Ly T4l karl)

r—00

i+1 Ik-{—l
= hm/ / / / / Qe (Y1) Gty —te o (Yio1 — Yio2)
Tr— 00

Qto—tiy Y = Yim1) @i —t, Wit1 = Yi) Qe —t, Y1 — Yr)dy1 - - - dyi—1 dys dyiyr - - - dyp41

x1 LTi—1

= lim qe, (Y1) dyn - - / Gty 1—ti o (Yim1 — Yi—2) dYi—1
— 00

— 00
z — 0o

Ti41 x
/ (/ Qti—tis (Vi — Yie1) Qipr—t: Yir1 — yz)dyz) dyiy1---
—o0 —o0

Th+1
/ Qtyrq—ty (Yk+1 — Uk) dyr41
—00

T Ti—1
=/ qt, (yl)dyl : / Qti,l—ti,g(yi—l - yz‘—z)dyz‘—1

— 00 — 00

Ti41 Tk+1
/ Qtopr—t; (Yir1 — Yi) dYig1 - / Qtyoir—te Yrr1 — Uk) dyrs1

— 00 — 00

_Ftl ti1,tiga,s tk+1(‘r17"' yLi—1y Li41y " 7$k+1)’ peri=1,--- k.

Nella penultima uguaglianza si ¢ tenuto conto del fatto che la condizione F,,*F,, = F}, 4, implica che, posto y = y;—y;—1,
in modo che y;11 — y; = (Yi+1 — yi—1) — y, si abbia

X

wlggo . Qi —t;_ 1(2/ Yi— 1) Qtyyy—t; (yz+1 - yz) dy;
T—Yi—1
- IILHOIO - Qti—t; 4 (y)qti+1_ti (yi+1 —Yi — y) dy
00
= / qt;—t; (y)qti+1*ti (yi+1 —Yi — y) dy
—00

=ty 1—t; ¥ Qti—t; o Yix1 —Yio1) = qt¢+1—ti—1(yi+1 — Yi-1)-

Nel caso in cui F), sia discreta il discorso si ripete identico, mettendo le densita discrete al posto delle densita di
probabilita e le somme al posto degli integrali.

Come esempi di famiglie ad un parametro di funzioni di distribuzione, oltre al caso della famiglia gaussiana
F, ~ N(0,u), che da luogo al processo di Wiener standard, si possono considerare
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1 il processo di Wiener con drift (o deriva) u e coefficiente di diffusione o2, ovvero

F, ~ N(uu,o?u);

2 il processo di Cauchy, ovvero il caso in cui

U 1

auchy(u), ovvero q,(x) Tu + 22

3 il processo di Poisson di parametro \, ovvero il caso in cui

Au)F
k!

—~

F, ~ Poisson(Au), ovvero p,(k) = F, (k) — Fu(k—1) = exp(—Au), keN;

4 iprocessi di Poisson composti, ovvero i processi (X¢);>o ottenuti per mezzo di un processo di Poisson (N;)¢>o

ed una successione di variabili aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite {&, }nen, (tutte indipendenti
dal processo di Poisson) tramite la seguente regola

X =0, se N; =0; Xt:Z&g, se Ny =n.
k=1

Terminiamo questa sezione ricordando anche la definizione di processi ad incrementi indipendenti rispetto ad una
filtrazione (F)¢>o-

Definizione 4.7 (Processi ad incrementi indipendenti ed omogenei rispetto ad una filtrazione). Un
processo (Xi)i>o st dice ad incrementi indipendenti ed omogenei rispetto alla filtrazione (F:):;>¢, con
(ft)tZO 2 ftX = U{Xu; u € [Ovﬂ} se

(0) Xo = 0,’
(1) per s,t >0 gli incrementi X¢ys — Xt sono variabili aleatorie indipendenti da Fi;
(2) gli incrementi X5 — X; sono variabili aleatorie la cui distribuzione dipende solo da s.

Si vede facilmente che questa definizione implica l'altra considerando che X; — X , ¢ indipendente da
Fi, . 2 0{Xy, — Xy, ; i=1,---,n—1}. Sipud anche vedere che la prima definizione implica la seconda con
Fi=FF =0{Xy; ue|0,t]} = o{Xy — Xo; u,v € [0,#]}.

4.7 Esempi di martingale a tempo continuo

In modo molto simile a quanto fatto a tempo discreto per le somme di v.a. indipendenti, si pud mostrare?® che se X;
¢ un processo ad incrementi indipendenti e omogenei, rispetto ad una filtrazione (F;)¢>0 , con Xo = 0, e con media
nulla allora X; & una martingala, purché sia integrabile.

Inoltre ¢ facile mostrare che se X; ¢ un processo ad incrementi indipendenti (e omogenei), integrabile e con Xy = 0,
allora E[X;] = ut per t nei razionali:

E[X1] =Y E[Xi/n — X(k-1)/n) = nE[X1/,]
k=1

da cui E[X /,] = 1E[X,] e analogamente E[Xpm/n] = > pe1 B[ Xk /n — Xk—1y/m] = ZE[X].

n
Per ottenere che cio valga anche per ogni t reale, si deve notare che comunque E[X; ] = E[X;] + E[X] e aggiungere

25La condizione di misurabilitd dipende dal fatto che F; D ]:tx. La condizione di integrabilita & verificata per ipotesi. Infine
E[Xt+s — X¢|Ft] = E[Xt4s — Xt] = E[Xi4s] —E[X¢]=0-0=0,

dove nella prima uguaglianza si usa 'indipendenza di X;+s — X¢ da F¢, e nell’ultima si usa il fatto che la media di X, ¢ nulla. Si noti che
I’omogeneita degli incrementi qui non ¢ necessaria.
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una piccola ulteriore ipotesi di regolarita: la E[X;] ¢ una funzione continua in ¢ (o continua a destra). Con questa
ipotesi si ottiene immediatamente la tesi per continuita.

Il processo X; — E[X;] = X; — pt ¢ allora un processo ad incrementi indipendenti (ed omogenei), a media nulla e
quindi ¢ una martingala.

Se ancora X; ammette momento secondo finito, allora, con una dimostrazione simile®® si ha che Var(X;) = o?t,
purché si possa affermare a priori che Var(X;) € una funzione continua. Di nuovo similmente al caso a tempo discreto,
accade che (X; — E[X;])? — Var(X;) = (X; — ut)? — 0t ¢ una martingala (a media nulla) .

Infine & possibile mostrare?” che, sotto opportune ipotesi di regolaritd (continuitd in probabilitd), se
Elexp{0(X; — ut)}] < 400, allora

Elexp{6(X; — ut)}] = exp{K(0)t}

e che quindi
Zy = exp{0(X; — pt) — K(0)t} (4.32)

¢ una martingala?® a media 1.
Tutte le proprieta precedenti valgono anche per i processi Y; = Yy + X, con dato iniziale Y indipendente da {X;}
(tranne per i valori medi). Bisogna perd che Y, sia Fy-misurabile?®, e soddisfi alcuni requisiti di integrabilita. Ad

268G tratta di osservare che la varianza della somma degli incrementi & la somma delle varianze degli incrementi e quindi si procede come
nel caso del valore atteso, sostituendo Var a E.

27In questo caso, posto X| = Xt — pt si sfrutta il fatto che

exp{0X1) = T] exp{6 (X1, — X1 1y )
k=1

da cui, passando al valore atteso, per I'indipendenza degli incrementi e per ’omogeneita
n
n
Blexp{0X1}] = [T Blexp{6 (X}, = X{t1) /) Y = (Blexp{® (X7, - X5)}1) "
k=1
Posto exp{K(0)} := Elexp{6X]}] si ottiene dunque che

Blexp{6 (X = X1y ) ) = Blexp{6 (X{,, )} = exp{K(0)(1/n)},

da cui ancora la tesi per ogni t razionale.

28Di nuovo misurabilita e integrabilita sono banali. Osservando che
Ztys = exp{0(Xeqs — p(t +5)) — K(O)(t+5)}
— exp{0(Xs — pt) — K(8)t} expl8(Xess — Xo — us) — K(0)s)
= Zyexp{0(Xi4+s — Xt — ps) — K(0)s}
si ottiene subito
E[Ztys — Zi|Fi) = E[Z (exp{0(Xt4s — Xt — us) — K(0)s} — 1) | Fi]
(per la misurabilita di Zy)
= ZeE [(expl0(Xt4s — X¢ — pis) — K(6)s} — 1) | 7]
(per I'indipendenza degli incrementi da Ft)
= ZiE [(exp{0(Xt4s — Xi — ps) — K(0)s} — 1)]
(per 'omogeneitadegli incrementi)
= ZiE [(exp{0(Xs —pus) —K(0)s} —1)]=Z;(1-1)=0

29 In realtd la richiesta che Yy sia Fo-misurabile non & strettamente necessaria, se vale la condizione di indipendenza di tra il processo
(X¢) e la variabile aleatoria Yy: nel caso in cui Fy = ]:tX si potrebbe, in alternativa, cambiare la filtrazione e prendere la filtrazione definita
da F; V o{Yo}. In questo caso infatti il processo Yy + X; viene automaticamente adattato alla nuova filtrazione. Inoltre {X;} & ancora
una martingala rispetto alla nuova filtrazione, come si puo vedere facilmente usando la proprieta dei condizionamenti ridondanti: infatti la
o-algebra H = o{Yp} ¢ indipendente da X = X;1 s e da G = F;.

E[X‘g \ ’H} = IE[X|Q} < ]E[Xt+s|~7:t \Y O'{Yo}} = ]E[Xt+s|.7:t] = Xy;

lo stesso discorso vale nel caso in cui si assuma Yp indipendente da F; D FtX per ogni ¢ (e quindi anche dal processo {X¢}.
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esempio
7, := Elexp{0(Y; — ut) — K(0)t}] (4.33)

¢ ancora una martingala a media costante uguale a E[Zy] = E[exp{#Y}], purché ovviamente il valore medio di exp{6Y}
sia finito.

Esempio 4.6 (Decomposizione di Doob e martingala esponenziale per il processo di Wiener). Come
applicazione si consideri che il processo di Wiener standard o moto browniano W, ¢ una martingala, anche My = W2 —t
e infine, per ogni 6 reale

1
7Y .= exp{OW, — 5(9215} (4.34)
¢ una martingala®® a media 1, che viene detta martingala esponenziale.

Si noti che W2 ¢ una submartingala (in quanto quadrato di una martingala) e che si puo decomporre nella somma
di una martingala (la martingala my) e di un processo crescente (il processo deterministico t), cio¢ W2 = my +t. Si
tratta di un caso particolare della decomposizione di Doob a tempo continuo. Abbiamo quindi che il processo di Wiener
W, & una martingala a media nulla e con W2 —t ancora una martingala a media nulla. Questo fatto non caratterizza
il processo di Wiener come mostra il sequente esempio. Tuttavia, se si aggiunge che si tratta di una martingala a
traiettorie continue, allora le precedenti proprieta caratterizzano il processo di Wiener. Tale caratterizzazione € nota
come caratterizzazione di Levy del processo di Wiener.

Esempio 4.7 (Decomposizione di Doob e martingala esponenziale per il processo di Poisson). Anche il
processo di Poisson Ny di parametro X\, essendo un processo crescente € una submartingala, e si puo decomporre nella
somma di una martingala My := Ny — At e di un processo crescente Ay = At (che & poi il valore atteso di Nt). Si
tratta anche qui di un caso particolare della decomposizione di Doob a tempo continuo.

Applicando il risultato generale relativo ai processi a incrementi indipendenti, si ottiene che, poiché la varianza di
N; & A\t, anche il processo (Ny — \t)? — X\t = M2 — X\t ¢ una martingala.
Va osservato che, nel caso X\ = 1, il processo M; := Ny —t ¢ una martingala a media nulla e che M? —t ¢ anche

una martingala a media nulla.
Infine, essendo
k=0
si ottiene che K(0) = log (E[exp{6(N1 — A}]) = —A (e’ — 0 — 1). Di conseguenza la martingala (4.32) ¢
20 = exp{O(N; — A t) + (¢! =0 — 1) At}
Si osservi che in generale data una v.a. Z non negativa e a media 1 in uno spazio (Q, F,P),
Q(C):=EF[Icz], CecF, (4.35)

definisce una nuova misura di probabilita.3! Q su (Q,F).

30Basta ricordare che K () & definito dal fatto che exp{K ()} = E[exp{f(X1 —u1)}]. In questo caso quindi exp{K ()} = E[exp{dW;}] =
exp{%92}, da cui K(0) = %92.

31 ovvio che @(C) > 0, essendo Z non negativa, e che Q(Q) = 1, in quanto Q(Q) = EF[IqZ] = EF[Z] = 1. La o-additivita segue dalle
proprieta di o-additivita di P e dal fatto che

Iiu, a0y = Z 1a,, se gli insiemi A,, sono disgiunti a due a due.
n
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Esercizio 4.1 (Un caso particolare del Teorema di Girsanov). Posto
1
Z = Zg( = exp{OWr — 592T})

dove Z9 ¢ la martingala esponenziale (4.34) relativa al processo di Wiener, e F = Fr nell’espressione precedente
(4.85), si trovi

1) la derivata di Radon-Nikodym

aQ

h:
t d]P)]_—t,

ovvero®® quella variabile aleatoria hy(w), F;-misurabile, tale che
Q(A) = /Aht(w)]P’(dw), per ogni A € Fy;
suggerimento: si veda [’Esempio 3.7, riguardante le martingale e le derivate di Radon-Nikodym.
soluzione: gl%{ﬂ =27
2) la legge di W, rispetto a Q,
suggerimento: basta capire che EQ[g(W,)] si calcola equivalentemente come
Bg (W) = E¥lg(W0)2¢) = B lg(Wi) exp(6W; — 36°)
= /Rg(w) exp{fw — %Gzt} exp{—%th}dw = /Rg(u)) exp{—%(w2 — 2w0t + 6%1?) }dw
= [ atw) exp{—; (w60}
soluzione: la legge di Wy é N(6t,t)
3) le distribuzioni finito dimensionali di (W, t > 0) rispetto a Q.

suggerimento: si tratta di capire che EQ[gy (Wi, )ga(Wy, — Wi,) -+ - gn (W, — Wi, _1)] si calcola come
E'[91(Wiy)g2(Wey = Wey) - gn(Wa,, = Wi, 1) 24 |

zy
VA }

tp—1

= E (g1 (Wi,)ga(Wi, — Wi,) - g Wi, = Wi, 1) H
k=1

=B [g1 (Wi, )go(Wey = We,) -+ gn(We, — Wi, )

—

exp{@(Wy, — Wy, ) — %92(% —tk-1)}]

k=1

0 (ty — tr—1)}]

=

= EP[ gk<Wtk - Wtk—l)exp{a(Wtk - Wtk—l) -

x>
Il
N

1

& 1
H Ep[gk(Wtk - Wtk—l) exp{g(Wtk - Wtk—l) - 592(tk - tkfl)}]
k=1

(w; —wi—1 — O(t; — t;-1))?
Q(ti - tifl)

g(w; —w;—1) exp{— tdw;.

.
I

I
e b
—

dove per convenzione si € posto tg =0 e wg = 0.

soluzione: il processo {W;} diviene sotto Q un processo di Wiener con drift 0 e coefficiente di diffusione 1.

328i ricordi la nota 2.3.
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4.8 Processi di Markov regolari

I processi di Markov regolari sono processi costruiti attraverso una famsziglia di probabilita di transizione regolari
P(s,t,xz, A), e attraverso una misura di probabilita pg, detta (misura delle) probabilita iniziali.

Definizione 4.8 (Probabilita di transizione regolari). Una famiglia P(s,t,z, A)
P:(RT xRT), xR x B(R) — [0,1], (s, t,z,A) — P(s,t,z, A),

dove
(RY x RY), = {(s,t) € R" x R, tali che s < t},

che soddisfa le sequenti proprieta:

(i) per ogni 0 < s <t edx €R,
P(s,t,2,-) : B(R) — [0,1], A — P(s,t,x, A)

e una misura di probabilita,

(ii) per ogni 0 < s <t ed A € B(R),
P(s,t,-,A): R —[0,1],2 — P(s,t,z, A)

e una funzione misurabile,

(iii) la famiglia P(-,-,-,-) soddisfa I’equazione di Chapman-Kolmogorov, cioé per ogni 0 < r < s < t, per ogni
z € R e per ogni A € B(R) vale

Plryt,a, A) = / P(r,s,.dy)P(s.t,y, A),
R

viene detta famiglia di probabilita di transizione regolari.
Si noti che quindi necessariamente P(t,t,x, A) = 6,(A), cioé vale 1 se x € A e vale O altrimenti e che le proprieta (i)
e (i1) permettono di dare senso all’integrale in (iii).

Osservazione 4.1. E’ interessante notare che l'equazione di Chapman-Kolmogorov, nel caso in cui P(s,t,x,)
ammette densita, ovvero

P(S,t,l‘,A) :/p(57t7xay)dy7
A

[otrtiardz= [ peseay [ ps.tm2)d= [ ( [ ptrss.ipts o2 dy) az,
A R A A R

p(r ., 2) = / p(r, 5,2, 9)p(s, 8,9, 2) dy.
R

......

diviene

ovvero

distribuzione finito dimensionale nel seguente modo: si definiscano, per 0 < t1 <o <tg,eper (20,21, ,2k) € Rk“,

Foty (20,21, / / / po(dxo)P(0,t1, o, dyr ) P(t1, ta, Y1, dy2) - -

P(tk—2,tp—1,Yr—2,dYr—1)P({tx—1, tk, Ys—1, dY),

ed
Fth... e (Zla T azk) = lim FO,tl,--- Stk (Z7 21yt azk)7
zZ—00
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Se invece non vale 0 < t; < --- < g, si definiscono attraverso un’opportuna permutazione m per la quale
0<tr <--- <ty edin modo che valga la condizione di consistenza (C1).

La proprieta (iii), ovvero 'equazione di Chapman-Kolmogorov, permette di verificare immediatamente la condizione
di consistenza (C2')33. La famiglia di distribuzioni finito-dimensionali cosi ottenute soddisfa quindi le proprieta di
consistenza del teorema di Kolmogorov, e pertanto esiste un processo con queste distribuzioni finito-dimensionali. Un
processo le cui distribuzioni finito-dimensionali si possono ottenere attraverso una famiglia di probabilita di transizione
regolare e una probabilitd iniziale come sopra, viene detto processo di Markov (o processo markoviano)
regolare.

Esempio 4.8. Il processo di Wiener ed il processo di Poisson sono processi markoviani regolari in questo senso con
Ho=0f0y per entrambi i processi e

1 (y —2)*
P(s,t,xz,dy) = exp{— d
( v) 2re(t — s) P{ 2(t — s) Yy
per il processo di Wiener, mentre
P(s,t,n,{m}) = M exp{—-A(t—9)}, 0<m<n

(n —m)!

per il processo di Poisson.

33Nel caso con densita la verifica & simile a quella del caso dei processi ad incrementi indipendenti ed omogenei: si prendano k > 1 e
0<ty <tg <---,<tp <tlgy, allora

hm FOty, o i1 tistigns g1 (TO, 1,000 Ti—1, T, Ti 1, Thp1)

Ti—1 L+1 Ty
= lllmoo/ / / / / / po(dyo)p(0,t1,90,y1) - p(ti—2,tim1,Yi—2,Yi—1)

P(ti—1stisYi—1,Yi)P(tis tit1, Yis Yit1) - Dtk bt 15 Yk Y1) Y1 -+ dyi—1 dyi dyit1 -+ dyp 1
Ti—1

T} T
= lim Mo(dyo)/ p(O,t1,y0,y1)dy1~-/ p(ti—2,ti—1,Yi—2,Yi—1) dyi—1
—oo

—
b o — 00 — 00

it1 x Tr+1
/ (/ p(tiflytzﬁyi—layz‘)p(tivtiJrhyi»yiJrl)dyi) dyi+l"‘/ P(thes o 15 Yhs Yot 1) dYr1 =

e} —o0 — o0

z0 z1 Ti_1
=/ uo(dyo)/ p(O,thyo,yl)dyl“-/ P(tiz2,tim1,Yi—2,Yi—1) dyi—1
— 00

—oo —o0

Tit 00 T4l
/ (/ p(tifhti,yifl,yi)P(ti,tiH,yuyi+1)dyz') dyiq1 - / P(thes thp 15 Yk Y1) AYkt1
— 00 — 00

1 i1
7/ ro(dyo) / p(0,t1,90,y1) dy1 - / P(ti—o,tim1,Yi—2,Yi—1) dyi—1
1

— 00
it Tpt1
/ p(tz‘71,ti+1,yi717yz‘+1)dyz‘+1"'/ P(thes e 15 Yhs Yrr 1) AYkt1
— oo —oo
= F0tq o oty 1 ot 1o s beger (TOs 1 s T 1, T 1,00+ s Thg1), Peri=1,--- k.

Nella penultima uguaglianza si & tenuto conto dell’equazione di Chapman-Kolmogorov. Il caso i = 0 & verificato per definizione. Infine

hm Fo,ty e sty tpyr (TO, @1, 00, Tk, )
T
=zhjgo/ / / / #o(dyo)p(0,t1,y0,y1) - P(te—1, tk, Y—1, Y& )P(tks th 15 Yks ¥) Yo dya - - - dyp dy
C T xT
= lim Mo(dyo)/ p(0,t1,90,y1) dy1 - - / (tk—lvtkyyk—lvyk)dyk/ <o p(te, teg1, Yk, v) dy
— 00 — 00 — 00 — 00

o 1 Tl [e'e]
—/ uo(dyo)/ p(07t17y0,y1)dy1~~/ p(tk—latkvyk—lyyk)dyk/ <Dttt ko y) dy
— 00 — 00

—o0 —o0

xQ x] Tk
/ Ho(dyo)/ p(0,t1,90,y1) dy1 - / P(t—1,ths Yk—1,Yk) dyr = Fo,¢y .- 1), (To, 21, -+, Tk),
— oo —o0

—oo
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Esempio 4.9 (Processi di Markov regolari omogenei e processi a incrementi indipendenti e omogenei).
In entrambi i casi dell’esempio precedente P(s,t,x, A) dipende solo dalla differenza t — s. Pit in generale ogni volta
che P(s,t,z,A) = P(s+ h,t + h,z,A) = P(0,t — s,z, A) per ogni s,t,h,x, A, si parla di processo di Markov
omogeneo (nel tempo). Inoltre se per ogni s,t,h,x,z,y,

P(s,t,:c, (7007 Z]) = P(S + hvt + h,$ + Y, (7003 z+ y])a (436)

allora in realta si tratta di esempi di processi a incrementi indipendenti ed omogenei (nello spazio) (con
Xo =0, se uo € la misura concentrata in 0). Nel caso generale la famiglia delle distribuzioni finito-dimensionali cosi
ottenuta coincide con la famiglia delle distribuzioni finito-dimensionali di un processo (X})i>0, con

X! =Yy + Xy,

dove (X¢)i>0 € un processo ad incrementi indipendenti ed omogenei con Xo = 0, ed Yy é una variabile aleatoria con
funzione di distribuzione Fy(y) = po((—00,y]), indipendente dal processo (Xi)i>o.

Per verificare le precedenti affermazioni si osservi che, prendendo h = —s ed y = —x nella formula (4.36) si ottiene
P(s,t,x, (—00,z]) = P(0,t —s,0,(—00, z — ),
allora basta porre

F,(z) = P(0,u,0, (—o0, 2]).

Sempre nel caso con densita, ovvero nel caso in cui Fy(z) = ffoo qu(y)dy, Uequazione di Chapman-Kolmogorov diviene

Qt—r(z - I) = /Rqs—r(y - x)qt—s(z - y) dy

ovvero, ponendo s —r=u,t—s=v,(=z—x edn=y —x,

wMO=A%mMK—m®70wm>%ﬂ=%*%

che é esattamente la condizione di compatibilita gia incontrata per i processi ad incrementi indipendenti ed omogenet,
e cio dimostra che la famiglia markoviana di distribuzioni finito-dimensionali definita con po = g0y, € quella definita
per i processi (X;)i>o0 ad incrementi indipendenti ed omogenei (si vedano le definizioni 4.6 e 4.7), sono le stesse, ovvero
che (Xi)i>0 € un processo di quest’ultimo tipo.

Infine per mostrare che le distribuzioni finito-dimensionali del processo®* (X{)i>0 = (Yo + Xit)i>0, con Yy
indipendente da (Xi)i>o0,50n0 quelle della famiglia markoviana, osserviamo che, nel caso in cui po(dy) = po(y)dy,

34Si veda la nota 29, dove il processo Yy + X+ & denotato come Yz.
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st ottiene

20
:/ P(Yo € duo)P(Yo + Xy, < 21, , Y0 + Xy, < 2|Yo = 20)

Z0
= / P(Yy € dao)P(Xy, <21 — @0, -+, Xt < 21, — 20[Yo = 70)
(per Uindipendenza di (X;)i>0 ed Yo)

20
=/ P(Y € duo)P(Xs, < 21— 20, Xey < 2 — o)

—oo
zZ0 Z1—%0 Zk—%0

= / pYO(xO)d:EO/ / pth’“"th (ylla 7y;c) dyi Tty dy;c
—oco —o0 —oo

(posto y; = y; + o)

20 21 2k
:/ PYo(fﬂo)dwo/ / DXy Xe, (Y1 — @0y 0 Yk — To) dyr -+, dyg
—0o0 — 00

— 00

zZ0 z1 Zk
/ / o / po(xo) dzo qt, (yl - 3?0) dy1 Gy —t, (yz - y1) dys - --
— 00 — 00 — 00

e th,htkfz(yk—l - yk—?) dyk—l Qt—tr_1 (yk: - yk—l) dyk'v

= FO,tl,'-' e (ZO, 21,0 ,Zk)'

4.8.1 Processo di Orstein-Ulhenbeck

Si consideri la famiglia delle probabilita di transizione con densita, definita da

1 (y _ e—)\(t—s)x)Q

1
eXp{_f “on(t— }dy
e—2X\(t—s 2 21—e—2X(t—s)
/27m21927)\<> o BN

P(S’ t? x? dy) =

22-02bis—-2008

Si puo dimostrare che P(s,t,x,dy) definisce una famiglia di probabilitd di transizione regolare (gaussiana). Inoltre si
potrebbe dimostrare che, se Y € una variabile aleatoria con distribuzione pg, indipendente da un processo di Wiener
standard (W;);>0, allora la famiglia di distribuzioni finito dimensionali ottenute tramite P(s,t, x, dy) e la distribuzione
iniziale g, ha le stesse distribuzioni finito dimensionali del processo

t
X, = e MYy + oW, — / e MW ds.
0

Si noti che I'integrale ha senso purché si prenda la versione a traiettorie continue del processo di Wiener standard?®.

35Vale la pena ricordare che di solito questo processo viene introdotto dopo aver parlato dell’integrale stocastico rispetto al processo di
Wiener. Riscrivendo

t t
oWy —/ oxe M Wods = ge M (e)‘tWt —/ )\e’\SVVSds> ,
0 0

e interpretando la formula tra parentesi come un’integrazione per parti

si puo riscrivere

t t
e*twﬁ/ Wede™® =:/ M dWs,
0 0

t
Xy i=e M (YO + o‘/ e*Sde) ,
0

o in forma differenziale (stocastica)

dXt = —>\Xtdt + G'sz.

Per poter dare un senso piu preciso a questa espressione, tuttavia andrebbe prima visto il significato dell’integrale stocastico.
In effetti la prima definizione di integrale stocastico data da Wiener & stata la seguente: per ogni funzione deterministica h(t) € ct,
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E inoltre interessante notare che, se Yy = x, cioe se Yy € una variabile aleatoria degenere, allora X; :=
- t A= . . : _ . . .
e My + oW, — fo oxe M=), ds & un processo gaussiano®®, di valore atteso m(t) = e *x e funzione di covarianza

t s
K(s,t)=E [(O—Wt — / a)\e_’\(t_“)Wudu) (aWS — / aAe—MS—“)Wuduﬂ .
0 0

Con un po’ di calcoli®” si pud controllare che

K(S,t) = ﬁ(eiAltfsl _ e*)\(tﬁ»s))’

ed in particolare quindi
2

Var(X,) = K(t,t) = —(1 — e 2M)
2X
Nel caso in cui A > 0, quando ¢t va all’inﬁnito allora chiaramente E[X;] = m(t) = e 2z converge a zero e la
varianza Var(X;) = K(t,t) converge a Z5. Di conseguenza la legge unidimensionale del processo (X;);>o converge in

distribuzione ad una legge gaussiana N (0, 2)\)

Questa legge gode di una interessante proprieta: se la legge iniziale py ¢ appunto una legge gaussiana N (0, g—/\)
RN o 1 _ 2 2
cioe po(dz) = \/@ exp{— = /=25 exp{— 222}, allora la legge di X; ¢ ancora una legge gaussiana N (0, Z5),

ovvero:

P(X; € A) = /uo(dx)/ p(0,t, z,y)dy

(y e Mx)?

2 _ - 7
/M eXP{ }dl‘/ ,727r021 o g2 1= e2)\2”

/\/; p{—*x}
/\/> Xp{— 597} dy, .

ovvero con derivata prima continua, Wiener definiva

}dy

Ay — e Ma)?

7((72(1 o 2)\t)e p{— o2(1— 72>\t)}da: dy

B B
/ h(s)dWs i= Wsh(8) — Wah(a) — / Wk (s)ds.
[e3 [e3
Questa variabile aleatoria risulta gaussiana (vedere la nota successiva) di valore medio nullo e di varianza ff h2(s)ds. Se h(t) ¢ C', ma &

misurabile e con ff h2(s)ds finito, allora Wiener definiva

B B
/h(s)dWs = tim [ ho(s)dWs,

n—oo

dove il limite ¢ inteso in media quadratica, e dove {hy }n & una successione di funzioni C'' con la proprieta che
s 2
/ (hn(s) — h(s))“ds — 0.
«@

3671 fatto che sia gaussiano dipende dal fatto che 'integrale f(; e_A(t_S)WSds —e Mt fot eNWads si puo ottenere come limite delle somme
di Riemann
n
e M Z e)‘SkWSk (sk — Sk—1),
k=1
che sono variabili aleatorie gaussiane, e tenendo conto del fatto che il limite (in distribuzione) di variabili aleatorie gaussiane & ancora una

variabile aleatoria gaussiana, purché valore atteso e varianza convergano.
37Questo conto risulta pit1 agevole dopo aver introdotto I'integrale stocastico di Ito (vedere la Sezione 6.
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per ogni A boreliano?®.

Questo esempio porta a dare la definizione di distribuzione stazionaria.

Definizione 4.9 (Distribuzione stazionaria). Sia u una distribuzione tale che

/u(dac)P(s,t,x,A) = u(A)

R

allora v viene detta distribuzione stazionaria o invariante del processo di Markov regolare determinato dalle
probabilita di transizione P(s,t,x, A).

Si puo dimostrare che se pg = g € una distribuzione stazionaria, allora le distribuzioni finito-dimensionali godono
della proprieta di stazionarieta

Definizione 4.10 (Processi stazionari). Se per ogni h > 0, k, (t1,--- ,tx) e (21, , 2x) la famiglia di distribuzioni
finito-dimensionali Fy, ... 1, (z1,- -+ ,2x) gode della proprieta che
Ftl,“' RN (ZO7 21y 7Zk) = Ft1+h,~~~ ,tk+h(207 21y 7Z]€)

allora Fy, ... 1, € detta una famiglia di distribuzioni finito-dimensionali stazionarie, e il processo con tale famiglia di
distribuzioni finito-dimensionali é detto un processo stazionario.

4.8.2 Moto browniano geometrico e modello di Black-Scholes

Il prossimo esempio e di fondamentale importanza nell’ambito dei modelli finanziari. Il modello proposto da Black
e Scholes ¢ un modello a tempo continuo con una azione rischiosa (una azione di prezzo S; all’istante t) e una azione
non rischiosa (di prezzo B; all'istante ¢). Si suppone che I'evoluzione di B; sia descritta dall’equazione differenziale

seguente
dBt = ’I"Bt dt,

dove r & una costante positiva. Questo significa che il tasso di interesse ¢ costante e uguale a r. Se By = 1, allora
ovviamente B; = e, per t > 0.
Si suppone che il prezzo dell’azione sia descritto®® dal processo

2
Sy = Sp exp {ut (;t+O'Wt}.

381 ultima uguaglianza deriva dal fatto che, la densita di X; ¢ data dall’espressione tra parentesi, ovvero da
A VA My —e Mz)2  Az2(1—e 2N
\/72/ —— exp{—( (2 7%2 + 2( 72M))}dx
wo? Jr /mo?(1 — e 27 o?(l—e ) o2(l-—e )
= 7>\ \/X A =Xt )2 2 —2)At
~ Vomo? /R \/me"p{_am “e o) ((y —e™2)" +2(1 —e7*)) Jda
by VX A(y? — 2ye— Mg £ e—2Mg2 1 g2 xQe—QAt)
Vo2 / exp{— 3 5 }dx
o2 Jy Jro? (1 —e 2 o2(1 = o2
A A Mz2 — 2zye— At 2
=4/ 72/ VA exp{— (@ Tve *y )}da:
702 Jg \/mo2(1 — e=2M) o2(1 — e—27)
A A Mx? — 2zye= M 2,—2)t A(—g2e—2\t 2
R I e s it
o2 Jg \/mo2(1 — e=2M) 02(1 — e 2At) o2(1 = e—2NY)
a2
A A5 VA Az — ye M) \/T A 5
=V oz PGz }/R Ner=Trprs ) R e s Ll eSS

39Di solito si introduce il processo del prezzo Sy come la soluzione dell’equazione differenziale stocastica

dX¢ = Xt(udt+0'th), Xo = So,

che si risolve esplicitamente:
2
o
Xt = Soexp {,ut — 77& + O‘Wt} .

Di nuovo per capire bene il senso dell’equazione differenziale stocastica precedente andrebbe prima chiarito il significato dell’integrale
stocastico di Ito e del differenziale stocastico (vedere la Sezione 6.
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dove p e o sono due costanti e (W), & un moto browniano standard, ed Sy € una variabile aleatoria indipendente da
(W)

Tale processo ¢ detto moto browniano geometrico.*’

Il modello & studiato sull’intervallo [0,T], dove T & la data di scadenza dell’opzione da studiare. In particolare,
risulta che la legge di S; € una legge log-normale, vale a dire che il suo logaritmo segue una legge normale.
11 processo (S;): € una trasformazione biunivoca di un processo di Markov, infatti

2
Y, = log(S,) = log(So) + oW, + (1 — %

)t
€ un processo ad incrementi indipendenti ed omogenei, con
Yo = lOg(So),

€ con
2

Xy =Wy + (p— %)t
un processo di Wiener, non standard, con coefficiente di drift p/ = p — %2 e coefficiente di diffusione 2. Tenendo
conto di questo fatto si puod affermare immediatamente che il processo (S;); verifica le seguenti proprieta:
- continuita delle traiettorie;
- seu <t, S;/S, ¢indipendente da F5 = o(S,,v < u);
- se u <t, lalegge di (S; — S,)/Su € identica a quella di (S;—,, — Sp)/So.

La prima proprieta ¢ banale. Per verificare le altre due proprieta basta osservare che

Sy/Sy = exp{Y; — Yy} = exp{o(W; — W) + (u — %)(t — )},

che F, = F2 = FV v o(Sy) e che (W, — W,) ¢ indipendente da F¥ e da o(Sy) ed ha la stessa legge di
(Wtfu - WO) = Wt7u~
Inoltre il processo (S;); risulta esso stesso un processo di Markov regolare: per ; > 0,4 =0,1,--- , k

FSO751,-~,Sk('T07x17 e )xk:) = P(SO S x07St1 S T, 7Stk S z/L‘k:)

= ]P)(YO < log(:EO)a Ytl < log(‘rl)a T 75/1‘/1@ < log(gjk))

log(zo) log(z1) log(zr)
:/ / / DY, Yey Ve, (Y05 Y15+ Yk) dyo dya -+ - dyy
—0o0 — 00

—0o0
/log(zo) /log(:m) /log(:vk) ﬁ 1 7(yi*yi—1*u'(ti7t2¢_1))2
= N [2% (yO) e 2(t;—tj_1)o dyo dyy - - - dys
—o0 —o0 —o00 ’ i=1 277(ti - ti—l)o'2
di conseguenza la densita congiunta di (So, St,, -+ ,St, ) si ottiene derivando rispetto a zg, x1, -+, T la precedente
espressione:
an
PSo,Sty -+ Sy, (T, 1,7+ Tk) = mFSo,Sl,--~,Sk($oaxh L Tk)

11 1

= Pyvy, vy, vy, (l0g(2o), log(z1), - - 710g($k));0;1 -

_ (log(zy)—log(wi_1)—n' (ti—t;_1))*

k
_ Py, (log(IO)) H 1 e 2(t;—t;_1)02
To i1 Ti 27T(ti - ti_1)0'2

40Questo processo si pud ottenere anche come limite del processo dei prezzi per il modello di Cox, Ross e Rubistein. Per un approccio
elementare si veda il testo di S. Ross [12].
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La densita risulta evidentemente nulla se una delle x; non ¢ strettamente positiva.
Da cio risulta evidente che le probabilita di transizione ammettono la seguente densita

1 (log(y) — log(z) — p/(t — 5))
exp{ — }

s, 6,2, Y) = ————o
ol v) y\/ 27 (t — s)o? 2(t — s)o?

E infine facile vedere che queste densita di probabilita di transizione verificano I’equazione di Chapman-Kolmogorov in
quanto ci si riporta immediatamente attraverso un cambio di variable al caso delle densita di probabilita di transizione
del processo Y;.

La formula di Black-Scholes permette di calcolare in modo esplicito il prezzo di un’opzione call europea. Si indichi
con Cy(z) il prezzo dell’opzione emessa al tempo 0 con la condizione Sy = x. Si ponga

1
7Y = exp {—292t + GWt}

che & la martingala esponenziale (gia definita in (4.34)) con E[Z{] = 1.
Se si prende § = “—F per il Teorema di Girsanov (vedere I'Esercizio 4.1) il processo scontato dei prezzi
(S = %i = e "S,;); & una martingala®! rispetto alla misura

Q(A) = Q(A) = EF[I,Z8), Ae Fr,

ovvero con dQ = Z%d[?’. Estendendo la definizione data nel caso a tempo discreto, si ha quindi che la misura Q € una
misura martingala equivalente a P. B

Inoltre si ha che, per ogni ¢, la legge della variabile aleatoria S; = e™S; rispetto a Q & la stessa®? della variabile
aleatoria x exp{(r — 02/2)t + 0\/tZ}, dove Z & una variabile aleatoria gaussiana standard N (0, 1).

41Posto
W = %t + W,

il processo
~ 0'2
St =zexp{(p—1r— ?)t + oW}
si puo riscrivere anche come
2
~ o o~
St =z exp{—;t + oW}
Rispetto alla misura di probabilita Q) il processo Wt risulta un processo di Wiener con coefficiente di drift 0, cioé equivalentemente
Wy = (Wtfet)+9t=Bt+9t,
con By un processo di Wiener standard rispetto a @ = @Y. Di conseguenza

We=S""trw,=2""¢ 10t + B
g o

Prendendo quindi
g—_P-T_T— M7
o o

si ottiene che Wi = By & un processo di Wiener standard rispetto a Q = QY.
A questo punto si osserva che, proprio per questo motivo,

~ 0'2 o~
S == exp{—?t + oWy}
¢ rispetto alla misura () una martingala esponenziale ovvero
~ ~ 0'2 o~
St =aZ{ = :(:exp{—?t + oWt} (4.37)
si tratta di applicare il risultato dell’Esercizio 4.1 con ) al posto di P, Wt al posto di W} ed infine o al posto di 6.
421 ’uguaglianza in legge si vede dall’espressione del prezzo scontato (4.37), e tenendo conto del fatto che la legge della variabile aleatoria

W, rispetto a @ & N(0,t) e che anche la legge di v/tZ ha legge N(0,t), se Z ha legge N(0,1). E importante sottolineare che ovviamente
cio vale solo come variabili aleatorie e non vale come processi.
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Quindi
Co(z) = e "TER [(Sy — K) 7]

= ¢ "TEQ [(ace(r_aj)m'”ﬁz — K) +] .

La speranza matematica a destra vale
+oo
efrT 1

V2T J o

L’integrando si annulla per z < (, dove

(xe(’”7%)T+gﬁz — K) ! e 7124y,

e quindi

02
Co(z) ‘ (:ce(rfT)TJ“’ﬁZ - K) e %2z,
Se si indica con ® la funzione di ripartizione della legge A (0, 1),

d(x) = L /I e 2y = L /+OO e 22,
V2T J oo V2r )y ’

allora
o) = = [ ik g
T) = — e z— Ke -
0 2m J¢
X Foo 2
o —z /2d - K 7T‘T® _C
e z e
- /C iy (=)
=P (—< +o\/T) — Ke  T®(—).

In conclusione si ottiene la formula di Black-Scholes
Co(z) = 2P (—C + Uﬁ) — Ke ™ ®(—0).

Per ulteriori approfondimenti consultare il libro di P. Baldi [1], quello di D. Lamberton e B. Lapeyre [8], oppure di
J.M. Steele [14] .

Mediante la formula di Black-Scholes, possiamo ricavare il prezzo equo di un’opzione call europea. Tuttavia, grazie
alla formula di parita (si veda ad esempio il libro di S. Ross [12]), si ricava immediatamente anche il prezzo equo di

una put europea P;, dato da
Pt = Ct - St + KG_T(T_t).

La formula di Black-Scholes ha il pregio di essere semplice e di dipendere da tre parametri: r, u e o. L’unico parametro
difficile da stimare ¢ la volatilita, o243

Infine va notata I’analogia della formula di Black e Scholes con il corrispondente risultato per il modello di Cox,
Ross e Rubistein (CRR). A tale proposito si veda, sempre nel testo di S. Ross** [12], come sia possibile ottenere tale
formula in modo elementare come limite del prezzo del modello CRR, mandando il numero di passi all’infinito, con
opportuni riscalamenti nel modello stesso.

43La volatilita ¢ un parametro che gioca un ruolo importante nelle applicazioni. Per questo motivo, negli ultimi anni, ¢ stato molto
studiato, in statistica, il problema di stimare il coefficiente di diffusione, a partire dall’osservazione di una traiettoria.

441] Ross del modello CRR e P'autore di [12] sono due persone diverse.
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4.9 Appendice: dimostrazione del Teorema di esistenza di Kolmogorov

Un problema noto nel caso unidimensionale ¢ il seguente: data una distribuzione di probabilita u su R, esiste uno
spazio di probabilitd (Q,F,P) ed una variabile aleatoria X che ammette come distribuzione p?

Ci sono due possibili risposte “classiche* a tale quesito: la prima consiste nel prendere lo spazio canonico 2 = R,
F = B(R), X uguale all'identita, cio¢ X (x) = z, e infine P = y; la seconda (Teorema di rappresentazione di Skorohod)
consiste nel prendere Q = (0,1), F = B(0,1), P la misura di Lebesgue ristretta a (0,1) ed X(u) = F~1(u) :=
inf{z tali che u < F(z)}, dove F(x) := pu((—o0,]) ¢ la funzione di distribuzione ed F~! ¢ la funzione inversa
generalizzata *° della funzione di distribuzione F.

Anche nel caso dei processi ¢’¢ qualcosa di simile. Il problema si esprime nel seguente modo: data una famiglia
di distribuzioni finito-dimensionali pu, ... 1, , al variare di K > 1 e di ¢, -+ ,t; in I, esiste uno spazio di probabilita
(Q, F,P) ed un processo aleatorio (X¢,t > 0) che ammette tali distribuzioni finito-dimensionali?

Lo spazio canonico, analogo ad R, @ R! = {z(-) : I — R}, ed il processo canonico ¢ il processo coordinata per il
quale X;(x(+)) := z(t). La scelta della o-algebra viene fatta in modo che il processo canonico sia misurabile. Quindi
necessariamente deve contenere gli insiemi del tipo

{z(-) e RT | (t) € A}, per A € B(R),
e delle intersezioni finite di insiemi di questo tipo, i rettangoli di base finita
{x() eRY | z(ty) € Ay, ,x(ty) € Ay, }, per Ay, € BR) e h=1,--- k.
Necessariamente, quindi, deve contenere anche i cilindri (o insiemi finito-dimensionali), ovvero degli insiemi del tipo
C={z(-) e R | (x(t1),z(ta), -~ ,2(ty)) € H}, dove H € B(R") (4.38)
Si sceglie quindi la o-algebra R! generata dall’algebra R{ dei cilindri, al variare di & > 1, degli indici t,--- ,#x in I e
di H in B(RF)*S.

Infine come misura di probabilita P, chiaramente, si vuole prendere una misura di probabilita su R per la quale
valga

P(C) = Hty ety (H)a
per ogni cilindro C di RY, definito come in (4.38).
A questo punto si pone il problema: esiste una tale probabilita P ? e piu precisamente

(i) la definizione di PP & ben posta su RE? (i) IP si pud estendere a tutto R!?

La risposta & affermativa sotto alcune semplici condizioni di consistenza ed ¢ il contenuto del Teorema di esistenza
di Kolmogorov. Come si intuisce dal discorso precedente I'ingrediente essenziale della dimostrazione di tale teorema
¢ il procedimento di estensione di una misura definita su un’algebra alla o-algebra da essa generata (Teorema di
Caratheodory).

Le condizionti di consistenza sono le seguenti:

Sia k > 1 e sia m una permutazione di {1,--- ,k} e sia
o, : RF - RF, (X1, ,x8) = Pa(z1, - 2k) = (Tnyy o, Ty )-
Chiaramente, essendo ®, biunivoca, (z1,--- ,x1) € H se e solo se ®(z1,--- , 1) € ®-(H), per H € B(R¥), e quindi
i e () = s, 0 (Bo(H)), (4.39)

45Se non si & familiari con il teorema di Skorohod basta considerare solo il caso in cui la funzione di distribuzione F(-) sia strettamente
crescente e continua e quindi invertibile.
46Per la dimostrazione del fatto che R(I) sia un’algebra vedere la dimostrazione del seguente teorema.
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infatti
lutly"';tk(H) = P{(Xtu T 7th) € H} = ]P){(I)W(thﬂ T 7th) € (I)W(H)} =
=P{( Xt Xe, ) € Pn(H)} = ity oot (P (H)),
inoltre
Kty ti tioqn (H X R) = iy, t (H) (440)

E immediato constatare che le condizioni di consistenza (4.39) e (4.40) si possono riscrivere nel seguente modo:
Siano k > h > 1, sia 7 una permutazione di {1,--- ,k} e sia W, : RF = R? (29, ,21) — VUpp(zy,- -, 28) i=
(Tpy,+++ Ty, ), allora, per ogni (t1,--- ,tx) € I* e H € B(R")

ftr e (U (H)) = pitg o, (H), (4.41)
infatti, nel caso in cui H sia un rettangolo cioe H = A; x --- x Ay, posto 7! la permutazione inversa di 7, pensata
quindi come funzione biunivoca di {1,--- ,k} in sé, e posto A,, =R per m =h +1,--- , k, la relazione (4.41) diviene

]P’((Xtﬁ,~~~ 7Xt,rh) €EH)= I[J’(Xtﬂ1 €Ay, , Xt,, € Ap) =
= ]P)(Xtﬂ-l S A17 e 7Xt7"h S AhaXtﬂ-h+1 S Ah+17 e 7Xt7\-k S Ak) =
= ]P)(Xt-;rl (= 1471._1(71,1)7 c. 7Xtﬂ'h, S Aﬂ_l(ﬂil)’thrh+1 c Aﬂ-—l(ﬂ_h+1)’ A 7Xt7"k S Aﬂ-—l(ﬂ.k)) =

(riordinando opportunamente le condizioni richieste)
(Xt1 € AW71(1)7 e aXth € Aﬂ’l(h)7Xth+1 € Aﬂfl(h—&-l)a T ath € ATr’l(k:)) =
((th T 7th) € \Ij;,lh(H))7

P
P

e se vale per i rettangoli, poi vale per ogni cilindro.

Prima di enunciare e dimostrare il teorema di Kolmogorov, menzioniamo il fatto che esiste un’altra possibilita,
piu simile a quanto fatto nel teorema di rappresentazione di Skorohod, nel caso in cui I € numerabile, cioe I = N, ed
illustreremo questo caso in seguito. In tale caso lo spazio canonico & di nuovo (0,1) con la o — algebra dei boreliani
B(0,1) e la misura di Lebesgue ristretta a (0,1), e quindi, a partire dalle distribuzioni finito-dimensionali non deve
essere definita la misura di probabilita, bensi il processo stesso. Ingrediente essenziale per la dimostrazione ¢ il teorema
di esistenza delle versioni regolari delle distribuzioni condizionali di una variabile aleatoria, dato una variabile aleatoria
multidimensionale.

Cominciamo con I'enunciare il Teorema di Kolmogorov*”

Teorema 4.8 (di Kolmogorov). Sia data una famiglia py, ...+, di distribuzioni finito-dimensionali consistente,
cioé che verifica le condizioni di consistenza (4.39) e (4.40), allora esiste uno spazio di probabilita ed un processo
aleatorio che ammette iy, ... 1, come distribuzioni finito-dimensionali. Inoltre é sempre possibile prendere come spazio
di probabilita lo spazio canonico R e come processo il processo canonico Xy(x(+)) = x(t).

Dimostrazione: Cominciamo con l'ultima parte del teorema. Sia (€2, F, Q) uno spazio di probabilita ed (Y;,t € I)
un processo su tale spazio che ammette come distribuzioni finito-dimensionali fi, ... ;,. Si definisca la funzione
£:Q0—-RLw— EW)() =Y (,w), ciod £(w) & la funzione t — £(w)(t) = Yi(w).

K

Risulta che ¢ & una funzione F/R! misurabile: infatti per ogni cilindro C come in (4.38), I'insieme

€HC) = {w tali che (Y;,,---,Y;,) € H} € F,

e cio e sufficiente a dimostrare la misurabilita di &.
A questo punto ponendo

P(A) = Q(§7'(A)), per A€ R,

47Le condizioni di questa formulazione del Teorema di Kolmogorov leggermentepil forti di quelle richieste nell’enunciato del Teorema
4.1, ma sono equivalenti.
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si ottiene la rappresentazione canonica.
Continuiamo dando lo schema della dimostrazione

punto 1) R} & un’algebra.

punto 2) La definizione P su R} come P(C) := pu,.... 1, (H), dove C ¢ il cilindro definito in (4.38), & ben posta e risulta
P una misura di probabilita finitamente additiva su R.

punto 3) La misura P & numerabilmente additiva su R}, e quindi si pud estendere in modo univoco ad una misura
alla o-algebra R! generata da R.

Sia il punto 1) che il punto 2) sono basati sulla osservazione che un cilindro C puo avere pilt di una rappresentazione:

C={z(-) e R | (x(t1),x(t2), - ,2(tx)) € H}, con H € B(R¥),

oppure
C={z(-) eRY | (x(s1),2(52), - ,2(sm)) € J}, con J € B(R™).
Notazione: per k e t1,--- 1), prefissati, indicheremo con Rt »*¥} 1a famiglia dei cilindri del tipo precedente al
variare di H € B(RF).
Supponiamo che k < m, e che {t1,--- ,tx} C {s1, - sm}, allora esiste una permutazione o di {1,---,m} per cui

ti =S4, 0 =1,--- ,k, per cui ¥, ,(J) = H e per cui J = \I/T_rlh(H) 0, equivalentemente ®,(J) = H x R™~F,
Si noti allora che dalla (4.41) si ottiene che

sy, s (J) = sy ooe s, (\II;}C(H)) = Hsoy 80y, (H) = ity 1, (H). (4.42)
Inoltre, due cilindri C e C’, con indici di tempo {t1,---,¢x} e {t}, - ,t},} rispettivamente, si possono sempre
rappresentare come cilindri con indici comuni {s1,- -8} = {t1, -+, g} U{th, -+ .t} }.

Pit precisamente se
C={z() e R | (x(tr), z(ts), - ,x(ty)) € H} € RIt-tr}

C'= {x() € RI | (m(t/l)vx(té)7 T 7m(t;c’)) € H/} € R{thm7tk/}7
allora, posto
{817"' ,Sm} = {t17"' atk?} U {t/la 7t;<;’}7
si puo supporre, senza ledere in generalita (si tratta eventualmente di ricorrere a permutazioni opportune), che
{817"' sy ShySh+1, " ,Sk} - {tlv'“ ,tk},{8h+1,"' 7Sk} - {t17"' 7tk}m{t,17 7%@’}

ed infine che
{5h+17 T ,Sm} = {t/h T ?t;c’}'

Infatti, per due opportune permutazioni 7 di {1,--- ,k} e «#’ di {1,---,k'}, si puo riscrivere (tr,, -+ ,tr,) =
(81, 8K) e (tr oo tn ) = (Sht1,-+ , Sm) € quindi
¢ = {2() eRT[(a(s1) a(s2), -+, a(sp)) € Pr(H)}
= {o() €R [ (2ls1), - »2(5m)) € By(H) x R} € Rl m) (4.43)
e
¢’ = {2() R | (a(sna1), 2(sn42), 2 (sm)) € P (H')}

= {(E() € RI | (x(sl)v T ,ZL’(Sm)) € Rh X CDW/(H/)} € R{Sh.“"%”} (444)

Dimostrazione in dettaglio dei punti 1), 2) e 3).
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punto 1)

E immediato capire che, fissato k > 1 e {t1, - ,tx}, la famiglia Rt} dei cilindri del tipo
C={a() e R | (a(tr),z(t2), - ,x(t)) € H},

con H € B(R¥), forma un’algebra (anche se in realta si tratta di una o — algebra):
Per ottenere R, basta prendere H = R”.
Per ottenere C°, basta prendere H°.

Per ottenere CUC’ , con C' = {x(-) € R | (z(t1), z(t2), -+ ,x(tr)) € H'}, basta prendere H U H'.

Dalle osservazioni precedenti sappiamo che comunque presi due cilindri essi si possono esprimere come cilindri
con indici comuni. Si ottiene che quindi RY & un’algebra.

punto 2)

Le osservazioni iniziali e le proprieta di consistenza permettono di ottenere immediatamente che la definizione
¢ ben posta. Infatti se i cilindri C e C’ di (4.43) e (4.44) sono uguali allora necessariamente ®,(H) x R™~* =
R" x @,/ (H') = J, e allora per la (4.42) 5

Hsy, s (J) = Mty oty (H) = Kt 0t (Hl)

’
k!

La finita additivita dipende dal fatto che ciascuna i, ... ;, & una misura di probabilita su R{*+t} e che, dato
un numero finito di cilindri di R, si pud sempre pensare che tutti i cilindri siano appartenenti ad un’algebra del
tipo R{t ek,

punto 3)

Per provare la o-additivita e sufficiente mostrare la continuita, e per questo, a sua volta, ¢ sufficiente mostrare
che se A, € R} ed A, | 0 allora P(A4,) | 0. La prova procede per assurdo. Esista, per assurdo, un € > 0 tale
che P(A,) > € per ogni n. Se mostriamo che allora [, .A,, non pud essere 'insieme vuoto la dimostrazione &
completa.

Poiché per rappresentare un cilindro si puo sempre aumentare il numero degli indici, cioe degli istanti di tempo
coinvolti nella sua definizione, possiamo supporre che esista una successione {¢,,n > 1} e una successione di
boreliani H,, € B(R™) per cui

A, ={x e R (x(ty), - ,2(tn)) € Hy}
(eventualmente ripetendo qualche A,,*®)

Ovviamente P(A,) = pu, ... 1, (Hy), ed essendo pi, ... ;, una misura internamente regolare *° ¢ possibile

481 generale ciascun A, coinvolgera gli istanti ¢1,--- ,tm,; in tale caso si dovra ripetere R per m1 — 1 volte, con H, = R, per
n=1,---,m1 —1, A1 per ma —my volte e cosi via.

49Ricordiamo che, se S & uno spazio metrico, si dice che una misura g sui boreliani di S & internamente regolare se per ogni insieme
misurabile B si ha che p(B) = sup{u(J),J C B, J compatto}, e quindi esiste una successione di compatti J, contenuti in B per cui la
misura di B ¢ il limite delle misure di Jj.

Comunque in R"™ cio significa che per ogni boreliano H & possibile trovare una successione monotona di iper-rettangoli chiusi e limitati
{Km}m>1 e convergente ad H. Per la proprieta di continuita delle probabilita vale allora pu(FKm) T w(H).

Questo & un punto cruciale nella dimostrazione e che vale per tutte le misure di probabilitd su uno spazio metrico localmente compatto.
Anzi cio vale addirittura per spazi di Hausdorff sempre localmente compatto (confrontare, ad esempio, il Teorema di rappresentazione di
Riesz). Questa osservazione permette di estendere il teorema di Kolmogorov non solo al caso di processi a valori reali, ma anche al caso di
processi a valori in spazi metrici localmente compatti, ed in particolare a R®.
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trovare un compatto K, C H, per cui

€
Mty ,ee ity (Hn\Kn) S 2n+1 )

di modo che se B,, = {x € R, (x(t1),--- ,2(t,)) € K,,} allora

o™

P(AN\B,) < Sy

Posto C,, = _; By, di modo che

Cn={z R (2(t1), - ,2(t,)) €Ty}, con T, = ﬂ (K, x R*™™) C K,, compatto,
m=1

allora
Cn CB, CA, eP(A,\C,) <

DO ™

Infatti .
Bm)c) —P(|J A.NBS) <

1 m=1

P(A,\Cn) = P(A, N (

DT

<D P(AnNBL) = Y PANBR) S Y oy < 5

m=1 m=

[

m=1

Di conseguenza P(C,,) > § > 0 (essendo P(A,) > e e P(A,\Cy,) < §). Quindi C,, non ¢ vuoto e lo stesso vale per
I, CK,.

Si scelga per ogni n un punto appartenente al cilindro C,, ovvero una funzione, z(")(-) € C,. Sen > k allora
z™M() € C, C C C By e quindi il punto (2™ (t1),---, 2 (t)) € K € Jp x Ji x --- x Jp (k volte, con
Jj, un intervallo limitato). Di conseguenza, ciascuna successione del tipo {z(M)(t3), 2P (t1,),--- , 2™ (ty),- -} &
contenuta in Jy, e quindi e limitata.

In realta la successione {z(M (t1,), 2 (t1,), - - - , 2™ (ty), - - - } & contenuta in Jj, solo definitivamente, anzi (™ () €
Ji per n > k, comunque & una successione che ammette almeno una sottosuccessione convergente. Anche questo
¢ un punto da tenere presente nel caso in cui si voglia fare una generalizzazione a processi a valori in spazi piu
generali di R o R?.

Con il metodo diagonale si puo scegliere una successione ny crescente in modo che, qualunque sia k > 1, la
successione {x(”h)(tk)}hzl sia convergente ad un punto yg. Sinoti che per ogni k > 1 il punto (y1, - ,yx) € Kg,
in quanto definitivamente (2™ (t1),---, 2 (t)) € K.

Richiamo sul metodo diagonale:
Sia data una successione a due indici

T1,1, 21,2,
T21, 22,
Tn 1y, Tn?2,
per cui, qualunque sia n, la successione {x, p}r>1 € limitata (o relativamente compatta). Allora esiste

una successione {hn, }m>1 di interi per cui, qualunque sia n, la successione {x, p,, }m>1 € convergente.
Si considera la sottosuccessione convergente {xip, ., }m>1 ad y1. Poi si considera la successione
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{2,n, ,, }m>1, che essendo limitata ammette una sottosuccessione convergente {Zz2 p,, }m>1 ad ya.
Si noti che quindi anche {x1 p, ,, }m>1 € ancora una successione convergente ad y; e che anche ogni sua
sottosuccessione é convergente ad y,. Si continua in questo modo fino ad ottenere che {xy, p,, ,. }m>1 €
una successione convergente ad Yy, € {hn m }m>1 € una sottosuccessione di {hn—1,m }m>1, ed anche ogni
sottosuccessione di {xy p,, ,, }m>1 converge ad y,,. A questo punto abbiamo una nuova configurazione

T1,h1,15 LT1his 70 Y1
L2,ha 1> L2,hy 0y 0 T Y2
xn,tha J;mhn,nv T — Yn

Basta prendere Ny, = hp, m, infatti, qualunque sia n, la successione {xy p,, ,, tm>1 € (definitivamente)
una sottosuccessione di {xy, p,, , }m>1 € quindi converge ad y,,, per m che tende ad infinito.

Percid, ogni funzione z(-) di R! tale che z(t3) = yn, per ogni h > 1, appartiene ad ogni By, k > 1, e quindi ad
ogni Ay, k > 1, e quindi ,, A;, risulta un insieme non vuoto.

O

Si noti che I’argomento della dimostrazione e lo stesso della dimostrazione del teorema di Tikhonov: il prodotto
infinito di compatti € un compatto. Una dimostrazione simile appare anche nella dimostrazione che I'intersezione di
una successione di compatti non vuoti € non vuota.

4.9.1 Caso a tempo discreto: metodo diretto

Passiamo ora ad illustrare il preannunciato metodo costruttivo di dimostrazione del teorema di Kolmogorov, ma
prima di tutto, proviamo ad ottenere una variabile aleatoria bidimensionale con funzione di distribuzione F'(z,y) data.
Notiamo che si puo riscrivere

Fla,y) = /x Fyix(y | 2)dFx(2),

— 00

dove Fy|x (y | 2)|s=x(w) € una versione regolare delle probabilita P(Y" < y[o(X)).
Daremo per il momento per scontato che tale scomposizione (o meglio disintegrazione) sia sempre possibile.
Si possono inoltre definire le inverse generalizzate I'x (-) di Fx(-) e I'y|x(- | z) di Fyx(-| ), qualunque sia z.
Siano ora U e V due v.a. uniformi in (0,1) ed indipendenti, si definiscano

X(w) =T'x(UW))

ed
Y(w) =Ty x(V(w) | X(w)) =Ty x(V(w) | Tx(Uw))).

E facile verificare che

Infatti

P(X(@) < 2, V(@) < y) = BUx (UW)) < 2, Ty x (V) | x (Uw)) < y) =
— P{U() < Fx(2), V(@) < Fyx(y | Tx (U@))} =
- / Fypx(y | Tx (u))du =
(0,Fx (2)]

(applicando il cambio di variabile z = I'x (u))

(e considerando che u < Fx(x) & I'x(u) =z < x)

N /z Fyix(y | 2)dFx(z) = F(z,y).
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E facile generalizzare al caso in dimensione n e costruire una variabile aleatoria n-dimensionale (X1, -+, X,,) con
funzione di distribuzione data, a partire da n variabili aleatorie uniformi in (0, 1) ed indipendenti.

A questo punto ¢ chiaro come estendere il procedimento al caso di una successione di v.a. {X,,},>1 con distribuzioni
finito-dimensionali 1 ... ,, assegnate (e relativa funzione di ripartizione F(z1, 29, - ,y)) in modo che

1t (H X R) = g o (H),

pur di avere a disposizione una successione di v.a. uniformi in (0,1) ed indipendenti.

Infine, va notato che sostanzialmente le condizioni di compatibilita servono solo a garantire che le distribuzioni
finito-dimensionali della successione aleatoria cosi ottenuta, e relative a tempi non consecutivi siano quelle volute.

L’affermazione che una successione di variabili aleatorie {X,,, n € N} ¢ una successione di v.a. indipendenti con
Wx, = fn, € un’affermazione che riguarda le distribuzioni finito dimensionali del processo {X,,, n € N}. L’esistenza
di una tale successione si potrebbe quindi dedurre dal teorema di rappresentazione di Kolmogorov, o magari da un
risultato ad hoc la cui prova fosse la semplificazione del procedimento usato nel dimostrare tale teorema. Tuttavia
I’esistenza di una tale successione tuttavia si puo dedurre direttamente, pur di dare per scontato che esiste la misura di
Lebesgue su (0, 1). Infattisu (0, 1) si possono definire delle variabili aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite,
a valori nell’insieme {0, 1}, e che assumono il valore 0 con probabilita 1/2 (lo stesso vale per il valore 1). A partire da
questa successione di variabili aleatorie si puo costruire una successione di variabili aleatorie {U; , j € N} indipendenti
ed uniformi in (0,1), come descritto qui di seguito. Infine, posto F,(z) = ,un((—oo, ac]), la successione cercata & data
dalla successione delle v.a. F,;*(U,).

Lemma 4.9 (Successioni di v.a. indipendenti uniformi in (0,1): esistenza). Nello spazio Q = (0,1) con la
misura di Lebesgue sui boreliani, é possibile avere una successione di v.a. uniformi in (0,1) ed indipendenti.

Per costruire tale successione si ricordi che scrivendo w € (0,1) in forma diadica w = Y°7° W;(w) 5, le v.a. W;

risultano indipendenti e P(W; = 0) = P(W,; = 1) = % La successione U,, di v.a. uniformi ed indipendenti si puo

costruire, a partire dalle v.a. {W;}, riordinandole in modo che formino una sequenza a doppio indice {WN/M} cosi da
poter definire

Unl) = 3 Wan(w) o
1=0

Ad esempio si puo prendere W, = Wsi-1(2,,41), che corrisponde a riordinare la successione {W;} in questo modo:

Wi Wi Ws Wr; W
Wy We Wig Wi ---
Wy Wia Wy Woag

Wg Way Wy -+

ottenendo da {W;} infinite sottosuccessioni (corrispondenti alle colonne di questa matrice) in modo tale che nessuna
W; venga tralasciata né ripetuta.

Ribadiamo che questa costruzione & riportata affinché sia chiaro che I'affermazione che esiste una successione di
v.a. indipendenti ed uniformi in (0, 1), non dipende dal Teorema di Kolmogorov dimostrato precedentemente.

4.9.2 Osservazione su R! {

La o-algebra R! coincide con la famiglia degli insiemi del tipo
A= {z() [ {z(tx)}x € N}, (4.45)

al variare delle successioni S = {tx}r CTed N € RN cioe un o-cilindro.
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Anzi, pitt in generale, dato un processo, cioé una famiglia di variabili aleatorie (Y;,¢ € I) in uno spazio (Q, F,P),
e posto Fg = o{Y5, per s € S}, valgono le seguenti affermazioni:

(i) Se Ae Fr,we AeY(w)=Yy(w) per ogni t € I, allora ' € A.

(ii) Se A € Fi, allora esiste un S CI e numerabile per cui A € Fg, ovvero F; = | J¢ Fs, dove 'unione & fatta su tutti
i sottoinsiemi S numerabili di 1.

Entrambe le due proprieta si basano sul fatto che, posto & : @ — R w — &(w)(-), dove &(w)(t) = Y;(w) per ogni
t € I, allora
Fr={¢" (M), MeR'}.

Infatti allora Y;(w) = Y;(w’) per ogni t € I equivale a {(w) = £(w') e quindi w € A = £-1(M), cioe £(w) € M
implica £(w’) € M e quindi ' € A. Infatti ogni o — algebra rispetto alla quale ¢ & misurabile deve contenere le
controimmagini dei cilindri e quindi deve contenere anche {£~1(M), M € R°} per ogni S numerabile, ed inoltre la
famiglia (J4 Fs € una o-algebra, come & facile verificare.

L’unico punto in cui & necessaria un po’ di attenzione & il caso di unioni numerabili di eventi FE,, € | gFs. Sia S,
tale che E, € Fg, . Poiché Fg, C Fu, s, ed Fu,s, € una o — algebra, ovviamente (J,, E, € Fu,.s,, € Ug Fs-

m m

In particolare R'={Jg4 R, dove I'unione & fatta su tutti i sottoinsiemi S numerabili di I.

4.9.3 Problemi con lo spazio canonico

Come visto nella precedente sezione R'=[Jg RS, dove I'unione & fatta su tutti i sottoinsiemi S numerabili di I.
Consideriamo il caso in cui I ¢ un insieme continuo e per fissare le idee I = [0,7] oppure [0,00). Allora non ha
senso considerare la probabilita che le traiettorie abbiano particolari proprieta tipo siano crescenti, o continue, in
quanto tali insiemi non sono misurabili nello spazio canonico non essendo esprimibili come in (4.45): non & possibile
trovare una successione di tempi (ovvero un sottoinsieme numerabile di tempi) e condizioni relative solo a tali istanti
per determinare se una funzione ¢ continua oppure no. In altre parole: comunque sia data una successione di tempi
esistono funzioni crescenti (o continue) su tale successione di tempi, ma non su tutto I.

Tipicamente, al massimo si puo sperare di ottenere un processo (X{,t € I), che abbia le proprieta richieste, e che
sia stocasticamente equivalente a (X;,t € I), ovvero una versione del processo (X;,t € I)°Y ed ha quindi le
stesse distribuzioni finito-dimensionali di (Xy,¢ € I)

Per proprieta tipo la continuita si puo al massimo sperare di procedere nel seguente modo: si dimostra che, se
ristretto ad un opportuno insieme numerabile di tempi S, il processo X; risulta a traiettorie continue, tranne a parte
un eventuale insieme di probabilitd nulla. Si definisce poi un nuovo processo X, definito come limite delle traiettorie
ristrette ad S. Si spera poi di dimostrare che il processo cosi ottenuto abbia le stesse distribuzioni finito-dimensionali
del processo X;.

Problemi di questo tipo sono connessi al problema della separabilita. Gli interessati possono consultare il libro di
Billingsley, Probability and measures [3].

A titolo di esempio vediamo come si pud procedere con il processo di Poisson, con I = [0,1]. Il Teorema di
Kolmogorov assicura che esiste una misura di probabilita P su (RY,R), in modo che il processo X;(z(-)) = z(t) abbia
le distribuzioni finito-dimensionali uguali a quelle del processo di Poisson. Ovviamente non possiamo dire nulla sulle

50Si ricordi che , dato un processo (X¢,t € I). Un processo (X{,t € I) si dice stocasticamente equivalente a (X¢,t € I) se
P(X; # X¢) = 0 per ogni t > 0.

In tale caso si dice anche X} & una versione di X;.
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traiettorie, ad esempio non possiamo affermare che siano non decrescenti, costanti a tratti e con salti unitari. Proviamo
a mostrare come procedere per ottenere una versione X, con traiettorie non decrescenti. Consideriamo 'insieme D
dei diadici. La condizione che X;|,, sia a traiettorie non decrescenti e a valori in N diviene X;|, € Z, dove

I:n ﬂ {z(") tahchex(2 )GNex(i)gx(i—’_l)}.

2n 2n
n o 0<i<2n

Inoltre

‘ 11
ﬂ {z(-) tali che x(2 JeNe :c(;n) < x(z; )}) =1 per ogni n,
0<i<2m

e quindi vale anche che (X;,t € D) ¢ a traiettorie non decrescenti con probabilita 1.
Si noti inoltre che

st p ()
esiste per ogni x() appartenente a Z.
Si definisca ora
X{(z(+)) == Xe(z(4)) sex(r)eZeteD
X)) = lim X(a() = lim a(s), sea()€TergD
Xi(z(-)) =0 se x(-) ¢ T e per ognit € (0,1)

Inoltre ovviamente {X; = X;} ¢ tutto RY, per t € D, ed ¢, se t ¢ D,

m U m {z(-) tali che |z(s) —z(t) |< €}

e€eQt §eQt t<s<t+s
seD

e, se intersecato con Z, coincide con

U ) {=() taliche |x(s) — x(t) |=0}.

5€Q+ t<s<t+6
seD

Infine %!
ﬂ {z(-) tali che | z(s) —xz(t) |=0}) > exp{—Ad} — 1

t<s<t+s
seD
Di conseguenza P(X; # X;) = 0 per ogni ¢ > 0, ovvero il processo X & una versione del processo X;, ed ha quindi
le stesse distribuzioni finito-dimensionali di X; e gode della proprieta di monotonia, continuita a destra delle traiettorie
e di essere a valori in N.

51Sj osservi che

() {=() tali che |x(s) —x(t) |=0}) = Jim P( ( () {=() taliche | z(s) —a(t) = 0})

t<s<t+6 t<s<t+6
seD s€Dy,

e che
* % *P( ﬂ {z(-) tali che |z(s) —z(t) |[=0}) > *xxP(x(t) = x(i/2") = x(t + J), per ogni i tale che t < i/2" < ¢+ ) = exp{—AJ}.

t<s<tts
s€Dn
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4.10 Appendice: dimostrazione del criterio di Chensov-Kolmogorov

Per comodita del lettore riportiamo in appendice sia la definizione di funzione holderiana che I’enunciato del criterio
(Proposizione 4.3).

Una funzione f(z) ¢ h6lderiana di esponente y se per ogni z esistono un 6(z) > 0 e un L, (z) tali che, per ogni y
per il quale |y — z| < §(z), si abbia

[f(2) = f(y)] < Ly(@)]x — y|™.

Nel caso in cui §(x) e L,(z) possano essere presi in modo indipendente da z, per € I, si dice che f ¢
uniformemente hoélderiana nell’insieme 1.

Proposizione 4.3 (Criterio di Chensov-Kolmogorov) Sia X; un processo per cui esistono «, 3 e C strettamente
positivi, per cui
E[|X: — X.|%] < Ot — s|*T.

Allora esiste una versione )?t di Xy, a traiettorie continue. Inoltre le traiettorie sono uniformemente holderiane di
esponente vy, per ogni v < %, in ogni intervallo limitato.

Dimostrazione. Per semplicita consideriamo il caso dell'intervallo [0, 1]. Sia come al solito D 'insieme dei diadici e
D, ={s= £, per 0 <k <2"}. Sidefinisca I',,

Fn = {w t.c. H%%}El ’Xk-/Qn - X(k+1)/2n > 2_TL’Y}

k<

Se mostriamo che

i P(T,) < +oo,

n=1
allora, per il Lemma di Borel-Cantelli,
P(mm21 Uan Fn) =0

ovvero
P(Ule MNp>m QFSL) =1.

Cio significa che esiste un evento N, con P(N) = 0, e che per ogni w € N esiste un m = m(w) tale che per ogni
n>m=mw)
’Xk/Qn - X(k.+1)/2n’ S 2—YL"/.

Mostreremo ora che per w € N¢ le traiettorie sono uniformemente holderiane su D con

2
(5 = 5(w) = 1/2m(w) ed L’Y = (m + 1)2"{,

e quindi sono hélderiane su D per quasi ogni w.
Sia quindi w € N¢.
Cominciamo con 'osservare che se
relji/2™ (j+1)/2™), con m > m(w), edr € D,

allora
m-+1

. 1
T:]/2m+ Z O‘h27h7
h=m-+1

per un ¢ > 0, con ayp, € {0,1}. Posto
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m—+s
ro=73/2"edrs=75/2"+ Z ath,
h=m-+1
si ha che r = r; e che
i m-+1 i .
[Xiom = Xe| < Z | Xr, = Xr, | < Z 27 < 27m722fh <2
s=1 h=m+1 =1

Se invece |r —u| < 1/2™ con r,u € D, allora sono possibili due casi:
(i) esiste j per cui r,u € [j/2™,(j +1)/2™) , e allora

2
27 -1

X = Xo| < [Xjom — Xu| + | Xjjom — X, | < 27

(ii) esiste j per cuir e [j/2™, (j+1)/2™) ed u e [(j+1)/2™, (5 +2)/2™) , e allora

X = X € [Xgeayan = Xal + Xyan = Xjan| + Xy = Xo| < (527 +1) 27

7—1
Quindi, per quasi ogni w, si ha definitivamente, per ogni r,u € D, con |r —u| < 1/2™,

X, — X,| < M2,

con M, = 2= + 1. In particolare se [r — u| < 1/2™(w),ed m > m(w) & tale che 1/2™F! < |r —u| < 1/2™, allora

| Xy — X, | < L2707 < [ jr — ),
Avremo quindi come preannunciato, che le traiettorie sono uniformemente hélderiane su D con § = 6(w) = 1/2™(«)
ed L, = (52 1
Si definisce, sempre per w € N, X, (w ) come il limite di X, (w) per una successione r,, di diadici convergente a t,
e per w € N si puo definire, ad esempio, Xt = 0. E facile vedere che la proprieta di hélderianita si conserva. Il fatto

che si tratta di una versione di X, deriva dal fatto che, per I'ipotesi fatta, X; ¢ continuo in L? e quindi & continuo in
probabilita e quindi contemporaneamente si ha

o1 T 1) 27, per quasi ogni w.

Pr qg.c. &
X, — Xee X, — Xy,

da cui subito P(X; = X;) =1

[e%S)
n=1

00 oo 27— oo 271
> Py Z Z P(|Xujon — Xgpanyson| > 277) < 30 N Bl Xpjon — Xy jen| /277 <

n=1 n=1 k=0

A questo punto rimane solo da controllare che >~ P(T',) < 400, e infatti:

k=0
2" —1 oo

< i (1/2n)1+a2n%@ Z 2n 1/2n 1+a2n'y,8 Z —n(a=9B) - 4o

n=1 k=0 n=1 n=1

purché a — v > 0, e cid & vero per come abbiamo preso «y. (Si noti che & fondamentale nella prova che 1+« > 1,
in quanto altrimenti non ci sarebbe speranza di ottenere nessun tipo di convergenza ovvero la maggiorazione di P(T';,)
non avrebbe nessun significato in quanto risulterebbe un numero maggiore di 1)

O

1Si noti che questa parte della dimostrazione & puramente deterministica: nel senso che se una funzione z(-) definita sui diadici di [0, 1],
gode della proprieta che esiste un m tale che per ogni n > m e per k < 2" si ha |z(k/2™) — z((k+ 1)/2™)| < 277, allora z(-) & holderiana
sui diadici di [0, 1]



Capitolo 5

Proprieta del moto browniano

Abbiamo visto che il moto browniano & un particolare processo gaussiano a incrementi indipendenti e omogenei con
media nulla e varianza t. Abbiamo anche visto che per la proprieta delle v.a. gaussiane per cui non correlazione ed
indipendenza sono equivalenti, un modo alternativo di definire ¢ attraverso la funzione di correlazione Cov(Wy, W) =
t A s. Inoltre W; & una martingala rispetto alla filtrazione naturale 7,V

5.1 Trasformazioni del moto browniano
Nei seguenti casi, dato un moto browniano W4, si costruisce un altro processo che risulta ancora un moto browniano:

1) Per ogni s > 0, Wt := W54t — W5 € un moto browniano ed ¢ una martingala rispetto alla filtrazione G, := fﬁt

2) Per ogni ¢ € R, Wt(c) := cW_,24 € un moto browniano ed ¢ una martingala rispetto alla filtrazione gt(c) = FY¥,
(in particolare per ¢ = —1 si ha che —W; & ancora un moto browniano rispetto a 7).
3) Tl processo definito da /V[7t = tWy, per t > 0, e /V[70 := 0, ¢ ancora un moto browniano, rispetto alla sua

filtrazione naturale.
Si supponga ora di prendere una versione continua di W;.

4) Per ogni tempo d’arresto limitato 7 il processo Wt(T) = W,4¢ — W, & ancora un moto Browniano rispetto alla
filtrazione F)Y,.

Le proprieta 1), 2) e 3) sono di immediata verifica.

La proprieta 4), invece, non ¢ immediata, e corrisponde a quella proprieta che, nei processi di Markov, viene detta
Proprieta di Markov Forte.

5.2 Proprieta di Markov forte per il processo di Wiener
In questa sezione si suppone di prendere una versione continua di W;.

Proposizione 5.1. Sia 7 un tempo d’arresto finito con probabilita 1. Allora il processo Yy := Wy — W, € un processo
di Wiener standard ed é indipendente da F.

Come conseguenza, per ogni funzionale ®, misurabile nello spazio delle traiettorie continue,

E[®(Ws,s > 7) | Fr] = B[@(Ws,s > 7) | Wy] = E[®(w + Yy, t > 0)] [wew, -

113
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In questo senso la proprieta 4), ovvero la Proposizione 5.1, & una generalizzazione della proprieta di Markov, che
invece di valere solo per tempi deterministici ¢ vale anche per tempi d’arresto 7.
Pit precisamente

Definizione 5.1 (Proprietd di Markov). La proprietd di Markov (rispetto ad una filtrazione 7, O F/X)
per un generico processo X; é la sequente:

P(Xiys €A|F) =P(Xieqs € A| Xy) per ogni s,t > 0.
Si osservi che, nel caso dei processi di Markov regolari
P(Xirs € Al Xy) =p(t,t+s,2,4) |o=x,,
dove P(u,v,x,-) sono le probabilitad di transizione regolari.

Definizione 5.2 (Proprieta di Markov forte). La proprietd di Markov forte! rispetto ad una filtrazione
Fi 2 FX) ¢ invece

P(X;1s € A|F)=P(X;45 € A| X;)  per ogni tempo d’arresto finito T ed s > 0.

Si noti che ¢ necessario che 7 sia finito affinché abbia senso X, ed ¢ necessario che X, sia una variabile aleatoria,
e che sia F,-misurabile.

Questa proprieta di misurabilita & sempre verificata per processi X; cadlag, in realta potrebbe bastare un poco
meno e precisamente la progressiva misurabilita (si veda a questo proposito la Sezione 3.11.
Dimostrazione. (della Proposizione 5.1, ovvero della proprieta di Markov forte per il processo di Wiener standard)
La tesi equivale a richiedere che per ogni £k > 1,0 <t < --- <ty, A1, -, Ay boreliani di R, e per ogni C € F;

]P)(Yil € Ay, 7Y2k € Akac> :P(Wh €Ay, 7Wtk € Ak)P(C)a

infatti, prendendo C' = €, si ottiene che il vettore (Y3, ,---,Y%,) ha la stessa distribuzione del processo di Wiener, e di
conseguenza si ottiene immediatamente 'indipendenza tra F, e 0{Y;,,--- ,Y;, }. Per Varbitrarieta di 0 <y < -+ <y,
cio equivale all’indipendenza del processo Y; da F.

I CASO: 7 assume al pilt un’infinitd di valori {s;}n>1.

oo
P(}/tl eAly"' a}/tk EAIWC):ZP(}/h EAl,"' a}/tk EAk,C,T:Sh)
h=1

]];D(th+5h - Wsh € A17 e )Wthrsh - Wsh € Ak; 07 T = Sh)

M

>
Il
—_

(CNn{r=sn}€Fs,, poiché C € F. e W, ha incrementi indipendenti)

]P)(th-i-sh - VVS}L € A17 e aWtk-‘rSh - VVSh € Ak)]P)(Ca T = Sh)

M

>
I
—

(W ha incrementi omogenei)

M

P(th (S Al; cee ,Wtk c Ak)]P)(C7T = Sh) = ]P(th S A17 o ,Wtk (S Ak)]P)(C)

>
Il
—

1Si faccia attenzione che la proprieta di Markov forte non & sempre verificata per un generico processo di Markov.



22-02bis—-2008 115

II CASO: 7 generico.

Per individuare la distribuzione congiunta in realta basta verificare che per ogni k > 1, per ogni funzione continua
e limitata ®(y1,--- ,yk) e per ogni C € F,

E[(I)(Y;ﬁu T ’Y;fk)IC] = E[@(th DR th)]P(C)

in quanto le funzioni continue determinano univocamente la legge di una variabile aleatoria. Per il Caso I, presa
{7m} una successione? di tempi d’arresto, tale che 7, > T e 7, — T

E[@(Wiytr,, = Wepso oo s Wi, = Wi )] = E[@(Wy,, -+, Wy, )]P(CO).

Si osservi che la precedente relazione vale addirittura per ogni C' € F, , e quindi per ogni C € F;: infatti r,, > 7
implica F,, 2 F;.

Tm
Essendo le traiettorie di W; continue (ma basterebbe che fossero continue a destra), possiamo affermare che
(Wth+77” - WTm) - (Wt}wf - WT) =Y}, e quindi

Q(thﬁﬂ'm - WTmu"' 7Wtk+‘rm - WTm) - (b(Y;l, ’}/tk)'

Essendo ® limitata si puo passare al limite sotto il segno di media.

O

Osservazione 5.1. E evidente che questa dimostrazione (e quindi la proprieta di Markov forte) rimane valida se
al posto del moto browniano si mette un qualsiasi processo ad incrementi indipendenti ed omogenei, con traiettorie
cadlag.

Terminiamo mostrando come la proprieta di Markov forte implica immediatamente 1’affermazione 4) all’inizio
del capitolo, ossia che Y; = W, 4 — W, & un processo di Wiener rispetta alla filtrazione F,y;. Infatti manca
solo di dimostrare l'indipendenza di Y; — Y, da F,is, per s < ¢ cio segue immediatamente osservando che
Y- Y =Wy — W, — (Wrgs — W,) = Woyy — Wrys e applicando la precedente Proposizione 5.1 al tempo d’arresto
T+ s.

5.3 Principio di riflessione
Sotto questo nome vanno diverse proprieta ma la piltt nota e la seguente. Per a > 0, sia

Te = inf{t > 0 t.c. Wy > a},

cio¢ il tempo di prima uscita da (—oo,a), che & un tempo d’arresto se, come al solito prendiamo la versione continua
di W;. Allora

P(r, < t) = 2P(W; > a). (5.1)

Dalla precedente eguaglianza si puo ricavare che allora

2 ° x? 2 [ 9
<t)= >a) = —— - =4/= — )
P(7, <t) = 2P(W, > a) Moz / exp{—7; }dr \ﬁ / /ﬁexp{ y? /2 dy

Per a < 0 si definisce 7, = inf{t > 0 t.c. W} < a}.

2Per la proprieta 2) dei tempi di arresto (Sezione 3.4), per ogni tempo d’arresto esiste sempre una successione con tali proprieta.
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Notando che 7, = inf{t > 0 t.c. —W; > —a} e che —W; & ancora un moto browniano si ottiene che per ogni a € R

P(ra < 0) = 2P(W; > o) = —=—= / exp{—2}d \f / exp{—y?/2}dy.

e quindi la sua densita e
1 |af
g‘l‘a (t) = t3/2 exp{ a’2/2t}

e il suo valore atteso ¢ infinito:

° a
E[7,] / \/ t3/2 exp{fa2/2t} dt = /0 t|1/‘2 exp{—a®/2t} dt =
ol 3 g ol
t1/2 exp{—a“/2t} dt > t1/2 exp{—a“/2t} dt

la]
> /1 t1/2 exp{—a?/2} dt =

Inoltre questa proprieta permette di calcolare la distribuzione del massimo di un moto browniano (per a > 0):

P(sup(Ws) > a) = P(7, < t) = 2P(W; > a).

s<t

Dimostrazione intuitiva del principio di riflessione (5.1)

PWy>a)=PWy>a| 7 <t)P(1q <t) +P(We > a| 74 > t)P(14 > t)

1
=P(W: >al|7, <t)P(r, <t)= 5[@(7@ <t),
in quanto ovviamente
PWiy>a|m,>t)=0ePWy >a |7, <t)=PW; <a|71, <t)==

Nell’ultima uguaglianza & implicito 'uso del fatto che l'informazione contenuta nell’evento {7, < ¢} & riassumibile
nel fatto che {W,, = a} e che W, 4, — W, & ancora un moto browniano. In realta formalmente ¢’¢ qualche problema
in quanto pur essendo {7, <t} € F;, e quindi

PW:>al|1, <t)=PW: >W, |7, <t)=PW;—W,, >0|7,<t)=
= ]P)(K—Ta > 0 | Ta < t) = P(}/t—Ta > 0)
essendoci di mezzo 7, non e chiarissimo, anche se intuitivo che P(Y;_,, > 0) = =

Prima di dare la dimostrazione formale occorre dimostrare che si puo usare la proprieta di Markov forte, ossia
occorre dimostrare che 7, ¢ un tempo d’arresto finito. Cid puo essere dimostrato utilizzando il fatto che?

P(sup W(t) = +oo, gg W(t) = —o0) = 1.

t>0

Inoltre va ricordato che la trasformata di Laplace individua univocamente una funzione nel seguente senso:

3Questo risultato pud essere espresso dicendo che il processo di Wiener & ricorrente (cioe ogni punto viene raggiunto con probabilita 1).
Il fatto che il valore atteso di 7, ¢ infinito, come abbiamo gia notato, si puo essere espresso dicendo che il processo di Wiener ¢ ricorrente
nullo. Per una dimostrazione, si consultino, ad esempio, gli appunti del prof. Bertini, Proposizione 1.7
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Lemma 5.2 (Trasformata di Laplace, Feller [6], Billingsley [3]). Se f1 ed fa sono due funzioni misurabili per
cul

/OO [fi(t)| e™*0 " dt < oo

0
e per cui

/ filt)e stdt = / fa(t) et at, per ogni § > S, (5.2)
0 0

allora f1 = fa quasi ovunque in [0,00).
(Per la dimostrazione del Lemma 5.2, si veda la sottosezione 5.3.1.)
Dimostrazione formale del principio di riflessione (5.1) Faremo vedere che le trasformate di Laplace rispetto a t,

di P(W; > a) e di $P(7, < t) sono uguali, utilizzando il fatto che W, = a, per la continuita delle traiettorie di W;, e
che W, s — W, ¢ indipendente da F,, e quindi da 7: qualunque sia a > 0,

o0
/ e “P(W; > a)dt (& necessario usare la congiunta misurabilita
0
in (t,w) di Wi, per scambiare gli integrali)

B[ o (W)
0

(tenendo conto che Wy < a per t < 74)

oo

= E[/ e_atl[a’+oo)(Wt)dt] = E[/ e_aT“e_a(t_T“)I[07+oo)(Wt — WTQ)dt]

a a

(Wy — W-, =Y;—,, e cambio di variabile)

= E[e™ T / eiasf[oﬁ_oo)(yrs)ds]
0

({Y:,t > 0} e 74 sono indipendenti)

=Bl B [ e g (Vo)ds] = Ble ] [ e RV, 2 0)as
0 0
1

= [e™Te].

2

In modo analogo

oo o0 o0 1
/ e “P(1, < t)dt = E[/ e iy, <ppdt] = E[/ e dt] = —E[e”*"a].
0 0 - T «

a

O

Puo essere interessante, alla luce del precedente risultato, trovare il valore della trasformata di Laplace della
funzione t — P(7, < t) o, equivalentemente, il valore di E[e~%"*], la trasformata di Laplace della distribuzione di 7.

Esempio 5.1 (trasformata di Laplace di 7,). Sia a >0 e 7, = inf{t >0 : W, > a}. Allora, per ogni a >0
Elexp{—a7,}] = exp{—aVv2a}.

Come gia visto in Esempio 4.6, il processo Z? = exp{0W; — %92 t} & una martingala, e quindi Zf/\Ta e una
martingala limitata con
0 0
ElZinr,] = E[Z5] =1

Inoltre Zf/\m converge, pert che tende all’infinito, a Zfa. Inoltre 0 < Zf/\Ta < exp{fa}, e dal teorema della convergenza
dominata si deduce che,
E[Z% ] =Elexp{d W,, — 260> 7,}] =1

T 2
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Poiché W, = a si otliene che
Elexp{0a—360°7,}] =1 < Elexp{-106°7,}] = exp{—0a}.

basta poi porre 35 192 = .

Osservazione 5.2. Si noti che il calcolo effettuato mel precedente Esercizio 5.1, poteva anche essere effettuato
utilizzando ’espressione della densita di 1o, ossia calcolando direttamente

Elexp{—aTt,}] = /OOO e g (t)dt = / \/7#0)/2 exp{—a?/2t} dt

Invece noi abbiamo ottenuto che*

| e \f a7 exp{—a® 2t} dt = exp{—Ja| V2 a}. (5.3)

Si osservi infine che, deritvando entrambi i membri della precedente uguaglianza rispetto ad « si ottiene

/ \/7t1/2 exp{—a®/2t} dt = —|a| exp{—|a| V2 a}.

Per terminare osserviamo che in alcuni testi viene dato come principio di riflessione la seguente proprieta (la cui
dimostrazione & simile alla dimostrazione della proprieta di Markov forte):

Principio di riflessione: seconda formulazione
Per ogni tempo d’arresto 7 finito, il processo “riflesso*

Y, =W, pert < T,
Y=Y, =-(W,; —W,) pert>r,

¢ ancora un moto browniano.

5.3.1 Trasformata di Laplace

In questa sezione diamo uno schema di dimostrazione del Lemma 5.2

Risultato preliminare 1: Se Y) & una variabile aleatoria di Poisson di parametro A allora la variabile aleatoria
Y\ /X converge in probabilitd a 1 per A che tende ad infinito (cid & una semplice conseguenza della disuguaglianza di
Chebyshev). Di conseguenza, per la funzione di ripartizione G di Y/ vale

[At] k
DN 0, t<1
R
=0 )

(in realta, con l'aiuto del teorema centrale del limite, si potrebbe dimostrare anche che Gx(1) tende a 1/2 per A — o0)

Risultato preliminare 2: Sia y una misura di probabilita su [0, 00) e sia nota
e}
M(s) = / e 5t p(dt) s> s
0

Allora, M ammette tutte le derivate M (k)(s) di ordine k, per s > 0, e vale la seguente formula di inversione

lsz] k
. S
Fu(e) = pl0.] = lim 3 (<1 5 MO (s),

411 primo membro non dipende
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per ogni z di continuita per p (ossia per ogni z tale che p({z}) = 0.
La dimostrazione dipende dal fatto che

M) = (1t [T ke ulan)

0
da cui
X  s° (k) X  s* ko [Tk st
(~1F 2 M) = ST ()F (1 [ et udan
k=0 k=0 ’ 0
oo Lsz] k
t
:/ (5) 675t,u(dt)
k=0
oo Lst %] k
:/ (St) efStu(dt)
0 k!
k=0

L’ultima uguaglianza dipende dal teorema della convergenza dominata (0 < Gx(z) < 1) e dal fatto che

0, <t
Gst(%) sjo)o %, r=1
1, >t

A questo punto la dimostrazione del Lemma 5.2 € basata, nel caso in cui f; siano non negative, sul fatto che, posto

Ci : / fz (t) e ¢ dt,
0

per la (5.2) C; = Cy = C e le due misure p;(dt) := c% fi(t) e7®0t dt hanno la stessa trasformata di Laplace e quindi

coincidono. Quindi, per ogni @ > 0, si ha [ fi(t)e *otdt = [ fo(t)e *°'dt, e necessariamente le due densita
fi(t)e*ot coincidono quasi ovunque su [0, 00).

Il caso generale si tratta considerando che l'ipotesi equivale a considerare che le funzioni f1+ +f5 e f2+ + f1, sono
funzioni non negative con la stessa trasformata di Laplace.

5.4 Tempi di uscita da una striscia

Anche nel caso del moto Browniano si possono ottenere delle applicazioni simili a quelle della rovina del giocatore.

Pill in generale si puod considerare il processo di Wiener con coefficiente di drift u e coefficiente di diffusione o2, cioe
Xy = oWy + ut,
e il tempo 7 di prima uscita da una striscia
T =7(—a,b) :=inf{t > 0: X; ¢ (—a,b)}, a,b >0,
e cercare di calcolare la probabilitd® p = p(x,a,b) := P,(X, = —a), e la trasformata di Laplace E,[exp{—ar}], per

z € (—a,b).

5Stiamo considerando W; come il processo canonico Wi (z(+)) = x(t), nello spazio delle traiettorie continue, e come misura su tale spazio
la misura ottenuta dalla misura di Wiener (che & concentrata sulle traiettorie con z(0) = 0), attraverso la trasformazione che porta una
funzione z(-) in z(-) + z, di modo che la misura P, & concentrata sulle traiettorie per le quali x(0) = z. Alternativamente si pud pensare
che P, € la misura indotta sullo spazio delle traiettorie continue dal processo B: + x, dove questa volta perd B ¢ un qualunque processo
di Wiener con By = 0.
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Sappiamo che, essendo Wy = (X; — ut) /o, il processo
Zy = exp{0(X; — ut) /o — 6%t/2}
¢ una martingala con
E.[Z:] = exp{gx}.
Anche Z;a-, € una martingala che inoltre converge a Z.. La convergenza e limitata:
Zinr < exp{|0| max(a,b)/c}, se %u + 9—22 >0

e quindi anche
E.[exp {QXT} exp{ — Q(2H +0)7}] = exp {Qx}
o 2" o o
Scegliendo ¢ in modo che 22 + 6 = 0, ovvero §=—2% la precedente uguaglianza diviene
0 0 0 0
E,lexp{=X,}] = P.[X; = —a]exp{——a} + P, [ X, = b]exp{—b} = exp{—z},
o o o o
da cui subito, tenendo conto del valore di 6,
pexp{2L5a} + (1 - p)exp{-225b} = exp{-225a},
o o o
e quindi

_exp{—2Lz} —exp{—-2Lb}
— exp{2fa{—exp{—24b}

22-02bis—-2008

Per ogni « > 0, si pongano ora 0 e 6 i due valori per cui o := 2(25 +0), ciot le due soluzioni di 624246 —2a = 0,

OVVero
- jz %

Come prima si ottiene che

E, [exp{%XT} exp{—ar}] = exp{%m}, E, [exp{%_‘XT} exp{—art}] = exp{%_“a?}.

Considerando che per 8 = 61,6

(e e%

Eafoxp{ 2 X, } expl—ar}] = exp{~ LalB.lIix oy exp{~a7}] + exp{ SBE,ix_—uy exp{ a7}

si ottiene immediatamente il seguente sistema lineare nelle incognite

Yoo = Ex[l{x — o)exp{-ar}]
Y = E, [I{XT:b} exp{—ar}]
+ +
exp{—22a}y_, +exp{Lb}y, = exp{%w}
0= 0= 0
exp{—"galy_o +exp{-=bly, = exp{-za}

di cui si ricava la soluzione, ovvero

exp{vlz} exp{v; b} —exp{rb} exp{v; =}
exp{—l/j,'a} exp{va b}fexp{l/;f b} exp{—va a}

Y-a =

exp{—vta}exp{v; z}—exp{vtz}exp{-v,a}
exp{—vZ a} exp{rs b} —exp{rd b} exp{—vsa}’

Y =
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avendo posto
6=+ 2«
+._ Yo H
vE=la Py (ﬁ) 1255
Basta poi considerare la somma
Eylexp{—at}] =y_a +y» =

_ exp{vix}exp{v, b} — exp{vtb}exp{v, z} + exp{—vSa} exp{r, x} — exp{via}exp{—v, a}
exp{—vd a} exp{va b} — exp{vd b} exp{—va a}

Esercizio 5.1. Nel caso x = 0, p > 0 mandare a ad infinito in modo da ottenere la trasformata di Laplace di
7 :=71(—00,b)

soluzione:
Si noti che, essendo a, u > 0, si ha vl > 0 e v, < 0. Di conseguenza exp{—v, a} — oo, mentre exp{—vSa} — 0, e
dalla precedente espressione per Eglexp{—a7(—a,b)}] si ricava, per a — oo

exp{u

Eglexp{—at(—a,b)}] — Eo[exp{—ar(—o0,b)}] = 1 o7 = exp [(:2 — (%)2 + 2;) b] .

Si osservi che ponendo 02 = 1 e mandando u a zero si ottiene che
hn%) Eqlexp{—a7(—00,b)}] = exp {—\/2 o' b} .
H—

Si confronti il risultato con I’Esempio 5.1.

Esercizio 5.2. Si consideri T(—a,a) nel caso del moto browniano o Wiener standard, cioé con p=0 e o=1, e con
z=0eda=0.

soluzione: B N N B
Eolexp{—ar(—a,a)}] = op{va ol J: p{va Ci} - exp{—uia} — eXp{_,Va a}
exp{—va a}exp{va a} — exp{va a} exp{—vq a}
e quindi, poiché in questo caso v, = —v} = —/2q,

exp{—v2aa} — exp{v2aa} + exp{—v2aa} — exp{v/2aa}
exp{—v2aa} exp{—v2aa} — exp{v/2aa} exp{v20a}

5 exp{v2aa} — exp{—v2aa}

exp{2v2aa} — exp{—2v2aa}
5 sinh(v/2aa) _o sinh(v/2aa)

sinh(2v2aa) 2 sinh(v/2aa) cosh(v/2aa)

1

cosh(v2aa)

Esercizio 5.3 (Revuz-Yor [10], Prop-II(3.7)). Ritrovare il risultato del precedente Esercizio 5.2, utilizzando la
stessa tecnica dell’Esempio 5.1 e la martingala

Eolexp{—aT(—a,a)}] =

MY = (20 + Z;7%) )2 = cosh(0 W;) exp{—2 t}.

(suggerimento: la martingala M ) ¢ limitata da cosh(fa))

t/\T( a,a)



Capitolo 6

Integrale stocastico: cenni

Sia W = (W;); un moto browniano continuo standard. L’obiettivo & di dare un significato ad espressioni del tipo

/0 Xy (w)dW,s (w) (6.1)

dove 'integrando (Xs)o<s<7 € un processo che gode di proprieta da precisare. Ricordiamo che se una funzione g € a
variazione finita, allora & possibile definire I'integrale

T
/0 h(t)dg(t)

per ogni funzione h misurabile e limitata®.

Come abbiamo visto precedentemente nella sezione 4.4, le traiettorie del moto browniano non sono a variazione
finita, quindi 'operazione (6.1) non si puo definire traiettoria per traiettoria.
La (6.1) si chiamera integrale stocastico. Questo tipo di calcolo & fondamentale per la costruzione e lo studio di nuovi
processi.

In questa sezione (F;) denota una filtrazione rispetto alla quale il processo di Wiener ¢ una martingala. In
particolare si puo considerare F; = F}V

6.1 Integrale stocastico per processi integrabili, a partire dai processi
elementari

Consideriamo le due seguenti classi di processi

Definizione 6.1 (Processi elementari predicibili). I processi del tipo

n—1

Xt(w) = Z Ci(w)j(tiati+1](t)7 (62)

=0

1+ Se g & a variazione finita continua a destra, allora si pud scrivere g = gt — g~ con gt ed g~ funzioni crescenti in senso lato, non
negative continue a destra e limitate. Allora 'integrale di Lebesgue-Stieltjes & definito da

T T
[ rda®) = [ noug(a),
0 0

dove
Hg = Hg+ — Hg—>»
e py+ sono le misure su [0, 7] univocamente definite da

f1g= ((a,b]) = g=(b) — g% (a).

Nel caso in cui g sia continua, e anche h lo sia allora, 'integrale di Lebesgue-Stieltjes coincide con integrale di Riemann-Stieltjes, ovvero
con
Jim 3 hDa0n) = o(tx),

dove {ty}x ¢ una partizione di [0,T] e t} € [tr—_1,tx].

122



22-02bis—-2008 123

dove . =ty < t1 < ... <ty = B, ele C; sono variabili aleatorie reali Fy,-misurabili vengono detti processi elementari
(Fi)-predicibili, o, pit semplicemente, processi elementari predicibili (se non ci sono dubbi sulla filtrazione).

Nel seguito la famiglia dei processi elementari predicibili viene denotata con &([a, f]).

Definizione 6.2. I processi del tipo
n—1
Xi(w) =Y Cilw) i) (8), (6.3)
i=0

dove v =ty < t1 < ... < t, = B, e le C; sono variabili aleatorie reali F:,-misurabili vengono chiamati processi
elementari (F;)-opzionali o, pit semplicemente, processi elementari opzionali (se non ci sono dubbi sulla
filtrazione).

Nel seguito la famiglia det processi elementari opzionali viene denotata con &y (e, 8]).

Si noti che i processi considerati negli Esempi 3.11 e 3.12, per « = 0 e 8 = T, nel definire I'integrale stocastico,
sono esempi di processi elementari predicibili. Ricordiamo che I'integrale stocastico rispetto al processo di Wiener per
tali processi viene definito come

ItVV(X) = ZOi—l(w) (Wt': - Wti—l) <_ i Cl(w) (Wti+1 - Wt7)> .
=1 1=0

Inoltre i processi elementari predicibili (e anche quelli opzionali) sono esempi di processi (congiuntamente)
misurabili:

Definizione 6.3 (Processi (congiuntamente) misurabili). Sia X : [, 8] X Q :— R, (t,w) — X(t,w)(
Xt(w)). Sia B([a, B]) x F la o-algebra prodotto su [a, ] x Q , ovvero la o-algebra generata da {J x A
[a, 0] x Q; J € B([a, 5]), A € F}. Il processo (X¢): si dice (congiuntamente) misurabile se la funzione X
B([e, 8]) x F-misurabile.

- IN

In realta si tratta di processi progressivamente misurabili e continui a sinistra (continui a destra nel caso dei processi
opzionali).

Negli Esempi 3.11 e 3.12 veniva anche richiesto che le variabili aleatorie coinvolte nella definizione del processo
predicibile elementare fossero di quadrato sommabile (o addirittura limitati). Con questa richiesta (ovvero se C; sono
anche di quadrato integrabile) il processo elementare predicibile (o opzionale) X & un elemento del seguente spazio di
processi, che & anche uno spazio vettoriale, metrico e completo.?

Definizione 6.4. Lo spazio Lz([a, O] x Q) =12 ([a, B8] x Q, B([a, B]) x F, A % IP), dove X indica la misura di Lebesque,
¢ lo spazio delle classi di equivalenza dei processi (congiuntamente) misurabili per i quali

E

B
/ |XS|2ds] < 0. (6.4)

Parlando di classi di equivalenza si intende che identifichiamo due processi X e X' se

3
/ | X, — X[|?ds| = 0.
«

21 11 fatto che ]LQ([oz7 B8] x Q) sia uno spazio vettoriale & ovvio, in quanto se (6.4) vale per due processi X1 e X», allora vale anche per
la sua combinazione lineare ¥ = a1 X1 + a2 Xo.
Inoltre L2 ([, 8] x ©2) & uno spazio metrico completo con la metrica

A X7 = (E [/j |Xs — X;PdSD :

E

In realta si tratta di uno spazio di Hilbert.
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Si puo definire quindi la chiusura di
E%([a, B]) = {X € &, con C; di quadrato sommabile}

in tale spazio metrico, rispetto alla metrica

[N

B
d(X,X"):=|E / X, — X! |ds
(03

Denoteremo tale chiusura come o
E2([a, B])-

E importante identificare lo spazio £2([a, f]), perché & quello su cui (come vedremo) sappiamo definire l'integrale
stocastico®. E altrettanto importante individuare almeno una classe ampia di processi che vi appartengono: e possibile
mostrare che se X e un processo adattato e X ha traiettorie continue, ed € un processo in ]L2([a, B x Q), ovVvero se
vale (6.4), allora X appartiene a £2([a, §]): infatti se {t?}i=o.... m, © una partizione di [, 3] con max; [t} — 7 || — 0,
allora la successione di processi {X™} definiti da

My,
X' (w) = ZXt?;l(W)I(t?_l’t;l](t%
i=1
¢ una successione di processi elementari e predicibili in L2 ([a, O] x Q) che converge ad X nella metrica d, ovvero che

B
lim E / |X; — X['|2dt| = 0.

n—oo

Se X € &£2([a, 4]) allora, per definizione, esiste una successione di processi elementari e predicibili che soddisfa la
precedente relazione. Di conseguenza la successione X,, & una successione di Cauchy in L2 ([oz7 O] x Q), ovVVvero

G
lim E / | X" — X[dt| = 0.

n,m— 00

Sappiamo inoltre che, per @ = 0 e 3 = T, per ogni processo elementare {X,}, il processo ZW(X™)
(Z}V (X™))tefo, 1) definisce una martingala a traiettorie continue . Ovviamente anche la differenza Z}V (X™) -}V (X™) &
una martingala. Inoltre, chiaramente, per I'integrale stocastico dei processi elementari valgono le proprieta di linearita,
e quindi

IV (X™) =V (X™) = IV (X" — X™).

Dall’Esempio 3.12 sappiamo che, per ogni ¢ € [0, 7],

t

E UItW(X” - Xm)|2} =E UO XM — Xt”|2dt} . (6.5)

Inoltre applicando la disuguaglianza di Doob per p = 2, estesa alle martingale continue, alla martingala continua
IW(X™ — X™), sappiamo che

E[tgﬁ%yztw(x —x™)] ] §4IE{|I¥V(X —x™)| ] (6.6)

3La classe che abbiamo definito comprende tutti i processi (F;)-predicibili di IL? ([cr, 8] X ). Diamo qui la definizione di processi (F;)-
predicibili: i processi predicibili sono i processi da [o, 5] X  — R e misurabili rispetto alla o-algebra su [«, 5] X €2, generata dai processi
elementari e predicibili, o equivalentemente dai processi (F;)-adattati e continui a sinistra. Pill precisamente si definisce P = 'P((.ﬁ)t)
la o-algebra su [, 3] X Q generata dai processi elementari predicibili. Lo spazio £2(]a, 3]) & allora lo spazio ]L2([a,ﬁ] X QP X IP’||7>).
Tale spazio € un sottospazio chiuso di ]LZ([a,B} X Q,) in quanto i processi elementari predicibili sono congiuntamente misurabili e quindi
P & contenuta nella o- algebra prodotto. Va anche detto che, nel caso del processo di Wiener, si potrebbe estendere I'integrale anche ai
processi opzionali, la cui definizione & simile ai processi predicibili, ma a partire dai processi elementari opzionali.
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D’altra parte, ovviamente, si ha anche che

|z (X" = X™)] Stg%oa%\ftW(X - X™)|".

Passando ai valori attesi, nella precedente disuguaglianza, e tenendo conto della (6.6), si ha

n my |2 n mh |2 n mh |2
E[[I%V(X e )HSELQ(%]‘LW(X e )‘}SZLEUI:,W(X e M.

Utilizzato la relazione (6.5) per t = T, si ottiene che

T T
E / X" — XI'%dt| <E [ max |ZV (X" — Xm)ﬂ <4E / | X7 — X7 |2dt (6.7)
0 t€(0,T] 0

In altre parole, se i processi elementari X™ sono una successione di Cauchy in L2 ([O, T] % Q), allora la successione di
martingale a traiettorie continue ZV (X™) = (Z}V (X™))1e[0,77, risulta una successione di Cauchy? rispetto alla metrica

1
B 2
d(M,M'") = (E [ max | M; — M{Q}) ;
te[0,7]
in quanto la (6.7) si puo riscrivere come
(X" X™) < 2TV (X™), TV (X™)) < 4d*(X", X™)

Viceversa se i processi elementari X™ in ([0, 7] x ) sono tali che la successione ZW (X™) = (I} (X™))sepo,1) &
una successione di Cauchy rispetto alla metrica d allora la successione di processi X" risulta di Cauchy in L2 ([O, T]x Q)
rispetto alla metrica d.

Da questa relazione si puo dedurre I’esistenza di un processo limite, in questa metrica J, della successione di processi
IW(X,,). Il processo limite® viene chiamato integrale stocastico di X e denotato anche esso con

t
V(X)) = /0 X dWs.

Si osservi che la convergenza considerata implica la convergenza in probabilita di

sup |7}V (X,) — 2}V (X))
1]0,7]

Inoltre il processo limite Z}V (X) & a sua volta una martingala di quadrato integrabile®, e che la sua variazione quadratica
& il processo [ Xds.

4In altre parola, stiamo considerando ZW (X™) = (IXV(X”)),&E[O’T] come un elemento dello spazio metrico completo L?(2; C[0, T],P).
Ovviamente identifichiamo processi che sono indistinguibili, ossia che differiscono su un insieme di probabilita nulla.

5Si pud mostrare che il limite non dipende dalla particolare successione {X™} di processi elementari, scelta per approssimare il
processo X.

6La convergenza di Z}V (X,,) a Z}V (X) nella metrica d implica la convergenza di

B[ (Xn) -7 (X)),

ed implica Desistenza di una sottosuccessione IXV(Xnk_) convergente quasi certamente ed in norma uniforme. Inoltre, se una successione di

Gi-martingale Mt(k) converge, per k che tende ad infinito, a un processo My, allora il processo limite M; ¢ una Gi-martingala: infatti, per
ipotesi, qualunque siano k > 1, s <t e A € Gg, si ha

E[M®) 4] = BMP 14].
Basta allora passare al limite per k che tende ad infinito, per ottenere che
E[M; 4] = E[M; La],

in quanto, ad esempio
EM® 14] - E[M, ]IA}‘ <E HM}’“) - Mt‘ ]IA] <E HME’“) - MtH
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Ribadiamo che la definizione viene (in queste note) data quindi solo per i processi X € £2([a, 3]).
E chiaro che I'integrale stocastico fot X dW, ¢ lineare in X. Inoltre fot X,dW, & una martingala a traiettorie
continue. Nel caso dei processi elementari cio discende dal risultato esaminato nell’Esempio 3.12:

Lemma 6.1. Se X ¢ un processo elementare predicibile, come nella (6.3), con C; di quadrato integrabile, allora

B

E(/ X, dW, ]-'a> —0
3 2 3
/Xtth ‘fa _E / X2 7.

In particolare, 'integrale stocastico di un processo elementare di £2 ¢ una variabile aleatoria centrata di quadrato

integrabile e
3 2 3
/Xtth =F / X, 2dt| .

Le proprieta di linearita, di martingala, di continuita e le proprieta precedenti sui valori medi si ottengono per i
processi piu generali, con un passaggio al limite.

6.1.1 Esempi di calcolo di integrali stocastici
Procediamo con qualche esempio di calcolo di integrale stocastico.

Esempio 6.1 (integrale stocastico di X; = W;). In questo esempio proviamo a calcolare
B
/ 2WsdWs.
(0%

FEssendo X; = 2W; un processo a traiettorie continue, con

B B B
/ |2W,|2ds :/ E [|2W,]?] dSZ/ dsds < 0o

possiamo utilizzare come processo approssimante

th — Z th 1 I(t t;i](t),
dove si considera la partizione t = a <t} <--- <ty = . Cosi

B Mmn

Considerando che

2Zbk b1 — by) = Z[2bk+1bk —257) = > [2bksabr — 2bF — by g + 4]
k

Z (2bg 410y, — b — by y) + by — by = — Z[bkﬂ —0)* + Z[biﬂ — bz

k k k
== by =0+ B, —bE]
k
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ponendo by, = Wt;L_l st ottiene

g mn
/ 2WsdW, = liTEn— Z(Wt? — Wt?;l)Q + WB2 - W2
« i=1
da cui, ricordando il Lemma 4.4, st ottiene che
B
/ 2WdW, = — (B — o) + W5 — WZ. (6.8)

C’¢ un altro caso in cui si puo calcolare I'integrale stocastico: Se f € L?([0,7],A) & una funzione deterministica,
allora f € £2(]0,T]) e quindi ha senso I'integrale stocastico di Ito, che in questo caso coincide con l'integrale stocastico
di Wiener, e gode allora di una importante proprieta.

Proposizione 6.2. Se f ¢ una funzione deterministica, con f € IL.2([0,T)), allora il processo

/ f()aw,

. . ) . . t
e gaussiano, di media zero e varianza fo f2(s)ds.

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione e la seguente, ed e sostanzialmente 'idea seguita d Wiener, nel definire
) )
I'integrale stocastico per processi deterministici.
Sia f & una funzione deterministica e C'!, allora si osserva che vale la seguente formula di integrazione per parti
(questa era la definizione originaria di Wiener)

T T
/O F($)AW, = F(T) Wi — F(0) W — /O W, £/(s) ds. (6.9)

Per dimostrare questa formula di integrazione per parti basta osservare che, se si considera la partizione 7 : tj =0 <
tY <--- <ty, =T, con t} = 55 T, allora, il processo deterministico f(s) si puo approssimare con

on

F(s) = lim > f(t70) L, (5)
i=1

" on
/ f(s)dWy = lim Z FE ) Wi — Win ] (aggiungendo e togliendo i termini f(¢]") Win)
0 n— 00 = N ° *

gn
= 1im S ([ Wap = F(E) Wa ]+ [F(E0) = F(E)] Wiy )
i=1

[f(T) Wr — f(0) Wo] +

5 L) Wr = 0 Wal 3 (£t — 2]+ 162, — 271 0(1) Wy

dove O;(1) & infinitesimo uniformemente in i, e quindi, essendo f’(¢) W;(w) continue e quindi limitate in [0,7] si
ottiene che

on

T
| = £ W = p0) W= i ST () Wi 67— 1),
i=1

e quindi la (6.9).
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Si osservi che, se invece di considerare I'intervallo [0, 7] si fosse considerato U'intervallo [«, 8], avremmo ottenuto

on

B
| W = 3 W~ Fa) W T S Wep £1(87) (87 — 1) (6.10)
a =1

Dalla (6.10) si ottiene immediatamente che l'integrale stocastico ¢ una variabile aleatoria gaussiana, in quanto
limite di variabili aleatorie gaussiane”. Ovviamente si tratta di variabili gaussiane a media nulla ed & facile vedere che
la varianza di f(8) W — f(a) Wy, — 212:1 Win f'(t7) (7, — tf ;) converge al valore ff f?(s)ds. Per il caso generale
di funzioni f, basta considerare che lo spazio C'*([0,T]) & denso in L2([0, T]). O

Osservazione 6.1. La proposizione precedente implica in particolare che

E [exp (/Ot f(s)dWs)] = exp (; /Ot f2(s)ds> )

Infatti si riconosce a sinistra la media dell’esponenziale di una variabile aleatoria gaussiana centrata Z, con varianza
0%, cioé la sua trasformata di Laplace L£(0) := Elexp(02)] calcolata in 6 = 1, che ¢ uguale all’esponenziale della sua
varianza divisa per 2 (ovvero L(0) = exp{02c%/2}.

Definizione 6.5. Sia M?([a, 3]) il sottospazio di ]LQ([oz,ﬁ} X Q) definito come lo spazio delle classi d’equivalenza dei
processi F}V-progressivamente misurabili® tali che

B
/ | X|%ds| < oo.

Osservazione 6.2. Si puo definire lintegrale stocastico anche per il processi elementari opzionali e si puo dimostrare
che Uintegrale stocastico & una isometria tra M?([0,T]) (il sottospazio di L*([0,T] x Q) dei processi progressivamente
misurabili) e lo spazio delle v.a. L*(Q, Fr,P).

E

Alla luce della precedente osservazione ci si pud chiedere se tutte le variabili aleatorie di L2(Q,F,P) si possono
ottenere come integrale stocastico di un processo di M?([0,7]). Cid non puo essere dal momento che ogni integrale
stocastico in M?2([0,7]) ha media nulla. Tuttavia si pud vedere che, se la filtrazione (F;)i>0 = (F}¥)i>0 ¢ quella
naturale completata del moto browniano W, allora ogni variabile aleatoria Z € L2(Q2, F,P), con F = Fr, si puo
rappresentare nella forma

T
7 = c+/ X dW,
0

con X € M?([0,T]) e c € R e, naturalmente, con E(Z) = c.

Prendendo Z = My, questa proprieta & equivalente alla proprieta che ogni martingala’ (M¢)tepo,r) di quadrato
integrabile si possa rappresentare tramite un’integrale stocastico, come

t
M, = E[Mry|F)] = ¢ +/ X,dW,
0

7Cid si pud dimostrare, ad esempio, usando il fatto che il limite di funzioni caratteristiche di tipo gaussiano converge se e solo se
convergono valore atteso e varianza. Ovviamente si considera gaussiano ache il caso degenere di variabili con varianza nulla.

8Pill in generale, data una filtrazione (F%), 1 processi Fi-progressivamente misurabili sono i processi X : € x [0,00) — R tali che
qualunque sia t la restrizione di X a funzione Q X [0, ¢] & misurabile rispetto alla o-algebra prodotto F; x B([0,]).

9Si tratta sempre del caso in cui la filtrazione ‘e la filtrazione generata da W, completata e resa continua a destra.
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6.1.2 Integrale stocastico per processi localmente di quadrato integrabile

In questa sezione affrontiamo il problema della definizione dell’integrale stocastico anche per una classe pit ampia di
processi'®. La seguente proposizione afferma che, se I'integrando & continuo, allora l'integrale stocastico ¢ il limite di
particolari'! somme di Riemann, in analogia con Iintegrale di Lebesgue.

Proposizione 6.3. Se X ¢ un processo dello spazio A[a, 3], ovvero ¢ progressivamente misurabile e

B
IP’(/ det<oo>:1,

allora si puo dare un senso all’integrale stocastico faﬁ X dWy, come limite in probabilita di integrali di processi
elementari opzionali. Se inoltre X é un processo continuo, allora per ogni successione (my,)n di partizioni o = tf <
ity <..<tp =p con|m,| — 0 siha

B
) — / X (t)dWy in probabilita.

n—-+oo

> X (R )Wy = Wy

k—1
k=1
La dimostrazione di tale risultato ¢ basata su due risultati:

Lemma 6.4 (Baldi [1], Lemma???). Se X € A%([o, 3]), allora

1 esiste una successione (Y ™), di processi continui appartenenti a A*([a, 5]) e tali che

’ (n)
lim X — Y, "V 2dt =0 gq.c.
«

n—oo

2 esiste una successione (X)), di processi elementari appartenenti a A%([o, B]) e tali che

n—oo

’ (n)
lim X — X, Pdt =0 q.c.
«

Lemma 6.5 (Baldi [1], lemma ?7?). Per ogni processo elementare X € A%([a, 3]) e per ogni e >0, p >0

B B p
P /Xtth >e| <P /det>p + 5

Dimostrazione. In realta si puo dimostrare un risultato piu forte:

b B
P sup / X dWy| >e | <P / XPdt>p | + % (6.11)
bela,B] |/ a €

La dimostrazione ¢ basata sul fatto che, posto X/ = X; 10,9 ( fat stds),

b b 3 b
P| sup /Xtth >e| =P/ sup /Xtth >s,/ X2t >p| +P| sup /Xtth
bela,B] |/ bela,B] |/ a bela,B] |/

g b B
gP(/ det>p> +P< sup / XPaw, >5,/ det§p>
e/ be[aaﬁ] « (&3

10Questa parte non & stata ancora rivista e usa un approccio diverso da quello visto a lezione: si consiglia di vedere invece gli appunti
del Prof. Bertini[2].

B
>e7/ detg,;)

11Una somma di Riemann & una somma del tipo

My

DX )W = Win )
k=1

con t* | € [tp_,,t}] La differenza nel caso dell’integrale stocastico di Ito, sta nel fatto che va sempre scelto t}* ;| =t7_;.
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dove si e usato il fatto che, se ff X2dt < p allora X; = X/,

B b
<P / X}dt>p| +P| sup /tith > e
a bela,8] |Ja
B yp 2
E(|[] X{dW,

B B
2 2 P
<P</a Xtdt>p>+ = <P</a Xtdt>p>+627

dove si ¢ usata la disuguaglianza di Kolmogorov e il fatto che X{ ¢ di quadrato integrabile, e quindi
5 ? 6
/ X{dw,| | =E / (X0)?dy | <p

Definiamo 'integrale stocastico per ogni processo X € A%([a, 3]). Per il Lemma 6.4 esiste una successione di
processi elementari (X,,), C A?([a, 3]) tale che

E

O

g
/ | X, (t) — X()|?dt —, 00 0 in probabilita.

Quindi, per ogni 7 > 0, § > 0 esiste ng tale che per n,m > ng

B
P (/ | X, () — X (¢))%dt > 5) <n

e, per il Lemma 6.5, per ogni p > 0

P ( > 5> <P </B 1 X (£) — X ()] 2dt > p> + 6%.

Scegliamo, ora, prima p abbastanza piccolo perché sia % < § e poi ng abbastanza grande perché per n,m > ng il
primo termine a destra sia strettamente minore di 5. La successione

< /a ’ Xn(t)th>

¢ di Cauchy, e dunque convergente, in probabilita. Indichiamo con

B
| xaw

il suo limite. Esso si chiama integrale stocastico di X rispetto a W.

/a ’ X, (£)dW, — /a ’ X (£)dW,

6.1.3 Osservazioni su alcune proprieta degli integrali stocastici

Osservazione 6.3. Sappiamo che, per ognia e b € R
B B B
/ [CLXt + bY}]th = a/ Xtth + b/ }/tth,

se X eY sono processi per cui ha senso Uintegrale stocastico, ad esempio se X,Y € E2(|a, f]), 0 se X,Y € A*([a, f]).
Ma se A = A(w) ¢é una variabile aleatoria (per semplicita prendiamo b = 0), non possiamo dire altrettanto, o
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meglio dipende dalle proprieta di misurabilita di A. Infatti, mentre Aff X dWy si puo scrivere sempre, sappiamo

dare un significato a ff A(w) X dWy solo se AX € EQ([a,ﬁ]) (o se AX € A*([a,])). In particolare AX; deve
essere progressivamente misurabile, di consequenza € necessario che AX; sia Fo-misurabile. Affinché cio si verifichi
e sufficiente che A sia Fo-misurabile. Per le condizioni di integrabilita é sufficiente che A sia una v.a. limitata.

Dunque possiamo enunciare il seguente teorema.

Teorema 6.6. Sia A una variabile aleatoria F,-misurabile limitata; allora per X € Ez([a,ﬁ}) (o0 per X € A*([o, ]))

/j AX (£)dW, = A/j X (t)dW,.

6.2 Calcolo stocastico e formula di Ito

Sia X un processo tale che per ogni 0 <t} <ty <T

tg tg
Xt2 - th = / Ftdt + thWt,

t1 t1

dove F; e G soddisfano opportune condizioni.?

Diremo allora che X ammette il differenziale stocastico
dXt = Ftdt + thWt.
Un processo che ammette differenziale stocastico si chiama anche un processo di Ité.
Come primo esempio banale, prendiamo X; = W; allora ovviamente dW; = dW; e quindi F; = FtW =0e
Gt:GXV = 1. Lo stesso vale anche per X; = = + W;, con x costante reale, visto che nella definizione del differenziale,
la costante x scompare.

Come secondo esempio consideriamo X; = W7 (o anche X; = z + W?). Ricordiamo che per la (6.8) si ha che
qualunque siano 0 < t; <ty < 7T, si ha

ta
X, — Xoy = W2 —W2 = / QW dWy + (ta — t1),
ty

ovvero in forma differenziale

dX; = dW? = 2W,;dW; + dt,
che & come dire che F; = Fth =1le GfGXVz = 2W;. Si noti la differenza con il calcolo del differenziale usuale.'3

Osservazione 6.4. Il differenziale stocastico, se esiste, ¢ unico, nel senso che se X ammette una rappresentazione
del tipo precedente, allora F e G sono determinati univocamente'*.

Definiamo .
<X >t:/ G2ds.
0

Il processo < X > non ¢ altro che il processo crescente associato alla martingala fot GsdWy che compare nella sua
definizione. In maniera simile, se Y & un altro processo di It6, avente differenziale stocastico

dY; = Hydt + K dWy,
porremo

t
<X,Y >t:/ G K ds.
0

12Per quanto riguarda le proprieta di misurabilita, si richiede che sia Fr che Gy siano ftv‘/—progressivamente misurabili. Inoltre si richiede
che abbiano le opportune proprieta di integrabilita per cui abbia senso fare gli integrali.

1311 motivo sta nel fatto che il processo di Wiener non ha traiettorie a variazione limitata o meglio possiamo interpretare il Lemma 4.4
come (Wi s — Wp)2 = O(6).

A meno di identificazione di processi. (DA CHIARIRE MEGLIO)
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Proposizione 6.7 (Differenziale del prodotto). Se X;, i = 1,2, sono due processi aventi differenziale stocastico
dX;(t) = F;(t)dt + G;(t)dWy,
allora

d(Xl (t)Xg(t)) = X3 (t)dXQ(t) + Xg(t)Xm (t) + Gy (t)Gg(t)dt
= Xl(t)ng(t) + Xz(f)Xm(t) +d< X1,X0 >

Owvero, se t; < ta,

X1 (£2) Xa(ts) — X1 (1) Xa(t1) = / X (OB () + Xo(t)Fy (1)]dt

t1

+ * X (DG (t) + Xa(O)G (W
[ e,

ty

Dimostrazione. Daremo la dimostrazione solo nel caso in cui F;(t) e G;(t) sono processi aleatori costanti nell’intervallo
di estremi t; e tq, ossia F;(t) = F; e G;(t) = G;, dove F; e G; sono variabili aleatorie F;, -misurabili. Infatti, una volta
ottenuta la validita della formula per il differenziale stocastico del prodotto in questo caso, si ottiene immediatamente
la validita per il caso in cui F;(t) e G;(t) sono processi aleatori elementari (in quanto l'integrale stocastico & lineare).

Ed infine il caso generale si ottiene passando al limite, considerando successioni di processi elementari Fi(n)(t) e GE”) (t)
che convergono a F;(t) e G;(t), nel senso che

T A o)
IP’(/O \F™ (4) — Fy(1)] dt 0) |

B NP S N
IE”(/O G (1) — Gi()2 dt 0) 1.

Basta infine considerare che i processi X(n)(t)7 definiti con differenziale stocastico dXi(n)(t) = Fi(n) (t)dt + ng) (t)dWy,

i

convergono ai processi X;(t) nel senso che converge in probabilita a zero sup,¢jo 7 |Xi(n)(t) - X))
Torniamo al caso dei processi con F;(t) = F; e G;(t) = G;. Per semplicita di notazione prenderemo ¢t; = 0 e to =,

di modo che
Xi(t) = X,(O) + Fit + Gz Wt,

con X;(0), F; e G; variabili aleatorie Fy-misurabili. Si tratta allora di controllare
X1(t) Xao(t) — X1(0) X2(0) := (Xl(O) + Fit+ Gy Wt) (Xg(()) + Fht+ Go Wt) — X71(0) X5(0),

coincide con
t t
0 0
t t
= / [Xl(O) +Fu+ Gy Wu] [F2 du + G qu] +/ [XQ(O) + Fhu+ Gs Wu] [F1 du + G4 qu] + G Gat
0 0

Considerando che le variabili aleatorie X;(0), F; e G; sono Fp-misurabili, e quindi possono essere portate fuori
dall’integrale stocastico, ¢ facile convincersi (con un poco di pazienza) che la dimostrazione si basa sul fatto che

t t t t
t2:2/ sds, tWt:/ des+/ W, ds, einﬁnecheWt2=2/ Wy dW, + t.
0 0 0 0
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N

E interessante notare che nella seconda uguaglianza si & usata la formula di integrazione per parti (6.9) (nella
dimostrazione della Proposizione 6.2) nel caso in cui I'integrando & una funzione deterministica e C'!. Va infine notato
che per ottenere la formula di integrazione per parti si usa solo il fatto che il processo di Wiener ammette traiettorie
continue. Invece 'ultima uguaglianza (si veda ’Esempio 6.1) vale in quanto la variazione quadratica del processo di
Wiener tende a t (Lemma 4.4).

O

Siano f una funzione regolare di (¢, z) e X un processo di It6, con differenziale stocastico (6.2). Ci chiediamo quale
sia il differenziale stocastico del processo (Y; = f(¢, X¢)):. La risposta & fornita dalla formula di It6.

Teorema 6.8 (Formula di It6). Sia
dXt = Ftdt + thWt,

e sia f(t,x) una funzione continua, con derivate parziali prime f; ed f, continue, e con la derivata parziale seconda
fze continua, allora

dY, = df (t, Xy) = fo(t, Xp)dt + fo(t, X)dX; + %fm(uXt)Gfdt
= fo(t, Xp)dt + fo(t, Xo) Fydt + fo(t, X0)GedW; + % foa(t, Xo)G2dt.
In particolare per Xy = Wy (ovvero per Fr =0 e Gy =1) si ha
df (t, Wy) = fo(t, Wy)dt + fo(t, W) dW, + %fm(t, W,)dt.

In realta il Teorema 6.8 sopra enunciato non ¢ completo in quanto mancano le ipotesi che permettono di assicurare
che abbia senso, ad esempio, I'integrale stocastico di f, (¢, X;)G; rispetto a dW;. Un’ipotesi sufficiente & che le derivate

N

siano limitate, tuttavia non ¢ un’ipotesi necessaria. Lo schema della dimostrazione si ottiene scrivendo per ogni
partizione di [¢/,t"]

f(t”aXt”) - f(tlaxt’) = Z [f(tkvth) - f(tk—17th—1)]

k

e utilizzando la formula di Taylor!®

f(t,x) = f(to, o) + fi(to, x0)(t — to) + fz(to, zo)(® — x0) + %fm(towo)(iﬁ —20)* + o(t — to) + o((x — 20)?)
e tenendo conto del fatto che

(th - th—l)z = (Ftk—l(tk - tk—l) + Gtk—l(Wtk - Wtk71))2

= Fti,l(tk - tk—l)z + 2Ftk—1Gtk—1(tk - tk—l)(Wtk - Wtk—l) + ng,l(Wtk - Wtk—l)Q
=O0((tr —ti—1)?) + o((tk — tue1)) + G1,_, (W, — Wi ,)?

con (W, — Wi, _,)? che si comporta come (t; —ti_1) (si riveda la sezione in cui si dimostra che il processo di Wiener
non ha traiettorie a variazione limitata)

Esempio 6.2. Sia f(x) una funzione di classe C' e sia F(x) = fow fy)dy allora la formula di Ito, applicata alla
funzione F(x) nel caso in cui Xy = Wy ci assicura che

F(W,) - F(W,) = / POV AW, + / F/(W,) du.

15Veramente mancano i termini di ordine O((t — to)(x — :130)). Tuttavia successivamente, se si prende t = ty, tg = tp_1, x = Wy, e
xg = Wy, _,, si ha che |(t —to)(z — z0)| = |tk — tg—1| - |Wi, — Wi, |, che & un infinitesimo di ordine superiore a [t — t;_1| in quanto il
processo di Wiener & a traiettorie continue. Questo & un punto fondamentale, perché mostra come per ottenere la formula di Ito serva la
continuita delle traiettorie, oltre al fatto che il processo di Wiener sia una martingala con variazione quadratica uguale a ¢.
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Linteresse di questa formula sta nel fatto che possiamo calcolare l'integrale stocastico f f(W,)dW,, usando solo
l'integrale ordinario, in quanto possiamo riscrive l'uguaglianza precedente come seque

/f ) AW, = F(W;) - 5)—;/:f’<w

Il precedente Teorema 6.8 ammette diverse generalizzazioni, come ad esempio la seguente.

Teorema 6.9 (Formula di It6 multidimensionale). Siano X;, i = 1,...,m, processi che ammettono differenziale

stocastico
dXi(t) = Fl(t)dt—‘rGl(t)th t1=1,....m

e sia f : RY x R™ — R una funzione continua in (t,z), derivabile con continuita una volta in t e due volte in z.
Allora posto Xy = (X1(t), ..., Xin(t)), il processo (f(t,Xt)): ammette differenziale stocastico

df (t, X;) = fttXt—&-ZfIltXt mec]tXt ()G (t) | dt
=1 3,7=1
+ ) fa (8, X2) Gy () AW,
i=1
i=1 4,j=1

In presenza di un processo di Wiener a dimensione d, ossia in presenza di d processi di Wiener indipendenti Wt( ),

. . ) . . . . . ) . .
,Wt( ) si puo considerare anche il caso in cui i processi X;, i = 1,...,m ammettono differenziale stocastico definito
come seque

d
dX;(t) = Fi(t)dt + 3 6P aw  i=1,..m

Allora il processo (f(t, X¢)): ammette differenziale stocastico

aft, X,) = | fi(t, Xy) +Zfrt (t, X,)F, Z Fove, (t, Xy) ZG(k) G (1) | dt (6.12)
=1 ’Lj 1
+ Z fo, (£, X) G (1) aw ) (6.13)
i=1
m m d
= A6 X0) 4 D e XX 5 D Fee, (0.0 S GO OG0 | (6.14)
=1 3,j=1 k=1
m m d
= | Lt X0) + > fo, (6, X0)d X (8 Z Fria, (6, X0) D (G(#)G(1))i | dt. (6.15)
=1 3,j=1 k=1

dove abbiamo indicato con G(t)" la matrice trasposta della matrice che al posto di indice (k,7) ha il valore ng) (t).

Dimostrazione. Per la prima formula, nel caso di un unico processo di Wiener, una dimostrazione formale si basa sul
considerare prima il caso dei polinomi, dimostrando la formula per induzione e utilizzando la formula del differenziale
del prodotto. Per ottenere la formula nel caso generale si tratta di considerare (%) il fatto che i polinomi approssimano
uniformemente sui compatti le funzioni regolari, insieme alle loro derivate, (iz) il fatto che ci si pud ridurre al caso in
cui X; rimane in un compatto, per ogni ¢, introducendo opportuni tempi d’arresto 73y = inf{st.c. | X;s| > M}.

Per la seconda formula il procedimento & lo stesso, ma bisogna utilizzare una formula per il differenziale del prodotto
nel caso in cui ci siano diversi processi di Wiener indipendenti. Anchc in qucsto caso la dimostrazione ¢ simile a quella

nel caso unidimensionale, ma bisogna utilizzare il fatto che 2 Wt( W(k) f W(h) dWw, *) 4 f W(k) dW(h) O
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Esercizio 6.1. Dati due processi di Wiener Wt(l) e Wt(z) indipendenti, dimostrare che

- 1 1 2 = (2 1 2
Wi = 7 W+ w), W = 7 W —w,

sono processi di Wiener indipendenti. Dimostrare che
t t
2w ® W@ — / WO aw® 4 / W aw®,
0 0

(suggerimento: si consideri fot Ws(l) dWs(l) e lo si calcoli utilizzando sia il fatto che é un processo di Wiener, sia
riscrivendolo come somma di integrali stocastici)

Osservazione 6.5. Se indichiamo con f' il gradiente di f rispetto a x. La formula di Ité si puo scrivere in maniera
pit compatta:

df (t, Xy) = fo(t, Xy)dt + f (t, X,)dX (t) + % > fore, (6 X0)d < X3, Xj >,

4,j=1

1l differenziale stocastico si comporta, dunque, in maniera diversa da quello ordinario per la presenza dell’ultimo
termine a destra.

6.2.1 Moto browniano geometrico e il suo differenziale stocastico

Ricordiamo che un moto browniano geometrico & un processo (St): definito da

1
S = sgexp {O’Wt + (u - 202> t}

dove u e o sono costanti, con o # 0.

Definiamo
1
f(t,x) = spexp {aa: + (,u - 202> t}
cosl
St = f(ta Wt)
Allora

fe(t,x) = <u - ;02> ft,x), fo(t,x) = o f(t,x), fox(t,z) = sz(t,z).

Per la formula di It6, applicata a X; = W; (cosi F; = FV =0e G7G)Y =1)

ASe = df (1, W2) = b, Wa)dt + Lot W)W + 3 Lo (t, Wt
= (u — ;oﬁ) Ft,Wy)dt + o f(t, W)dW; + %an(u W,)dt
= uSdt + 0.SidWs.

Cosl il moto browniano geometrico in forma differenziale ¢ dato da
dS; = pSedt + oS dWy

e nella sua forma integrale

t t
S = sp —|—/ WSy du —|—/ S, dW,.
0 0
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In particolare quindi
t t
E[S,] = so + E] / 11Sudu] + / 0 SudWV,]
0 0

t
— s+ / LE[S.]du,
0

da cui
E[S;] = s exp{ut}.

Riutilizzando ancora la formula di Tto per X; = S; (cosi Fy = F° = uS; e Gy Gy = 0S;) per f(t,z) = 2% (per cui
fi =0, fo =2z ed f,, = 2) si ottiene '°

1
dS? = 28,dS; + 520253clt
= 2uSEdt + 20S2dW; + o SEdt
= (2u + %) SEdt + 20.S2dW;.

Integrando quest’ultima espressione, e prendendo i valori attesi (tralasciando il problema di mostrare che 'integrale
stocastico ¢ effettivamente una martingala a media nulla) si ottiene che

t t
E[S?] = s2 + IE[/ (21 + 0*)S2du) + QO'E[/ S2dW,]
0 0

t
N / (24 + 02)E[S2]du,
0

da cui
E[S?] = 3 exp{(2n + 0?)t}

e quindi si puo ricavare facilmente la varianza.'” II moto browniano geometrico & un processo da prendere in

considerazione per modellizzare 1’evoluzione di quantita che devono sempre rimanere positive. Anche per questo
motivo, & un modello usato per descrivere ’evoluzione dei prezzi nei mercati finanziari. Nel modello di Black-Scholes,
come gia visto, il titolo rischioso segue un moto browniano geometrico.

6.2.2 Funzioni armoniche e tempi di uscita per il processo di Wiener

Consideriamo qui un processo di Wiener d-dimensionale, ossia un vettore Wy = (Wt(l), e ,Wt(d)), con Wt(k) processi

di Wiener indipendenti. La formula di Ito (6.12), applicata a una funzione f(t,z), che appartiene a C12, e al processo
Wy, per il quale m = d, F;(t) = 0, ng)(t) =0perk#ie Gl(-z) (t) = 1 (ossia la matrice G(t) & la matrice identita I),
diviene, tenendo conto che (G(t)'G(t)) =T

df (&, We) = fr(t, Wa) dt + > fo, (8, W3)dW( + % N Fawi (8, W) dt (6.16)

=1 i=1

16Per ottenere il differenziale di Stz si puo considerare che

At 50) = Folt, Se)dt + fo(t, SASt + 3 Foalt, S1)(G)R
= 25 (uSidt + oS dWy) + o2 SZdt
oppure si pud considerare che S? = f(t7 W) con
f(t,2) = sdexp {202 + (2u — o?) t}

¢ applicare la formula di Ito al processo X; = W;. Si consiglia il lettore di controllare che si ottiene lo stesso risultato con questo metodo.
17Ovviamente la Var(St) si pud ricavare anche a direttamente, si consiglia il lettore di eseguire questo calcolo e controllare che i due
metodi portano allo stesso risultato, come deve essere.
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che possiamo riscrivere, in modo rapido come, utilizzando la simbologia del gradiente V f () = big(fa, (), - , fz,(2))
e del Laplaciano Af(z)( =V - Vf(z)) = 3" friz: (), € scrivendo dW; = (th(l), - 7dVVt(d))

= fult, X)) dt + N f(t, W) - dW, + % AF(t, X,)dt. (6.17)

Osservazione 6.6. Si osservi che il precedente risultato vale anche se, invece di considerare un processo di Wiener
che parte da 0 si considera un processo di Wiener che parte da x, ossia se Wy = x + By, dove By é un processo di
Wiener con By = 0.

Questa formula permette di ottenere il seguente risultato:

Proposizione 6.10. Sia f(t,r) una funzione che appartiene a C*? e per la quale valga

fi(t,z) = —% Af(t,x),

allora il processo f(t,W;) é una martingala locale. Se inoltre

T
El/ fw;(t7Wt)|2dt1 < o0, 1=1,---,d
0
allora il processo f(t,Wy) é una martingala per ¢ € [0,T].

6.2.3 Applicazione ai tempi di uscita da una striscia per il processo di Wiener con drift

Sia Xy = put + o Wy e posto, come nella Sezione 5.4, 7 il tempo di prima uscita da una striscia
T=7(—a,b) :=inf{t >0: X; ¢ (—a,b)}, a,b >0,

vogliamo calcolare di nuovo la probabilita p = p(z,a,b) := P, (X, = —a) che il processo esca dalla striscia passando
per —a. Ricordiamo che cid corrisponde a considerare Wy = x + By, dove B, € un processo di Wiener con By = 0 (si
vedano 'osservazione 6.6 precedente e la nota 5).

L’idea & la seguente: se troviamo una funzione h continua, per la quale il processo M; := h(X;) ¢ una martingala,
allora anche M., ¢ una martingala, limitata (dal max{|h(x)|; = € [—a,b]}) e quindi, passando al limite nella
uguaglianza E, [Mia.] = E.[My] = h(z), si ottiene che

B, [M,] = E,[Mo] = h(x).
Allora, tenendo conto che
B, [M;] = B, [A(X,)] = h(~a) Po(X, = —a) + h(B) Pa(X, = b),
se aggiungiamo la condizione che h(—a) =1 e h(b) = 0, si ottiene che
E.[M,] = Eo[h(X,)] = P (X, = —a) = h(x).

Poniamo ora f(t,y) = h(ut+oy). Allora la condizione che h(X;) sia una martingala diviene, per la Proposizione 6.10
precedente

1 1
ft(t,y)+§fyy(t,y):0 o ,uh'(pt+ay)+§02h”(ut+ay):0

ossia, otteniamo 1’equazione per h

wh'(z) + %JQ h'(z) =0 & h'(z) = 7 h'(z)

da cui
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per opportune costanti. Tutte queste funzioni godono della proprieta di integrabilita richiesta dalla Proposizione 6.10,
per ogni T' > o. Le condizioni ai bordi sono chiaramente soddisfatte se si prende

e 2’ —e 27"
h(w) = b _ - (a)
che quindi ¢ la probabilita cercata P, (X, (_, 5 = —a) (si confronti con quanto ottenuto nella Sezione 5.4). Ovviamente
si ottiene anche che
_2p (L) —2pg 2u, _2pg,
e o2 —e o2 es2" —e o2
PI(XT(—(I,I)) = b) = T _2u (—a) “2uy = 2y, 2y (618)
e — € o €o — € o

Esempio 6.3 (Distribuzione dell’estremo superiore di un processo di Wiener con drift). Possiamo applicare
il risultato precedente (6.18) mandando a ad infinito si ottiene che, nel caso x =0

. 1 se >0
lim ]P)(X-r(—mb) = b) = ]P)(X‘r(—oo,b) = b) = P(sup Xt > b) = { 2py, 21uly,
=€ o2

a—00 t>0 eo? h se <0

Nel caso di un processo di Wiener con drift negativo, il calcolo precedente assicura che la variabile aleatoria sup,~q X

\ . . 2 . . . . " . . . S
e esponenziale di parametro U“; , mentre nel caso in cui il drift sia positivo si ottiene che sup,~q X; ¢ una variabile

aleatoria (generalizzata e degenere) che vale 4+00.

Osservazione 6.7. In realta, nella derivazione delle probabilita Py (X (—qp) = —a) € Po(Xr(—qp) = b), avremmo
dovuto controllare che il tempo 7 = 7(—a,b) di uscita dalla striscia fosse finito per essere sicuri che M, = h(X;)
avesse senso e per poter si calcolare il valore atteso come h(—a) P, (X, = —a) + h(b) P (X, = b).

A questo scopo possiamo osservare che addirittura si puo calcolare il valore atteso di T, come si puo dimostrare
utilizzando le sequenti Proposizioni 6.11 e 6.12, ma lo faremo dopo aver enunciato e dimostrato queste due proposizioni.

Proposizione 6.11. Se esiste una funzione ¢ € C?, che sia non negativa nell’intervallo [—a, b] per la quale

1
O (@ pt 56" (@)o < -1,
allora il valore atteso di T ¢ finito, e quindi T & finito con probabilita 1.

Dimostrazione. L’idea ¢ quella di dimostrare che esiste un numero M tale che, per ogni ¢ si ha E, [t A 7] < M.
Allora per il Teorema della convergenza monotona

E,[7]=E; [lim tA7| = lim E,tA7T] <M
t—o0 t—oo

Si consideri che, applicando la formula di Ito al processo di Wiener con drift X;, per una funzione f(z) € C?, si
ottiene che

1
df (Xy) = f/(Xy) pdt + f(Xy) 0 dW, + 3 (X)) o® dt.
Prendendo f = ¢ e calcolando I'integrale tra 0 e ¢ A 7 si ottiene
tAT 1 tAT
oXin) =o(X0)+ [ g () + 36" (X)) ds+ [ od(x)d,
0 0
da cui
tAT 1 tAT tAT
WXinr) = o(X0) = [ (X) + 36" ds+ [ oo (X)aW. < —tare [ od(X)aw,
0 0 0

Il valore atteso di

tAT t
/ a¢’(XS)dWS:/ Iiyeryo @'(X,) dW,
0 0
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¢ nullo, infatti

t
E, U Lis<ry0? ¢/ (Xs))Pds| <t max |¢'(z)|* < oo
0

z€[—a,b]

Quindi
E; [¢(Xenr) — 0(Xo)] < —Ez [t A T] A E; [¢(Xinr)] — ¢(z) < —E [t A 7]
e quindi

By [t A7) < =Ko [¢p(Xinr)] + 6(2) <2 max o(y) =M
y€[—a,b]

In realta si puo fare di meglio.

Proposizione 6.12. Se esiste una funzione v € C? e tale che

V' () p+ %UH(.L“) o? =—1, v(—a) =v(b) =0,

allora il valore atteso E, [1] = v(x).

Dimostrazione. Procedendo in modo simile alla dimostrazione della precedente Proposizione 6.11 si ottiene
tAT 1 tAT tAT
v(Xinr) —v(Xp) = / (o' (Xs) + 3 V" (X,) 0% ds + / ov'(Xs)dWs = —t AT+ / ov'(Xs) dWs
0 0 0

e quindi
E, [v(Xinr)] — d(z) = =E [t A T].

Poiché dalla Proposizione 6.11 sappiamo che 7 ¢ finito, allora X;,, tende a X e, per la continuita di v si ha v(Xia;)
converge a v(X,) = 0. Inoltre |[v(Xa-)| < maxye_q4 |v(y)| e quindi

E.[r] = tli)ngo E, [t AT] = ¢(x) — tli)ngo E, [v(Xiar)] = o(2).

O
A questo punto non rimane che trovare la soluzione dell’equazione v'(z) u + 1 v”(z) 0? = —1, ossia
@) = -5 o) - =
con la condizione v(—a) = v(b) = 0.
La soluzione generale dell’equazione lineare
2

e data da
V' (z) =€ JI,aly) dy <Cl _ B(z) el o) dy dz>

—Cie JE aly)dy _ ’ B(z)e” JDe)dy g,

U(x) =Cy+ Ch / e~ JZ.aly)dy dz — / B(z)e” S aW)dy g

—a

B fﬁa e B(z)e” I e 4y 3y daw

prendendo Cyp =0e C; = [ Eae si ottiene la soluzione cercata.
e —a z
—a
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6.2.4 Applicazione: ricorrenza e transienza per il processo di Wiener

Esempio 6.4 (Il processo di Wiener in R? & ricorrente). Applicheremo il risultato della Proposizione 6.10 al

fx) = f(z1,22) = log(y/aF + 23) = log(|]),

che ¢ una funzione armonica, cioé vale V f(x) =0, o ad una sua trasformazione lineare, che é sempre armonica.
Strettamente parlando questa funzione non ¢ C?, e verifica V f(x) = 0 solo per |z| > 0 e quindi non si puo usare la
formula di Ito. Tuttavia noi vogliamo usare questa funzione solo nell’insieme r < |x| < R e possiamo tranquillamente
pensare che sia regolare, in tutto R?. Si tratta allora di ripetere il ragionamento della Proposizione 6.10
Sia x tale che r < |xr| < R e supponiamo che Wy sia un processo di Wiener che parte da x. Siano
7, = inf{t > 0 tali che |Wy| < r} e 7 = inf{t > 0 tali che |Wy| > R}. Posto T = 7. A Tr possiamo affermare

che
1

Wl

tAT
log([Winr|) = log(|z|) + / (W aw ) + w® aw )
0

e una martingala. Posto

 log(R) — log(ly])
MY) = Tog(R) ~ Tog(r)

anche
_ log(R) —log(|Win-|)
h(Wt/\r) - log(R) _ log(r)

e una martingala. Mandando t all’infinito si ottiene che

. log(R) —log(|z)
Pa(r =) = log(R) — log(r) -

(6.19)

Infatti
h(z) = Ey[h(W,)] = 1Py (T = 7) + 0P, (7 = 7)) = Pu(7 = 7),

in quanto h(z) =1 se |x| = r mentre h(x) =0 se |z| = R.
Mandando R ad infinito nella (6.19), si ottiene che, partendo da x, con |x| > r la probabilita di toccare, prima o
poi, la sfera di raggio r vale 1. Questo fatto si esprime dicendo che il processo di Wiener & ricorrente.

Esempio 6.5 (Il processo di Wiener in R? per d > 3 & transiente). Nel caso d > 3 si puo ripetere il
ragionamento del precedente Esempio 6.4, a partire pero della funzione armonica

1 _
f(x):WZWQ ¢

Si arriva allora all’identita

szd _ ‘x|27d
]Pm('r - T’r‘) = R2_d _ rg_d . (620)

Mandando R ad infinito nella (6.20), si ottiene che, partendo da xz, con |x| > r la probabilita di toccare, prima o poi,
2—d —
|f2,d = MTTTQQ < 1. Questo fatto si esprime dicendo che il processo di Wiener é transiente.

la sfera di raggio v vale

6.3 Equazioni differenziali stocastiche

Introduciamo in questa sezione la nozione di equazione differenziale stocastica.
Siano b(z,t) = (bi(z,t))i<i<m € o(z,t) = (045(2,t))1<i<m,1<j<q funzioni (congiuntamente) misurabili definite su
R™ x [0,T] a valori in R™ e in M (m, d) rispettivamente, dove M (m,d) indica l'insieme delle matrici m x d.
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Definizione 6.6. Sia (W;); un moto browniano d-dimensionale standard. Sia x € R™ ed s > 0. Diremo che il
Processo (ft)te[s’T] e soluzione dell’equazione differenziale stocastica

{ d§y = b(&s, t)dt + o(&,1)dW; (6.21)
gs =,
con dato iniziale (s,x) © € R™, se, per ogni t € [s,T) si ha
t t
& = x—i—/ b(éu,u)du—i—/ 0 (Euy ) dWy,. (6.22)

La definizione € analoga nel caso in cui invece di dato iniziale deterministico, si considera un dato iniziale aleatorio
1, che sia Fs misurabile.

Osservazione 6.8. Nella definizione precedente, si richiede implicitamente che s — b(&s,s) e s — 0(&s,s) siano
processi per cui abbia senso fare i rispettivi integrali, deterministico e stocastico, insieme alle condizioni di progressiva
masurabilita.

Infine, ricordiamo che o2 viene chiamato coefficiente di diffusione e b viene chiamato drift (o deriva).

Definizione 6.7. Si dice che il sistema (6.21) ha soluzione forte se per ogni (Q, F, F;,P) e per ogni moto browniano
standard W = (Wy)y, esiste un processo & tale che (&) sia soluzione di (6.21).

La nozione di soluzione forte va confrontata con la nozione di soluzione debole, che pero daremo in seguito, nella
sottosezione 6.3.6 (Definizione 6.8), per la quale, invece, né il moto browniano (rispetto al quale si fanno le integrazioni),
né lo spazio di probabilita su cui esso ¢ definito sono assegnati a priori.

6.3.1 Unicita per EDS: il caso Lipschitz globale

In questa sezione diamo I’enunciato del risultato che garantisce ’esistenza e 'unicita della soluzione per una equazione
differenziale stocastica nelle ipotesi di lipschitzianita globale, ma diamo la dimostrazione solo dell’unicita. La
dimostrazione dell’esistenza verra data solo dopo aver esaminato alcuni semplici esempi di equazioni con soluzione
esplicitamente calcolabile (Sezione 6.3.3).

Teorema 6.13. Supponiamo che i coefficienti b(t,z) e o(t,x), oltre alla condizione di congiunta misurabilita,
soddisfino la sequente condizione di Lipschitz globale:

b(t, ) — b(t,z)]* + |o(t,z) — o(t,7)|* < K|z — Z|?, (6.23)
e la sequente condizione di crescita
b(t, )| + |o(t,z)]* < K (1+ |m\2) , (6.24)

per una costante K > 0.
Allora l'equazione differenziale stocastica

dXt = b(Xt,t)dt + O'(Xt,t)th, t Z S, Xs =Z (625)

ammette una soluzione che é un processo progressivamente misurabile, con ]E[IST |Xu|2du] < 00, per ogni T > s.
Inoltre esiste una sola soluzione con queste caratteristiche, nel senso che, se X; ¢ un’altra soluzione, allora
IE”(Xt = X,, per ogni t) = 1. Nel seguito denoteremo tale soluzione con X;'*.

La tesi del teorema rimane valida se invece di considerare il dato iniziale deterministico si considera il dato iniziale
stocastico, di quadrato integrabile, ossia si considera

dXt = b(Xt,t)dt + O'(Xt,t)th, t Z S, Xs =, (626)

con n una variabile aleatoria di quadrato integrabile, Fy-misurabile.
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Dimostrazione. (del Teorema 6.13)
Unicita

Siano X; e X, due soluzioni di (6.25) (o di (6.25)), con la proprieta che IE[IST | Xu|?du] < ooe ]E[fST | X, |2du] < oo
Si consideri che

Xt—)?tz/ B(Xo, 1) — b(Xa, )] du+/ [0(Xos 1) — (Ko, )] AW,

per cui, usando la disuguaglianza (a + b)? < 2a? + 252, e la disuguaglianza di Cauchy

2 2

X, — X, > <2 </:[b(xu,u) —b(Xy,u)] du> +2 </st[a(Xu,u) - a()?u,u)]dwu>
< /: 12du /St[b(Xu, u) — b( Xy, u)2du + 2 (/:[o(xm u) — o(X,, u)]qu> 2

utilizzando la condizione di Lipschitz (6.23), si ha

t t 2
< zT/ K | X, — Xo2du+2 (/ (0(X o, 1) — U(Xu,u)]qu)

Passando ai valori attesi si ottiene che, per t < T

t
E[|X, - X,)*] <2TK / E[|X, — Xu|*]du + 2E

(/St[a(Xu,u) - a(f(u,u)]dwuﬂ

e quindi,per la isometria dell’integrale stocastico,

t t
E[| X, — X,|*] <TK / E[|Xu — Xul?]du+2 / E [[O'(Xu,u) — U(Xu,u)]ﬂ du
e usando di nuovo la condizione di Lipschitz (6.23), si ha
- t - t - t -
E[|X: — Xi?] <2TK / E[| Xy — Xu*] du+2K / E[| X, — Xu*] du=C / E[| X, — Xu|*] du,
S S S
con C:=2(T+1)K.

A questo punto non rimane che applicare il Lemma di Gronwall'® alla funzione v(t) := E[|X; — )}t|2], che per
ipotesi ¢ una funzione finita (ed ovviamente non negativa), ed ottenere che E[|X; — X;|*] = 0.

18Ricordiamo che il Lemma di Gronwall garantisce che se una funzione v(t), misurabile, non negativa e integrabile ha la proprieta che

t
o(t) < Co + C1 / v(w) du,
0

allora si ha v(t) < Coe€1t.
Una dimostrazione potrebbe essere la seguente: definire w(t) = f& v(u) du, e considerare la funzione f(t) := e~ C1tw(t). Allora
F1(#) := —Cre 't aw(t) + e~ 1t/ (1) < —C1 e” Tt w(t) + e~ 1t (Co + Crw(t)) = Coe 1t
Di conseguenza
1—e C1t eC1t — 1

e~ Crtw(t) = f(t) = f(0) + /Ot fl(u)du <0+ /Ot Coe C1%du = Cp o & w(t) < Co cr

da cui
Cit _

1
=Cy eC1t,

t
’U(t) §00+Cl/ v(u) du,= Cp + C1 w(t) < Co+C1Co ¢ c
0 1
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Cid garantisce che P[X; = )~(t] =1, per ogni t. Da cio discende che P[X; = X,, per ogni t razionale] = 1 ed infine,

tenendo conto che essendo X; e X; soluzioni di un’equazione differenziale stocastica devono avere traiettorie continue,
si ottiene che P[X; = X, per ogni t] = 1.

Si noti che la condizione che si tratti di soluzioni di Ms[s,T] & stata usata, oltre che per poter utilizzare il Lemma
di Gronwall, anche per poter utilizzare I'isometria: poiché vale la condizione di crescita (6.24), si ha che

0(Xo) = (Rt < 200X ) +200(F ) < 2K (14 X, ) + 2K (145,
e cio garantisce che ]E[fST | Xy — Xu|? du| < oo. O

6.3.2 Esempi di soluzioni di equazioni differenziali stocastiche: il processo di
Orstein-Ulhenbeck

Tenendo conto della definizione di soluzione forte di equazione differenziale stocastica, grazie a quanto visto nella
sottosezione 6.2.1, possiamo dire che il moto browniano geometrico e soluzione forte dell’equazione differenziale

dft = /Lgtdt + O'ftth, 50 = S0. (627)

A titolo di esempio vediamo come si puo dimostrare che il processo di Orstein-Ulhenbeck ¢ soluzione dell’equazione
differenziale

dft = —)\ftdt =+ O'th, §0 =X. (628)

L’idea & quella di ripetere il metodo della variazione delle costanti per le equazioni differenziali ordinarie!®

Si cerca quindi la soluzione del tipo X; = n; exp{—At}, dove n; & un processo che ammetta differenziale stocastico
t t
dny = Fydt + Gy dWy,  ovvero mny=x —|—/ Fds +/ GsdWy,
0 0

con F; e G; da determinare, appunto in modo che il differenziale di 7 exp{—At} soddisfi I'equazione differenziale
stocastica (6.28).I1 processo exp{—At} & deterministico, di conseguenza,

d(exp{—At}) = —Aexp{—\t}dt
per la formula del differenziale stocastico del prodotto si ottiene che

dX; = d(exp{—Xt}n;) = exp{—At}dn; + nd(exp{—Xt})
exp{—At}H(Fidt + G:dW;) — Aexp{—At}n.dt
= exp{—At} Fidt + exp{—At}G1dW; — A\ X,dt.

19Ricordiamo che per risolvere ’equazione differenziale ordinaria
Yt = —Ayt + vt
si puo considerare prima ’equazione
Yt = —Ayt,
la cui soluzione ¢ data da
yY = Cexp{—Xt}.

Poi si cerca la soluzione y; del tipo y: = Ct exp{—At}, da cui, essendo

d d

a’ T at

si ottiene che deve essere necessariamente

(Ct exp{—/\t}) = —Nexp{—M}C + Crexp{—At} = =y + Cpexp{—At},

Cy exp{—At} = v.
ovvero .
Cy =Cy -I—/ exp{As}vs ds.
0

In conclusione la soluzione ¢ data da

t
yt = exp{—At} (Co +/ exp{As}vs ds)
0
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Da cid si ricava immediatamente che deve essere F; = 0 ed exp{—At}G; = g, ovvero
G = oexp{At}.

Da quest’ultima espressione si ricava immediatamente che

t
n=x +/ o exp{As}dWs,
0

e quindi
t
Xi = exp{—At}n; = exp{—\t} <3: +/ aexp{)\s}dI/Vs> ,
0
ovvero il processo di Orstein-Ulhenbeck.

Una volta ottenuta la soluzione ¢ facile verificare che ¢ effettivamente una soluzione, riapplicando la formula del
differenziale stocastico del prodotto.2°

Come applicazione delle proprieta dell’integrale stocastico si vede quindi subito come si possono calcolare valore
medio e varianza del processo X; di Orstein-Ulhenbeck.

Infatti

t
E[X,] = exp{—At}x + exp{—M}E {/ Uexp{)\s}dWS} = exp{—A\t}z,
0
dove I'ultima uguaglianza vale in quanto 'integrale stocastico ha valore atteso nullo.

Da cio si puo ricavare anche la varianza, in quanto

(X; — E[X,])? = (X; — exp{—Mt}z)* = exp{—2At} ( /O Jexp{)\s}dWs> :

e quindi, passando ai valori attesi,

Var(X:) = exp{—2M}E

t 2
(/ aexp{/\s}dVVS) ]
0
t o2
=E {exp{—2)\t}/ o? exp{2)\s}ds} = (1 — exp{—2X\t}).
0
Anche la covarianza si puo ricavare facilmente osservando che

(X: — E[X4]) (Xo — E[Xy])

= exp{—A\t} </0t aexp{)\s}dW9> exp{—\t'} (/Otl UeXp{)\S}dW9>

= exp{—A(t + ')} M, My,

200vvero si tratta di ripercorrere i passi precedenti al contrario:
d(exp{—At}) = —Xexp{—At}dt,
t
d (:c + / aexp{)\s}dW5> =0-dt + oexp{At}dW;.
0
quindi se
t
X¢ = exp{—At} (az +/ O'exp{)\s}dWS) ,
0

allora

¢
dX; = (7: +/ aexp{)\s}dWS> (=Xexp{—=At}dt) + exp{—At}o exp{ A\ }dW; = =X} + cdW;.
0
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dove M; = fg o exp{As}dWs . Poiché, per ogni G;-martingala di quadrato integrabile, se ¢t < ¢, si ha
E[M;My] = E[M;E[My|G]] = E[M,M;] = E[M7].
si ottiene che, per t < ¢/,

Cov(Xy, Xp) = exp{ -\t +t')}E { /0 t o? exp{2)\s}ds} .

6.3.3 Esistenza per EDS: il caso Lipschitz globale

Dimostrazione. (del Teorema 6.13)
Esistenza
La dimostrazione dell’esistenza si basa sul classico procedimento di costruzione delle soluzioni con le approssimazioni

di Picard. Si ponga Xt(o) =1 (oppure Xt(o) = z) e si definiscano per induzione

t t
pelany :=n+/ b(Xff),u)du+/ (X, u)dw,

e Come primo punto dimostriamo che Xt(k) hanno la proprieta che sup,<p E[|Xt(k)|2du} < 00.
A questo scopo osserviamo che, ovviamente E[|Xt(0)\2] = E[|n|?] < oo, e che la precedente proprietd si ottiene

per induzione utilizzando il fatto che se Y; € un processo progressivamente misurabile e che gode della proprieta che
sup,<p E[|Y;[*du] < L < oo, allora anche il processo

t t
Z ;:77+/ b(Yu,u)du-i-/ U(Yuau)qu

gode di una proprieta simile, ovviamente con un’altra costante: utilizzando il fatto che (a + b+ ¢)? < 3a? + 3b% + 3¢2,
la disuguaglianza di Cauchy e la condizione di crescita (6.24), si ottiene

t t
|Z:)> <3n)* +3 (/ b(Ye, u) du) +3 (/ (Yo, u) qu)

t t
§3|n|2+3T/ 1b(Yo, )2 du + 3 (/ (Yo, 1) qu)

2 2

2

2

t t
§3|77|2+3T/ K1+ |Y,[*) du+3 (/ O’(Yu,u)qu>

Passando al valore atteso, utilizzando 'isometria dell’integrale stocastico di Ito, e di nuovo la condizione di crescita

(6.24), si ottiene
t 2
(/ o(Yy,u) qu) ]

<3E[mn)*] + BT/tK(l +E[|Yul?)] du+3 /t K(1+E[|Y.]")] du

E[|Z:|*] < 3E[]n?] +3T/tK(1 +E[|Yu]?)] du+3E

t t
§3E[|n|2]+3T/ K(1+ sup E[|Yu|2])du+3/ K(1+ sup E[|Y,|*])du

w€(s,t] u€|s,t]
<3E[mn)*] +3T°K(1+ L)+ 3TK(1+1L)

e Torniamo ora alla successione Xt( ) Lo scopo e dimostrare che & una successione per la quale vale la seguente

disuguaglianza:

t
E[sup | XD — XP|?] <2(T +4) K / E[|X% — XV ] du (6.29)

u<t
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che a sua volta?! implica che
t
E[xF - xP 2] <2(T+4) K / E[| X — X)) du,
; ._ e (k) _ 3 (k=1)12
ossia, posto C :=2(T +4) K, e gi(t) := E[|X, X; 2], che

geaa(t) < C / gk (u) du.

Da questa disuguaglianza, insieme al fatto che
g1(t) < CA+E[n) (t - ),
segue facilmente, per induzione, che??

CF (t — s)k
|

k k—
gx(t) = E[IXY - XV < =

(1 +E[lnl). (6.30)

La dimostrazione della (6.29), ¢ sostanzialmente simile a quella effettuata per 'unicita:

t

t
X0 X9 = [0 ) - b ] dut [P - o (XD, w] aw,

u u
S S

per cui, usando la disuguaglianza (a + b)? < 2a? + 262, e la disuguaglianza di Cauchy

2

t t 2
- x <o ([ poc ) sl an) e ([0 o (xE wjaw,)
S S

2

t t t
< / 12dy / [b(X&’“%u)—b(X&’“1>,u>12du+2( / [a<X5k>,u>—o<X5k1>7u>1dwu)

S

utilizzando la condizione di Lipschitz (6.23), si ha

t t 2
< 2T/ K|X® — xk=12qy, 4 9 (/ [o(XF) ) — o—(Xg“‘l),u)]qu>

210vviamente E[\Xt(k+l> - Xt(k) \2] < E[supugt |X£k+1) — X,(Lk)ﬂ
Tuttavia si potrebbe dimostrare, usando la stessa tecnica usata per la dimostrazione dell’unicita della soluzione che

t
BX0 —xOP <2 K [TEXE - xEIR

22Infatti

t t 2
g =E[xP - xOP] =g[Ix") —nP?] =E [(/ b(n,u)du+/ G(r],u)qu> ]

e utilizzando la condizione di crescita (6.24) si ha che

t t
g1(t) < 2T/ E [|b(n,u)\2] du+2/ E [|J(77,u)\2] du
<2T(t— 9K (L+E[nf2]) +2(t — K (L+E [nl2]) < C (14 En)(t - 5)
per ogni C' > 2(T + 1) K.

k k
Basta poi verificare che I'ipotesi induttiva g (t) < # (

1+ E[|n|?]) insieme alla relazione gy 1(t) < C f: gr.(u) du, per ottenere che

_ )k Ck+1 (t _ S)k+1

t t k u s
@< [Cawansc [ U arr) = S o 0P,
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Considerando 'estremo superiore, si ottiene che
t/

tl 2
sup |Xt(,k+1) - Xt(,k)|2 < 2T sup K|X® — x*=D12q, + 2 sup </ [o(XP) u) — J(X&kl),u)]qu>

t<t v<tJs t<t

t t 2
< 2T/ K|X® — x*=1124y 4 2 sup (/ [o(XF) ) — J(Xy“—U,u)]qu)

<t

Passando ai valori attesi, ed utilizzando la disuguaglianza di Doob si ottiene che, per t < T

<t

t t 2
E[sup [ X - xP Pl <2T K / E[|I X — XxFV]du+2-4E l(/ [o(XHF) u) —a(X;k—U,u)]qu) ]

e quindi, per 'isometria dell’integrale stocastico,

t t
E[lx" - xR <TK / E[|X{ = XFD P du+8 / E [[o(X®,u) = o(XED, )] du

u
S

e usando di nuovo la condizione di Lipschitz (6.23), si ha

t t
E[ X" - x* VP <2TK / E[IX® — XF-V1] du+ 8 K / E[|X® — XD 2] du

e A questo punto si puo facilmente provare che la successione Xt( ) converge quasi certamente in norma uniforme su
ciascun intervallo limitato verso un processo X;:

Dalla (6.29) e dalla (6.30), si ottiene immediatamente che

ckr*
P(Ag) = P(sup X — XV > 278) <Elsup [X{H - XV 28 < = (1 + E[lnf?)),

u<t u<t k!

dove gli eventi Ay sono definiti implicitamente. 11 fatto che
Z P(Ak) < o0
k

implica, per il Lemma di Borel Cantelli?3, che la probabilitd che A;, si verifichino infinitamente spesso ¢ nulla. Cid
equivale ad affermare che la probabilita che i complementari Af si verifichino definitivamente vale 1, ossia:

esiste un evento E di probabilita 1, per il quale se w € F, allora esiste un n = n(w), tale che per ogni m > n si ha

sup | XM (w) = XD ()P < 278,

u<t

23Ricordiamo che il Lemma di Borel Cantelli assicura che la condizione di convergenza della serie
Z]P(Ak) < 00
k

¢ sufficiente affinché
P(Ay i.s. ) =P(Yn3m > n tale cheA,, si verifica ) =P(Np Upy>ndn) = 0.

Cio & ovviamente equivalente a

]P’(Ai, def. ) = ]P’(Han > n AS, si verifica ) = IP’( Un ﬂmznA%) =1,

cioe, esiste un evento E di probabilita 1, per il quale se w € E, allora esiste un n = n(w), tale che per ogni m > n si verifica AS,, cioe
w € AS,.

Inoltre, il Lemma di Borel Cantelli assicura che la condizione di convergenza ¢ necessaria, nel caso in cui gli eventi Ay siano indipendenti.
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Quindi, per ogni p > 0
sup | X () = XD ()P < Yo 27F =2mn
u<t >
n
Cid mostra che la successione ¢ di Cauchy e che quindi esiste un processo continuo Xy, che ¢ il limite (con probabilita
1), in norma uniforme di Xt(k).

e A questo punto non rimane che (%) osservare che la convergenza (quasi certa) in norma uniforme implica la
convergenza sia degli integrali ordinari che degli integrali stocastici

t t t t
/b(ng%u)du—»/ b( Xy, u) du, /J(X;’“>,u)dwu—>/ 0 (X, u) dW,,

dove il secondo limite deriva dal fatto che
t
E [/ (a(Xq(f),u) - U(Xu,u))2 du] — 0.
S

(i) ottenere che il processo limite & soluzione dell’equazione differenziale stocastica passando al limite nella relazione
che definisce Xt(kﬂ):

¢
XD — / b(X ) u + / o (X9, u) dw,
! !

¢
Xy = 7 + /b(Xu,u)du + /U(Xu,u)qu.

O

6.3.4 Dipendenza continua dal dato iniziale e proprieta di Markov per soluzioni di
EDS

In questa sezione consideriamo i seguenti problemi: sotto le ipotesi di Lipschitz globale (6.23) e di crescita (6.24), che
assicurano 'esistenza e l'unicita della soluzione forte X;** dell’equazione differenziale stocastica

¢ t
& = 3:—|—/ b(&y,u) du+/ o (&, u) dW,
vogliamo studiare
e la dipendenza della soluzione dal dato iniziale di X;"";

e la proprieta di Markov della famiglia di processi X;*.

Per quanto riguarda la dipendenza dal dato iniziale, vale il seguente risultato.

Proposizione 6.14. Nelle condizioni del Teorema 6.13 di esistenza e unicita si ha che per ogni t < T

B |sup X3~ X372 | < 3o - yf2 e
u<t
Dimostrazione. La dimostrazione si ottiene a partire dalla disuguaglianza

E[sup | X3 — X35
u<t

t
1 <3lz—yP+3(T+4)K / E[|X5" — X5Y?] du

t
S3|x—y|2+3(T+4)K/E[sup|XZ}x— SO12] du

u' <u
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e dal Lemma di Gronwall. La precedente disuguaglianza si ottiene in modo simile a quanto fatto nella dimostrazione
dell’esistenza della soluzione, ma a partire dall’eguaglianza

X5 XS —a—yt / X ) — (X5, )] du + / (X5 1) — (X5, )] AW,
e utilizzando il fatto che (a + b+ c)? < 3a? + 3b% + 32, O
In realta si puo dimostrare che valgono altre disuguaglianze come, ad esempio
E [\Xf’”” . Xf,’»ﬂp] <ec (|x oyt — Pt s — s'|p/2) .

A sua volta tale disuguaglianza permette di affermare che esiste una versione di X;’* che ¢ continua (congiuntamente)
in (z,s,t), s <t, grazie ad una generalizzazione del criterio di Chensov-Kolmogorov. Per approfondimenti rimandiamo
ad esempio al libro di Baldi [1].

Queste proprieta di continuita permettono di affermare che, per ogni funzione uniformemente continua e limitata
la funzione

z i Toof (2) = Bf(X7)]

sia una funzione uniformemente continua?4.

Per quanto riguarda la proprieta di Markov, cominciamo con l'osservare che, nel caso in cui f = 17, la funzione
indicatrice di I, possiamo considerare

p(s,z,t,1) =T, 1,(x)) =E[1,(X;)")] =P(X;" € I),
come possibile famiglia delle probabilita di transizione.

Ovviamente vale che
I—p(s,x,t, 1) :=P(X;" €l

definisce una misura di probabilita per ogni scelta di = e di s < ¢. Tuttavia, in generale, p(s,z,t,I), come funzione
di z, non & una funzione continua. Tuttavia la proprieta di continuita di Ts.f per le funzioni continue, a sua volta
permette di affermare che, per ogni boreliano I, e comunque scelti s < ¢, la funzione

= p(s,z,t, 1) =P (X" €l

24Per la continuita della funzione Ts,¢ f basta controllare che
Tsef () = Tse f ()] = |E [f(XPT)] = E[F(XP]] SE[[F(X07) = F(XP)]]
<E [fo””-x:»y\ge FXPT) - f(XtS’y)” +E [H|xf’w—xf~y\>e FXPT) f(XtS’y)” :
Posto w(f,0) :=sup{|f(z) — f(z')|, |z — 2’| < 6}, il modulo di continuita di f e ||f|| = sup, |f(2)| si ha
ITsef(2) = Ts, S ()] S w(f,0)P (| X7 = XY < 0) +2|If| P (I1X7F = XPY] > 6)
<w(f,0) +2|IfIE (X7 = X °) /62

La continuitd segue nel seguente modo: per ogni ¢ > 0 sia § = 6. tale che w(f,0c) < /2 e sia § = 6:( = 0(,6c)) tale che
2(|FIIE (1X;"" — X;"Y|?) /62 < £/2, allora possiamo affermare che

Ve>0 3d., talecheVay con |z —y| < |Tsif(x)—Tsef(y)| <e.

Dalla dimostrazione € chiaro che non serve la continuita delle traiettorie, e neppure la continuita in media quadratica, ma basta
solo la continuitd in probabilitad: basta infatti sostituire la richiesta su . con la richiesta che § = 65( = (e, 96)) sia tale che

2[IfIP(1X7° — XPY] > 6:) < e/2.



150 22-02bis—2008
& misurabile?®.

Per ottenere che p(s,z,t¢,I) sia una famiglia di probabilita di transizione, rimane da verificare che soddisfi la
condizione di Chapman-Kolmogorov. A questo scopo facciamo le seguenti osservazioni.
Il Teorema 6.13 di esistenza e unicita garantisce che per ogni s < r < t vale la seguente identita:

s, e X"
Xt - Xt " )
cioe che, in ogni istante ¢ > r, la soluzione ottenuta a partire dal’istante r, con condizione iniziale X>* deve

coincidere con la soluzione X;**, ottenuta a partire dall’istante s, con condizione iniziale z. Questa identita & facile

da dimostrare2.

Per ottenere la condizione di Chapman-Kolmogorov osserviamo innanzi tutto che I’equazione differenziale stocastica

§t:x+/ b(fu,u)du—i—/ (&, u) dW,,

equivale alla equazione differenziale stocastica
t t N
&r=ua —|—/ b(&y,u) du —|—/ o (&g, u) AW,

dove ’VIZST) = Wiyyy — W, & un processo di Wiener, rispetto alla filtrazione ft = Firr: continuita, distribuzione e
misurabilita sono ovvie, la proprieta degli incrementi indipendenti rispetto a ]?t = Fi4r, deriva dall’osservazione che
se t < t', allora Wt(,T) - Wt(r) = Wyip — Wy — Wiy — W) = Wiy, — Wiy, Si osservi inoltre che quindi il processo
W(T)(~7w) = (W,ﬁr))um ¢ indipendente da Fy = F,.

Possiamo quindi affermare che esiste un funzionale

w: R™ x{0<s<t<oo}xC([0,00),RY) — C([0,00),R™) (z,8,t,w(")) — p(z,r t,w(:))

251 ’idea & quella di utilizzare la continuitad per ottenere che per ogni compatto I' la probabilita p(s,z,t,T") si pud approssimare con
Ts,tfn (z), per una opportuna successione di funzioni uniformemente continue, e che il limite puntuale di funzioni continue ¢ misurabile. Si
tratta poi di utilizzare la proprieta di regolaritd interna delle misure in R®.

267] punto fondamentale consiste nell’ osservare che

t t
X3 :;H/ B(XET, ) du+/ (X5 ) AW,y
S S
T 7 t t
:w-l-/ B(XET, ) du+/ (X5 ) qu+/ B(X5", ) du+/ (X5, 1) AW,
s S s T

t t
:X;?’“”Jr/ B(X5™, u) du+/ (X357, u) W,
T T

e che X" & una variabile aleatoria F,--misurabile e di quadrato integrabile: per il problema di esistenza e unicita necessariamente X,f“L e
la soluzione dell’equazione differenziale stocastica con dato iniziale (r, X;").
Per completare la dimostrazione si dovrebbe anche osservare che se &; € soluzione di

¢ t
&=n+ / b(&u,u) du + / o (Euyu) AWy, con 7 una variabile aleatoria F,-misurabile, E[|n|?] < oo,
-

T

allora

£t — X:W.
Questo fatto ¢ banale se n assume un numero finito di valori. Ogni variabile aleatoria di quadrato integrabile si puo approssimare, in media
quadratica, con variabili aleatorie 7,,, che assumono un numero finito di valori. Dalla relazione E[|n, —n|?] — 0 si ottiene facilmente che le
soluzioni &, (t) = X, convergono a & nel senso che E[sup; <7 [&n(t) — &%) — 0. Passando eventualmente a sottosuccessioni, possiamo

affermare che 1, (w) converge ad n(w) e &, (t,w) = X:‘""(“J)(w) converge a & (w), per w che appartiene ad un insieme di probabilita 1. La

continuita rispetto ad z di X' (w) permette di ottenere la tesi:

&(w) = nli—>moo En(t,w) = nh—>moo X[ (w)(w) = X:,'rl(w)(w)‘
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per il quale
T,x _ T
Xt (w) —SO(ﬁl',t, W( )(7(")))
. . . . . r,X>®
Di conseguenza possiamo riscrivere la relazione X;* = X;""" come

X7 (w) = g(r, X3 (W), t, WO (-, w)),

dove ¢ fondamentale osservare che X% (w) & F,-misurabile e W) (-, w) ¢ indipendente da F,.
Questo fatto ¢ fondamentale nella dimostrazione dell’equazione di Chapman-Kolmogorov. Infatti

pls,a,t, 1) =P (X} € ) =E[1;(X;")] = E[E[L/(X}") 5]
= E[E [Li(p(r X7 (@), t, WO ()| ]

A questo punto basta applicare una proprieta dei valori attesi condizionali?” per la quale possiamo affermare che

E [1((r, X77() 6 WO w)IF] = B [1e(elry,t, WOCN]| L
=K [1I(Xtr’y)]|y:XﬁI(u) = p(?‘, Y, ta I)|y:XﬁI(w) = p(TV X?w(w)? t? I)

Ricapitolando abbiamo che
p(s,2,t,1) = E [E [1,(p(r, X3 (), t, WO (o)) F || = Elp(r, X% (), ¢, D),

ossia, considerando che p(s,z,r,dy) ¢ la legge di X5~

p(s,at 1) = / p(r.y,t,T) p(s, @, 7, dy),

che & appunto 'uguaglianza di Chapman-Kolmogorov.

6.3.5 Tempi di uscita da una striscia per una soluzione di una EDS

Quanto fatto nella Sottosezione 6.2.3 si puo ripetere nel caso di un processo X; soluzione di una equazione differenziale
stocastica in R!, nel caso omogeneo, ossia con b(t,z) = b(x) e o(t,x) = o(x) > 0, con b e o che soddisfano le condizioni
di esistenza e unicita, almeno nell’intervallo di interesse, che in questo paragrafo poniamo uguale a [a, b], invece che a
[—a,b]. In particolare possiamo generalizzare la Proposizione 6.11.

Proposizione 6.15. Se esiste una funzione ¢ € C?, che sia non negativa nell’intervallo [a,b], e per la quale
1
¢ (@) b() + 5 ¢ (2) * () < -1,

allora il valore atteso di 7 = 7(a,b) & finito, e quindi T & finito con probabilita 1.

27(Ci riferiamo alla proprieta seguente (per la dimostrazione si veda Lemma 3.9 (pag. 55 di Baldi [1]):
In uno spazio (22, F,P), G e H sono due sotto-o-algebre di F, indipendenti, X & una variabile aleatoria a valori in uno spazio misurabile
(S,8), con X misurabile rispetto a G, infine 9(x,w) & una funzione a valori reali, congiuntamente misurabile rispetto a S x G, con la
variabile aleatoria W(w) = (X (w),w) integrabile. Allora, posto

®(z) := B[y (2, w)],

si ha che

(X (W) = E[H] (= ERp(X,)|H))

L’idea della dimostrazione ¢ basata sull’osservazione che (%) tale proprieta & banale nel caso in cui ¥ (z,w) = f(z) Z(w) con f misurabile e
deterministica e Z variabile aleatoria G-misurabile, (i) che basta dimostrarla per funzioni ¢ (z,w) non negative, (i) ogni funzione ¢ (z,w)
misurabile rispetto a S X G, si pud approssimare monotonamente con combinazioni lineari del tipo f(z) Z(w).
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Dimostrazione. La dimostrazione e simile a quella della Proposizione 6.11, va solo osservato che
maxye|q,5] |¢'(y) o (y)] < oo. O

A questo punto la condizione per una funzione h di essere A-armonica, ossia che
1
Ah(z) = W' (z) b(x) + 3 h'(z)o?(z) = 0, y € [a,b],

con la condizione che h(a) = 1, h(b) = 0 permette di calcolare la probabilita di uscire da una striscia passando per a.
La soluzione h(x) si pud scrivere come

p(b) — ¢(a)
dove
=il 20}
da cui

0-cv0 [ )

Si osservi che si puo sempre prendere qualsiasi Cy e C senza modificare la definizione di h, in particolare si possono
prendere Cyo =0e Cp = 1.

Si osservi che, tranne nel caso in cui C; = 0, e quindi ¢ & costante, la funzione ¢ ¢ monotona, in quanto ¢’ ha
segno costante.

Consideriamo ora il caso in cui o(z) > 0 in tutto l'intervallo aperto (r1,72). Allora, per ogni ¢ > 0 e per ogni
b < rq, la probabilita di uscire da [r; + ¢, b] passando da r; + € vale

o(b) — p(x)
P, (X:(r, =rte)=———""—"—
(Krteseen =7 +) = Gy =i+
dove ¢ ¢ definita come sopra con xg ed 7 appartenenti all’intervallo (r1,72). Assumiamo che hmr—»rf o(r) = —oo.

Allora per ogni x e b, si pud rendere questa probabilita arbitrariamente piccola, pur di scegliere ¢ sufficientemente
piccolo.

In questo caso 'estremo 71 non puo essere raggiunto in un tempo finito prima di raggiungere b, anzi non puo essere
raggiunto affatto, in quanto per raggiungere r; deve comunque ritornare nell’intervallo (r1,3) (e quindi, di nuovo,
raggiunge b prima di raggiungere 71, e cosi via). Inoltre non pud accadere che il limite di ¢, per ¢ che tende ad infinito,
valga proprio 1 con probabilita positiva o > 0, perché allora, qualunque sia € > 0, la probabilita di raggiungere r; +¢
prima di b dovrebbe essere almeno «, mentre sappiamo che tale probabilita tende a zero per € che tende a zero.

In conclusione: se - Z 9
lim exp {—/ (v) dy} dz = —o0,

T—Ty T 0 02 (y)

allora il bordo r; non puo essere mai raggiunto, neanche al limite per ¢ che tende ad infinito. In tale caso si dice che
r1 € un bordo naturale.
Tale conclusione puo anche essere riscritta prendendo x1 = xo = T e dicendo che r; ¢ un bordo naturale se

[lool-[ St} -

6.3.6 Soluzioni deboli di equazioni differenziali stocastiche

Definizione 6.8 (soluzioni deboli di EDS). Si dice che 'equazione differenziale stocastica (6.21) ammette una
soluzione debole se esistono uno spazio (2, F, F, P), un moto browniano W e un processo &, che soddisfano il sistema
(6.21) con W al posto di W, ossia

{ d&, = b(&. t)dt + o(&, t)dW, (6.31)

(s =x, xeR™
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Per dare un esempio di equazione differenziale debole consideriamo il seguente esempio:

Esempio 6.6 (Equazione di Tanaka). Si consideri l’equazione differenziale stocastica
dXt = sign(Xt) th, XO =0

dove

. +1 sex >0
sign(x) = -1 sex <0

Questa equazione ammette sempre una soluzione debole: Sia X; un processo di Wiener, e si definisca
t
B ::/ sign(X,) dX
0

Allora, poiché chiaramente sign®(x) = 1

t t
X, = / sign®(X,) dX, = / sign(X,) dBs.
0 0

Tuttavia si puo dimostrare che tale equazione non ammette soluzioni forti.

La dimostrazione € basata sulla formula di Tanaka, che, per ogni processo di Wiener Wy, assicura che per ogni
funzione convessa h?8 esiste un processo continuo e crescente e adattato (alla filtrazione generata dal processo di
Wiener stesso) tale che

h(W) = h(W,) + /t B (W) dW,, + AP — Al (6.32)

S

Nel caso in cui consideriamo la funzione h(x) = |z|, tale processo si indica con Ly = L§W) ed ¢ detto tempo locale (in
0) di (Wi)i>0, e si ottiene che

t
|[W4| :/ sign(Wy) dW + L.
0

Inoltre si puo dimostrare che Ly = LEW) ¢ adattato anche rispetto alla filtrazione .ﬂ‘wl generata da |W| (strettamente

contenuta in F}V).

Sia ora Wy un processo di Wiener fissato e sia, per assurdo, X; una soluzione forte del’equazione di Tanaka.
Allora X; ¢ una martingala continua con X? — fot sign®(Wy) ds = X? — t una martingala. Quindi per il teorema di
caratterizzazione di Levy, ¢ un processo di Wiener. Applicando la formula di Tanaka per h(x) = |z| al processo di
Wiener X; si ottiene che il processo

t
/ sign(X,) dX, = | X| — LX)
0

e un processo adattato alla filtrazione ft‘Xl, che ¢ strettamente contenuta mella filtrazione FiX. Quest'ultima ¢

ovviamente contenuta nella filtrazione F}V, essendo una soluzione forte dell’equazione di Tanaka. L’assurdo esce
fuori nel momento in cui si osserva che

sign(X;) dX = sign(X;) sign(Xs) dW, = dW,

si arriverebbe quindi all’assurdo che il processo Wy ¢ adattato ad una filtrazione che ¢ strettamente contenuta nella
filtrazione generata da esso stesso.

28 Attenzione ¢ fondamentale che si tratti del caso a dimensione 1.
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6.3.7 Trasformazione di Girsanov e soluzioni deboli

Il teorema seguente & conosciuto sotto il nome di teorema di Girsanov ed e la generalizzazione del risultato dell’Esercizio
4.1.

Teorema 6.16 (Teorema di Girsanov). Sia (6;)o<i<T un processo progressivamente misurabile e limitato da una
costante K, ossia sup,e(o, 7 |0s(w)| < K . Allora il processo (Lt)o<i<T, definito come

t 1t
L; = exp {/ 0,dW, — 7/ OEdS} , (6.33)
0 2 Jo

¢ una martingala non negativa con EF[L;] = 1.
Inoltre, posta Q, la misura di probabilita assolutamente continua rispetto a P su Fr, con dQ = LpdP, il processo
(Bt)o<i<T, definito da By = W, — f(f 0.ds, & un moto browniano standard.

Osservazione 6.9. Il risultato rimane vero anche senza l'ipotesi di limitatezza per 6, ma é necessario che il processo
L; definito da (6.33) sia una martingala (in generale L; & una supermartingala non negativa, con EF[L;] < 1)
Una condizione sufficiente affinché (Li)o<i<T Sia una martingala é la sequente

LT,
E [exp< = 0;dt »| < o0,
2 Jo
nota come condizione di Novikov.
Dimostrazione. La dimostrazione del fatto che L; sia una P martingala si basa sul fatto che
t
dL; = 0y Ly AWy, Li=1 +/ 0s Ls dW (6.34)
0

che si dimostra usando la formula di Ito alla funzione f(x) = e* al processo X; := fot OsdW, — % fot 62ds.

Non rimane che dimostrare che L; € M?[0,T], cioé che E[ fOT L} dt] < oo. Infatti allora, grazie alla limitatezza di
0 anche il processo 0; Ly € M?[0,T], e quindi dalla forma integrale di (6.34), si ottiene che L; & una martingala®®.
Si osservi che, ance nel caso in cui 65 € un processo a valori nei complessi si ha ancora che L; ¢ una martingala
(ovviamente a valori nei complessi, pero).

Per quanto riguarda invece il fatto che By = W; — fg 0, ds sia un moto browniano rispetto alla misura Q si basa sul
fatto che e sufficiente mostrare che, per ogni u il processo M} := eluBe+3 Ut § yng martingala rispetto alla misura di
probabilita Q. Sappiamo che cio equivale ad affermare che il processo L; M}* ¢ una martingala rispetto a P. Di nuovo

29La dimostrazione della proprietd di integrabilita di L; pud essere fatta in diversi modi: procedendo come nella dimostrazione
dell’esistenza della soluzione di una equazione differenziale stocastica con coefficienti Lipschitziani (in fondo si pud pensare che L; sia
la soluzione di una equazione differenziale stocatica, ma con coefficienti aleatori e progressivamente misurabili); oppure introducendo il
tempo d’arresto 7p; = inf{tt.c. Ly > M}, di modo che allora

AT

AT M t
Lt/\‘rlu =1 +/ 0s Ls dWs =1 +/ 0s LS/\TA,I dWs =1 +/ H{SSTAI}GS Ls/\T]W dWs
0 0 0

Allora

t 2
L%/\TIW <242 (/0 H{SST}\,{}QS LS/\TJM dWS)

t t
B [LfATM] <2+42E {/0 Lis<ra 102 L2ns,, ds} <24 2E UO K*L%, . ds}

1 lemma di Gronwall implica allora che | [Lfm_M] < 2e2K% o passando al limite per M che tende ad infinito, con il lemma di Fatou, si

ottiene che E [LZ] < 2 62K2t7 che conclude la dimostrazione.
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la dimostrazione si basa sul fatto che

t 1t 1
LtMt“:eXp{/ GSdWs—f/ 9§ds—|—z’u3t+u2t}
0 2 0 2

t 1/t t 1
:exp{/ 9des—§/ ngs—l—ith—iu +/95d82u2t}
0 0 0

t t
= exp {/ (0s +iu)dWs — % / 05 + iu)2ds}
0 0

Si tratta allora di applicare a 0: = 0 + iu la generalizzazione del risultato ottenuto nella prima parte del teorema al
caso di processi a valori nei complessi.

O

L’interesse del precedente teorema sta in una delle sue applicazioni principali, il risultato di esistenza per le soluzioni
di equazioni differenziale stocastiche.

Sia b(x,t) limitato e misurabile e si supponga che o(z,t), oltre a soddisfare le condizioni di Lipschitz globale (6.23)
e di crescita (6.24), soddisfi anche la condizione che o(x,t) > a > 0. Allora esiste una soluzione forte X; del problema
dX; = o(Xy,t) dWy, Xo = z, inoltre il processo

¢ I b( Xy, 1)
L, = 0,dWs — = [ 0%ds b, 0, = —2 2~
! eXp{/o 2/0 : } "X

t b(Xs,s)
0 o(Xs,s)

¢ una martingala, in quanto #; & limitato. Di conseguenza il processo B, = W; — ds € un moto browniano

rispetto alla misura Q del teorema di Girsanov.
Quindi
t t
b(Xs,
X, ::ch/ (X, 5) W, :er/ o(Xs,5)d <BS + (S’)ds>
0 0
¢ g b(Xs, s)
=x+ / 0(Xs,s)dBs + / o(Xs, 8)——"+ds
0 0 o(Xs,s)

t t
:x—i—/ U(Xs,s)st—i—/ b(Xs,s)ds
0 0

che dimostra che rispetto alla misura Q il processo X; ¢ soluzione dell’equazione differenziale stocastica d§; =
b(&,t)dt + o(&,t) dWy, & = . Si tratta quindi di una soluzione debole, ma attenzione non si richiede alcuna
condizione di continuita per il coefficiente b(z,t).

Altra applicazione, simile, del teorema di Girsanov sta nel fatto che permette di cambiare il drift in una equazione
differenziale stocastica. Infatti, se sotto P il processo &; € soluzione dell’equazione

d& = a(t, &)dt + o(t, &)dWy, §o =,
allora sotto Q, vale la seguente relazione
d& = a(t,&)dt + o(t,&)(dBy — 0,dt) = (a(t, &) — 6;) dt + o(t,&) dBy, o ==.

Puo quindi essere possibile, cambiando misura di probabilita, rendere un processo soluzione di una equazione
differenziale stocastica una martingala locale, prendendo 6; = a(¢,&;) (ovviamente purché il processo L; sia una
martingala).



Capitolo 7

Rappresentazione di soluzioni di
equazioni alle derivate parziali

7.1 Rappresentazione di Feynman-Kac per il processo di Wiener

Siano f(z) e ¢(z) due funzioni limitate. Si consideri il problema

{ut(t,oj) = %UTT(LI) +e(x)u(z) t>0, (7.1)

u(0,z) = f().
Se u(t, x) ¢ una soluzione limitata e di classe C12 del problema (7.1), allora u(t, z) pud essere rappresentata come
u(t,z) = E, [f(Wt) efot c(Ws) ds} (<:> u(t, ) = Eo [f(l‘ + W) efot c(z+Ws) ds:|) (7.2)

Ne discende quindi che esiste una sola soluzione limitata del problema (7.1).
L’idea della dimostrazione sta nel trovare una martingala (M;)sep,q che in un certo senso interpola f(x) ( che

coincide con f(Wy) sotto P,) e f(W;) elo eWa)ds La martingala cercata ¢ definita come
M = u(t — s, W) eJo c(We)ds
Infatti, se, come dimostreremo fra poco, (M;)se[o,4 ¢ una martingala, allora
My = u(t, Wp) (= u(t, )P, — g.c.), M; = u(0, W) efo e(We)ds — F(W) elo €(We) ds

e quindi
u(t,z) = By [Mo] = By [My] = By | f(W3) el c<W~s>dS} .

Non rimane che dimostrare che (M) ejo4 © una martingala. Possiamo utilizzare la formula di Ito alla funzione
9(s,y) = u(t — s,y) e al processo di Wiener W;

1
dg(s, W) = gs(s, W) ds + g,(s, Ws) dW, + 3 Gyy (s, Ws)ds

ossia, tenuto conto che g,(s,y) = —u(t — 5,y), 9y(5,y) = walt — 5,1) € Gyy(5,y) = aalt — 5,9),

1
du(t — s, W) = —us(t — s, Ws)ds + u,(t — s, W) dWs + 3 Ugy (t — 8, W) ds

e quindi tenuto conto che, essendo u soluzione del problema (7.1), si ha —u(t—s,y) + % U (t—8,9) = —c(y) u(t—s,y)

du(t — s, Ws) = —c(Wi—s) u(t — s, Ws) ds + ug (t — s, Ws) dWs.

156
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W)ds

D’altro canto, posto Y; := eloe ovviamente dY; = ¢(W;) Y ds. Quindi, usando la formula del differenziale del

prodotto di ottiene

dM;,

d(u(t —s,Ws)Ys) = Ysdu(t — s, W) +u(t — s, Ws) dY,
=Y e(Wi—g)u(t — s, Ws)ds + Ysuy(t — s, Wy) dWs + u(t — s, Ws) ¢(Wy) Ys ds
= Yy ug(t — s, W) dW, = efo cWe)ds (¢ — s W,)dW,

Da questa ultima espressione si vede subito che M & una martingala locale. Per mostrare che 2é una martingala
abbiamo due possibilita: la prima pitt semplice aggiungere I'ipotesi che sup,.cj 7] |uz(7,y)| < Ce®" e dimostrare che

t . 2 t
E [/ ‘efo cWa)ds g (t — 5, W) ds] < e2llel=t R [/ C?e2aWs ds} < 0.
0 0

Tuttavia questa ipotesi non serve in quanto dalla definizione sappiamo che

sup | M| < [Jufloo el l=?,
s€0,t]

e questo fatto garantisce che la martingala locale M, & una martingalal.

7.1.1 Applicazione: Formula dell’arcoseno (di Lévy)

Sia 7 il tempo trascorso dal processo di Wiener nella semiretta (0, +00), ossia

t
TtZ/ 1(0’00)(W5)d5.
0

vale il seguente risultato

2
P(ry < at) = = arcsin x =
7

/m

Prendendo f(z) =1 e ¢(x) = —A1(g,00)(2) possiamo tradurre il problema di trovare la trasformata di Laplace di
T¢ in un problema di equazioni alla derivate parziali

E, [e*ATt] —F, [e [)tc(Ws)dS] '

Per i dettagli rimandiamo ad esempio al libro di Steele [14].

1Vale infatti il seguente risultato:

Proposizione. Sia M; una martingala locale con la proprieta che SUP;e(o,7] [M¢| < B, con B una costante deterministica. Allora My ¢
una martingala.

Dimostrazione. Senza ledere in generalitd possiamo assumere che My = 0. Per ipotesi sappiamo che esiste una successione di tempi
d’arresto 7, per i quali M¢ar, € una martingala, ossia

E [Mt/\ﬂ'.,,, ‘fs} = Ms/\‘rng

Per la continuita delle traiettorie limy— oo Minr, = M (se fosse una martingala cadlag si avrebbe lim,, .o M¢rr, = M,-). Ovviamente
lo stesso vale con s al posto di ¢. Inoltre, per ogni t < T, grazie all’ipotesi di limitatezza, si ha che |M¢a~, | < B. Quindi, per il teorema
della convergenza dominata sotto il segno di valore atteso condizionale,
M = lim Mns, = lim E[Mar, |Fs] =E [ lim thl|fs] = E[M:| 7S],
n—oo n—oo n— 00

ossia che M; € una martingala.
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7.1.2 Generalizzazioni

Questo risultato ammette diverse generalizazioni, sia a processi piu generali, sia sotto condizioni piu deboli. Tuttavia
¢ necessario dare alcune condizioni sulla classe delle soluzioni in cui vale un risultato di unicita?.

Va anche tenuto presente che spesso quando ci si riferisce alla formula di Feynman-Kac, si considera il problema
con condizione finale, invece che iniziale, ossia al problema

—ug(t,x) = %um(t, x)+c(z)u(x), tel0,T), (7.3)
wT,z) = f(x).
In tale caso la rappresentazione diviene
u(t,z) = E, [ F(Wrp_y) ela e ds] (7.4)
0 come si scrive usualmente, prendendo come istante iniziale ¢
u(t,z) =E {f(WT) et eWe) W, = x] (7.5)

Va inoltre osservato che non serve alcuna ipotesi di regolarita sul dato iniziale (o finale f) e neppure sulla funzione c.

Infine notiamo il fatto che ci sia una rappresentazione permette, a volte di fare il seguente procedimento:
e Definire

u(t,z) = Eg [f(Wt) elo c(ws)ds]

e Provare a verificare se tale funzione @ ¢ soluzione del problema cercato.

Altre generalizzazioni sono possibili considerando un processo X; al posto di W%, con X; soluzione dell’equazione

differenziale stocastica, dX; = b(X;)dt + o(X;)dW,, sostituendo l'operatore %68722 con loperatore L = b(x) % +

2o(z) 83—;2, ossia sostituendo Jug,(t, ) con b(z) ug(t,z) + 1 0(x) uga(t, ), nell’equazione (7.1).

7.1.3 Connessioni con il problema di Dirichlet

(DA SCRIVERE)

7.1.4 1l processo di Bessel

(NON RIGUARDATO!)
Sia dato un processo di Wiener W, = (Wt(l), e 7Wt(n))7 conn > 2 e con Wy = x, per un punto z # 0. Allora si

2Senza condizioni di crescita I'unicita pud non valere, come mostra il fatto che la seguente funzione

2n an

v00) = 3 G g

¢ una soluzione dell’equazione v¢(t, z) = vzz(t,z), per t > 0 con v(0,2) = 0, ma con v(t,x) # 0, scegliendo ¢(t) = e~ fracit? pert#0e
¢(0) = 0. Si ricordi che ¢ & un esempio di funzione C°°, non identicamente nulla, con tutte le derivate nulle in 0.
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ha che?
w 1 /1
W, —1:—}—/ dw ) + —/ —ds
W Z|W| 2 )y T

n—1 1
=B+ — / ds,
2 o

dove B; € un processo di Wiener: infatti & a traiettorie continue, &€ una martingala, in quanto somma di martingale, e
inoltre & una martingala anche il processo

n

. 2
i n (7,) 2 tzvi (W(Z))
W. =1 s
BL/ : ds:Bt/ —~ 7 {ds=B?-—
s E W] S N UAE t

e quindi B; € un processo di Wiener, grazie al teorema di caratterizzazione di Levy.
Abbiamo quindi che |Wy]| &, rispetto alla misura P, soluzione debole dell’equazione differenziale stocastica

-11
2§t

Si puo inoltre dimostrare che il processo di Bessel ¢ definito anche sostituendo n con § > 1 e che, nel caso § > 2

& =

§o = z.

un semigruppo (Markoviano e omogeneo) di operatori Tt((s) con probabilita di transizione

. 5/2
p® (t,z,y)dy = 1(0,00)(y) n (%) Igil(xy/t) exp{—(ac2 + yz)/Zt}, x>0,

dove I, ¢ la funzione di Bessel modificata? di indice v e

PO (8,0, y)dy = 1(0,00)(y) T(8/2) 2571473 "1 exp {—y?/2t}.

3Dalla formula di Ito, applicata al processo di Wiener W; e alla funzione

f@) = f(@1, - ,mn) = |(x1,- -+ zn)| = y/2d + - + a2
per la quale
1 2x; x;
far@) = 5 e =
11 212 1 22
friz; (@)= — — - —————F5 = — — 13
lz] 2 (@2 4. 422)2  fel e

si ottiene

n (> (1)y2
W 1 W)
d|wy| = + = - dt
Wi .Z\ \ Z(Wt [We [
n () . 2
RO th(Z)Jr; (n 1 |Wt|3> &
Z,: W 2 Wi (W

- i W o p =1 1

L 2 Wy

Questo differenziale ha senso fino al primo istante in cui [W;| = 0. Gia abbiamo visto che, il processo di Wiener ¢ transiente per n > 3 (ma
va detto che vale anche per n = 2, caso in cui ¢ ricorrente) tale tempo vale infinito con probabilita 1.

4Ricordiamo che funzione di Bessel modificata I,,(x) & la soluzione dell’equazione differenziale del secondo ordine

22w + 2w — (22+V2) =0.

L) = (g)”;m(i)”v

Se invece definissi
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Per il caso n = 1 le cose non sono cosi semplici: ci vuole una formula a parte: la formula di Tanaka.
Le cose sono piu semplici per il caso in cui si consideri invece il modulo al quadrato di un processo di Wiener
n-dimensionale®, con n > 1 e qualunque sia z:

t n
\mﬁ:uw+z/§:wpmww+m
0 =1

Tenendo conto del fatto che

/ZW(”dW(” /Z|W||V;j‘ dw®

. t w JR— . .
e che, come sappiamo B; = [, Y7 dW ) & un processo di Wiener, possiamo affermare che il processo
) 0 Doim1s Wal J

=W, Yo=y=|af

¢ soluzione dell’equazione differenziale stocastica

t
dYt:y+2/ VYsdBg +nt
0

Questo processo € un caso particolare di una classe piu generale di processi: i processi di Bessel al quadrato di
dimensione §, con § > 0 (square of a § dimensional Bessel process BESQ?), che sono definiti come le soluzioni
dell’equazione differenziale

t
da:y+2/ JEdBa+ 5t >0
0

dove 3; & un processo di Wiener.

Si puo dimostrare che tale equazione differenziale ammette soluzione forte unica Y; = Y;y"s.
Sia Qg la legge (sullo spazio delle funzioni continue) del processo soluzione della precedente equazione differenziale.
Allora vale la seguente proprieta

quale equazione differenziale soddisferebbe?

e}

d 1 v4+2i—1 1
==Yt G
d? i 1 . v+2i—2 1
@2 = L e e (g) g

i=0
quindi

e}

d? 1 v42i 1
;L’QEL,(Q:)*Zm(u—&—%)(y—l—?z—l)(2) 1

e}

Yo
 T(v+i+1)dl

d +2: 1
x—IV(x): I)V K3 ’
dx 2

(v + 2i) (5

Inoltre ricordiamo che, ovviamente per v < 0

I(z) =1_,(x).
5Dalla formula di Ito, applicata al processo di Wiener Wy e alla funzione

f(x):f(xlv 13""1):‘(3;17 1'7:”)‘2:'7’,%—"_—’—3;%

per la quale
fmi (:E) =2z, fTZTT(x) =2

si ottiene

dWe|? = Zzw‘” aw® 4 = Z2dt =2 Z w D aw ) + ndt

=1 i=1
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Proposizione 7.1 (Revuz e Yor [10]). Per ogni §, &' > 0 e per ogni y, y' > 0, si ha
546" _ s .
Qy-&-y/ - Qy * Qy’

A . . !
08sia, Q , € la convoluzione di Qg e QZ,.

y+y
Dimostrazione. L’idea della dimostrazione sta nel fatto che, se definiamo il processo
t
X, =Y, +V/ :y+y/+2/ (VYsdBs ++/Y/dB.,) + (6 + ')t
0

dove B; e Bj sono due processi di Wiener indipendenti, e Y; = Y,'fy’é eY/ = Y;yl"sl sono BESQ° e BESQ‘S/, allora X,
ha la legge Qg * Qg,. Inoltre si puo dimostrare che X; & anche soluzione dell’equazione

¢ dB, Y!dB!, t
Xomyf 42 [ Ty VI RPNV [y (VFoaBa 4 TTa) + (549

t VY, dBs + /Y! dB'
=y+y’+2/ Iix,>0p VX MAE S+ (6+0)t
0 \/Xs

i VY, dB, + \/Y!dB, ¢
=y+y’+2/ Iix, 0y VXs \/} 2/ Iix, =0y VXsdB + (0 +d)t
s 0

dove By & un processo di Wiener indipendente da B; e B;. Ovviamente le precedenti identita sono da intendersi quasi
certamente e sono valide perché fot Iix,—0y Xsds = 0, fot I{x,—0y Ysds =0 e fg I{x,—0} Y. ds = 0, in quanto dove
X, =0, allora ovviamente anche Y; =Y. = 0.

Inoltre basta verificare che il processo definito come

¢ VY,dBg + \/Y!dB’ ¢
= Tix. £ £ +2/ Iix — dB’g’
Vt /o {X:>0} Noo ) {Xs=0} ‘

& ancora un processo di Wiener, per cui

t
Xt=y+y’+/ VXdys+ (6+6")t
0

Proposizione 7.2. Sia p una misura (non negativa) su RY tale che [;, (14 s)p(ds) < co. Allora esistono due
numeri A=A, e B = B, che dipendono dalla misura p, tali che, per ogni y e 6 in [0,00), si ha

Blow{~ [ vroutas) f] = (40" 5.

In particolare, prendendo p(ds) = Ad,(ds), esistono due numeri A= Ay, e B = By, , che dipendono da X\ et e tali
che, per ogniy e 0 in [0,00), si ha

E [ef”f"i] = (Ax0) (Bay)”.

Si puo trovare facilmente la legge del processo, nel caso 6 = 1 in quanto sappiamo che Yty’(S = |y + W¢|?, per un
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processo di Wiener unidimensionale, allora la trasformata di Laplace®
E [e*AY#"I] =E [e*MWtIQ] = (1+2Xt)"% exp{-Ay/(1+2\1)}

dove W; e qui un processo di Wiener unidimensionale.
Poi, grazie alla proposizione precedente, si puo affermare che

B e ] = (14200 7F exp{-dy/(1 + 220}

da cui, invertendo la trasformata di Laplace, si ottengono le probabilita di transizione, per § > 0

1 v(8)/2
@Otz )y =105 (L) Lin(am/ expl{—@+y)/2t},  @>0,

dove v(8) = § — 1, e I, & la funzione di Bessel modificata, mentre
_ 5 5
¢ (t,0,y)dy = L0,00)(y) T1(8/2) (20) % y* " exp {~y/2t}.
Il generatore del processo BESQ® (almeno formalmente) ¢ dato da

Lf(z) =6 f(x)+ = f"(2)

1 : z—vn?
e_/\ZZ ,27\45

22-02bis—-2008

2 2
E g [8—szl ] = Eo [e—MWﬁ\/ﬂ\ ] :/ e dz
R V27t
1 2a2oyp? 1 _2x=2e4e?-2=0m4y
_ = . 57 dz = e 27 dz
R V2Tt R V27Tt
1 @Ext41) 2222 Fty 1 @A) (22 2yFEA D T 1ty A D 1
:/ e z:/ e 2t
R V27t R V27t
1 (2At41) (z272z\/§(2/\t+1)71+y(2/\t+1)72) y[1=(2 X t41)71]
:/ e~ 2t dze™ 2t
R V27Tt
1 _ylEAat+1)—1] 1 oy A
e 2tEAHD = (2At+1)"2 e Y TN

C@At+1)3

z
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