Corso di Laurea Triennale in Matematica
Corso di Calcolo delle Probabilita 1
A. A. 2004/2005
2% prova in itinere (08/06/2005)(docenti G. Nappo, F. Spizzichino)

La prova scritta consiste nello svolgimento degli Esercizi 1 e 2 e di uno, a scelta dallo studente,
fra gli esercizi 3 e 4. (tempo a disposizione: 3 ore)
Scrivere su ogni foglio NOME e COGNOME.

Le risposte devono essere giustificate sui fogli protocollo e riportate nel foglio RISPOSTE.

Esercizio 1. X ¢ una variabile aleatoria tale che, per un’opportuna costante o > 0, ammette

una densita della forma
X

—5 per —a<xz<0
fl@=4 2 peald<az<a
0 per |z| > «
a) Determinare il valore di a.

b) Calcolare il valore atteso e la varianza di X.

c) Calcolare P{|X| > $}.

Esercizio 2. Un ristorante (in cui ¢ obbligatoria la prenotazione) propone i tre ”men”
My, Mgy, M3 al costo di 14 Euro, 21 Euro e 24 Euro, rispettivamente.

Si suppone che ciascun cliente scelga fra M;, Mas e M3z con probabilita %, % ed %,
rispettivamente; si suppone inoltre che vi sia indipendenza stocastica fra le scelte dei diversi clienti.

Per la serata sono prenotati 200 clienti ed indichiamo con Sygg l'incasso in Euro che verra
realizzato complessivamente dal ristorante nella serata.

a) Determinare il valore atteso e la varianza di Sag

b) Calcolare I’approssimazione normale per le probabilita

bl)  P{3500 < Sa0 < 3700} b2) P{S00 > 3800}

Esercizio 3. Riprendendo le posizioni del precedente Esercizio 2, indichiamo con X; il numero
di clienti che scelgono il mentt M (per j =1,2,3).

Scrivere le formule per il calcolo delle seguenti probabilita

a) P (X1 =150, X = 40, X3 = 10)
b) P(X; = 150)
c) P (X2 = 40X, = 150).



Esercizio 4. Consideriamo un gioco d’azzardo eseguito con due monete non perfette:
una moneta da risultato testa con probabilita 0,4 e ’altra da risultato testa con probabilita 0, 6.
Viene scelta una moneta, e poi la moneta scelta (sempre la stessa) viene lanciata tre volte
consecutivamente .
Si vincono 10 Euro se si presentano almeno due risultati testa consecutivi;
si vincono 5 Euro se si presentano esattamente due risultati testa non consecutivi;
non si vince nulla negli altri casi.
al) Calcolare la probabilita di vincere 10 Euro nel caso in cui si scelga la moneta piu favorevole
bl) Calcolare il valore atteso della vincita, ancora nel caso in cui si scelga la moneta piu

favorevole.

a2) Calcolare la probabilita di vincere 10 Euro nel caso in cui la moneta viene scelta a caso
fra le due.

b2) Calcolare il valore atteso della vincita, ancora nel caso in cui la moneta viene scelta a
caso fra le due.

c¢) (facoltativo) Sempre nel caso in cui la moneta sia stata scelta a caso fra le due, si
calcoli la probabilita che esca testa al secondo lancio, sapendo che il risultato del primo lancio ¢

stato testa.



Corso di Laurea Triennale in Matematica

Calcolo delle Probabilita 1

Seconda prova in itinere, mercoledi 8 giugno 2005 - FOGLIO RISPOSTE
NOME E COGNOME ....cooiiiiiiii e

docente G. Nappo [ F. Spizzichino [

Esercizio 1.

Esercizio 3.
a) P(X1=150,X2 =40,X3 =10) =i
b) P(X1=150) = oo,

c) P(X3=40|X1 =150) = oo

Esercizio 4.

al) Probabilita di vincere 10 Euro =...........cccccoeeenn (scelta la moneta piu favorevole)
b1) Valore atteso della vincita = ........ccoceeviiienncene (scelta la moneta piu favorevole)
a2) Probabilita di vincere 10 Euro =...........ccccceeeienn (scelta a caso delle monete)

b2) Valore atteso della vincita = .........cccccoeeinin (scelta a caso delle monete)

c) (facoltativo) p. =.....ccccccoviviennniinns



Corso di Laurea Triennale in Matematica
Corso di Calcolo delle Probabilita 1
A. A. 2004/2005
Soluzioni della 2% prova in itinere (08/06/2005)(docenti G. Nappo, F. Spizzichino)

Esercizio 1. X é una variabile aleatoria tale che, per un’opportuna costante o > 0,

ammette una densita della forma

T

—  per —a<zxr<0
f(x) =

per 0 <z <«

X
«
0 per |z| > «

a) Determinare il valore di a.
Soluzione: a =1
Infatti o va determinato in modo che f sia una densita di probabilita, ossia in modo che
i) f(x) > 0 per ogni z (e questo ¢ automaticamente soddisfatto), e che

ii) fj;o f(z)dx = 1, ossia, nel nostro caso

e ey ey 1o 2% 1 2
/ f(x)dx:/ a\w|dm:2/0 crdr= 2% =-a"=a=1

—o0 —a
b) Calcolare il valore atteso e la varianza di X.

Soluzione: E(X)=0e Var(X) =3

Infatti £(X) = 0 in quanto la densita & simmetrica rispetto all’origine e X ammette sicuramente

valore atteso finito, in quanto | X| < 1. Alternativamente

E(X):/+ooxf(x)d:z:/+1x]a:|d9::/0(—332)d96+/01952d90:—[xg}:+[x;}l

—00 1 -1
——(0—¥>+(§—0> =-Lil-9
Di conseguenza Var(X) = E(X?) e quindi

+1 1

Var(X) = B(X2) = 22 f(z) dz :/ 2?|x|de =2 /01353 dr =2 [%]

0

c) Calcolare P{|X| > $}.
Soluzione: P{|X|> §} = P{|X| > %} — %
Infatti

N[ =
ISR NI
I
—_
|
—~
N |—
~—
[N}
I

1
P{;X>;}:1—p{\X|g;}:1—/21\x|dx:1—2/ xdm:l—M

D) 0



Esercizio 2. Un ristorante (in cui é obbligatoria la prenotazione) propone i tre
menu” Mi, My, M3 al costo di 14 Euro, 21 Euro e 24 Euro, rispettivamente.

Si suppone che ciascun cliente scelga fra M;, My e M3 con probabilita %, % ed %,
rispettivamente; si suppone inoltre che vi sia indipendenza stocastica fra le scelte dei
diversi clienti.

Per la serata sono prenotati 200 clienti ed indichiamo con Sy I’incasso in Euro che
verra realizzato complessivamente dal ristorante nella serata.

a) Determinare il valore atteso e la varianza di Sa
Soluzione: E(Sa00) = 3600 e Var(Sa) = 3400
Infatti per iniziare si noti che Sogg si puo pensare come la somma di duecento variabili aleatorie V;,
dove V; rappresenta il prezzo del menu scelto dal cliente i-simo. Dai dati del problema si ha che V;

puo assumere i valori 14, 21 e 24, con

P(Vi=14)=3,  P(V;=21)=3,  P(V;=24)=

=

per cui
E(S200) = E(V1 + -+ + Vago) = E(V1) + - -+ + E(Vaoo) = 200 E(V1)
=200 (145 +21 5 +24§) =200(7 + 7+4) =200 - 18 = 3600.
Inoltre, sempre dai dati del problema sappiamo che le variabili V; sono indipendenti e quindi

Var(Sap0) = Var(Vi +---+ Vzoo) Var(Vi) + -+« + Var(Vag) = 200 Var(Vy)

E(V, 1))2)

(
— 200 (B
200 ((142 ; +212 §+2420) —18%) =200 (14742174 24-4) - 18?)

=200(35-7+96—81- 4) =200 (5-49 + 96 — 324) = 200(245 + 96 — 324) = 200(341 — 324)

=200 - 17 = 3400

b) Calcolare I’approssimazione normale per le probabilita

bl) P{3500 < Sy < 3700} b2) P{Sgoo > 3800}.
Soluzione: P{3500 < Sago < 3700} =~ 0,9128 e P{Sa00 > 3800} = 0, 0003.
Infatti

P{35OO < SQOO < 3700} — P 3500—3600 < S200—3600 < 3700—3600

v3400  —  4/3400 — /3400
_ —10 5200 —3600 ﬂ
=P{-7 =" = v

o 1) o (o) 20 (38) -

~2®(1,71) —1=2-0.9564 — 1 = 0,9128



Invece

P{Ss00 > 3800} = P{ S200=3600 - 3800—3600

13400 v 3400
1 _ pfS200-3600 — 20
=1-P{ Vhio = V34
~Y & _ P— j—
~1- @ () == 1 - §(3,43) = 1 - 0.9997 = 0,0003

Esercizio 3. Riprendendo le posizioni del precedente Esercizio 2, indichiamo con
X; il numero di clienti che scelgono il menu1 M; (per j =1,2,3).

Scrivere le formule per il calcolo delle seguenti probabilita

a) P (X1 =150, X5 = 40, X3 = 10)
Soluzione: Si tratta di 200 prove indipendenti a tre esiti: quindi la distribuzione congiunta di
(X1, X9, X3) ¢ una distribuzione multinomiale e

200! 150
~ 150140! 10! (2) "

OR

P (X1 =150, X3 = 40, X3 = 10)

Wl

b) P (X = 200)
Soluzione: Si tratta di 200 prove indipendenti a due esiti menu da 14 Euro (con probabilita %) 0

no: quindi la variabile X; ha distribuzione binomiale di parametri n = 200 e p = %, cosl

P(Xl _ 150) _ <200> (%)200 ~ 200! (%)200

150 ~ 150! 50!
c) P (X3 = 40/X; = 150).
Soluzione: P(XQ =40|X; = 150) = ﬁollo! (%)40 (%)10.
Infatti

P(Xy =150, X, =40)  P(X; = 150, X5 = 40, X3 = 1
P(Xy = 40X, = 150) = LEL=150. %0 =40) _ P(X; = 150, X, = 40, X5 = 10)

P (X1 = 150) P (X1 = 150)
150 40 10 40 10
_ 150!2918510! (%) (%) (%) _ 50! (%) (%) _ 50! (2)40 (1)10
_200!  (1)200 40! 10! 1)50 40!10! 3 3
msotsor (2) (2)

Esercizio 4. Consideriamo un gioco d’azzardo eseguito con due monete non perfette:
una moneta da risultato testa con probabilita 0,4 e D’altra da risultato testa con
probabilita 0, 6.

Viene scelta una moneta, e poi la moneta scelta (sempre la stessa) viene lanciata
tre volte consecutivamente.

Si vincono 10 Euro se si presentano almeno due risultati testa consecutivi;

si vincono 5 Euro se si presentano esattamente due risultati testa non consecutivi;

non si vince nulla negli altri casi.



al) Calcolare la probabilita di vincere 10 Euro nel caso in cui si scelga la moneta
piu favorevole Soluzione: La probabilita cercata vale 0.504.
Infatti, posto X la variabile aleatoria che rappresenta la vincita, T; = {esce testa all’i-simo lancio},

per ¢ = 1,2, 3, ed infine posta P; la probabilita nel caso in cui venga scelta la moneta piu favorevole

P(X=10)=P(TiNTaNT3)+ P (T1NTeNT3) + P (Th N To N T3)
= Pi(Th) Pi(T2) P1(T3) + Py(T1) P (T) Pi(T3) + Pi(T1) Py (T2) Py (T3)
= (0.6)% - 0.4 + 0.4 - (0.6)* + (0.6)* = (0.6)*(0.4 + 0.4 + 0.6)
=0.36- 1.4 = 0.504

b1) Calcolare il valore atteso della vincita, ancora nel caso in cui si scelga la moneta
pit1 favorevole. Soluzione: Il valore atteso cercato vale 5.76.

Infatti in modo analogo si ha che'

Pl(X = 5) = Pl(Tl QTQ N Tg) = Pl(Tl)Pl(Tg)Pl(Tg)
=0.6-0.4-0.6 = (0.6)*-0.4=0.36-0.4 = 0.144

e quindi
Ei(X)=0P(X=0)4+5P (X =5)4+10P, (X =10) =5-0.144 + 10-0.504 = 0.720 + 5.04 = 5.76

a2) Calcolare la probabilita di vincere 10 Euro nel caso in cui la moneta viene scelta
a caso fra le due. Soluzione: La probabilita cercata vale 0.38.
Infatti posto
Ay = {viene sceltalamoneta pitu favorevole} e As = {viene sceltalamonetameno favorevole} si

ha

P(X = 10) = P(A;) P(X = 10|A1) + P(A3) P(X = 10|43),

Tn modo analogo si pud calcolare anche Pr (X = 0):

P(X=0)=P(TiNT2NT3)+Pi(T1NT2NT3)+ P (T1NT2NTs) + P (T1NT2NT3)
=P (Tl)Pl (Tz)l’_ﬁ (Ts) + P (Tl)Pl(TQ)Pl (TS) + P (Tl)Pl (TZ)PI(TS) + P (71)P1 (TQ)PI(TS)
=3-(0.4)>-0.6 + (0.4)> = (0.4)*(3- 0.6 + 0.4) = 0.16 - 2.2 = 0.352
Tuttavia va notato che questo calcolo non ¢ necessario per due motivi: prima di tutto perché il valore di Pi(X = 0)
non interviene nel calcolo per ottenere il valore atteso di X, e poi perché comunque il valore di P;(X = 0) si puo

ottenere

P(X=0)=1-P (X =5)— P (X =10)=1-0.144 — 0.504 = 1 — 0.648 = 0.352



con P(4;) = P(A2) = 1 e con

P(X =10|4;) = P(T1 N Ty NT3|A1) + P(T1 NTo N T3] A1) + P(Ty N Ty N T3|Aq)
= P(T1|A1)P(T2| A1) P(T3| A1) + P(T1| A1) P(T2| A1) P(T3] A1) + P(Ti| A1) P(To| A1) P(T5| Av)
= (0.6)%- 0.4 + 0.4 - (0.6)* + (0.6)* = (0.6)?(0.4 + 0.4 + 0.6) = -0.36 - 1.4
= 0.504

(del resto P(X = 10|A;) = P1(X = 10)), mentre

P(X =10|A42) = P(Ty N Ty NT3|A2) + P(T1 NTo N T3] As) + P(Th N'Ty N T3] As)
= P(Ti|A2) P(To|A2) P(T3| A2) + P(T1|A2) P(T»|A2) P(T3] A2) + P(T1|A2) P(T»|A2) P(T3] A2)
= (0.4)%- 0.6+ 0.6 - (0.4)* + (0.4)* = (0.4)*(0.6 + 0.6 + 0.4)0.16 - 1.6
= 0.256

e quindi

P(X =10) = P(A1) P(X = 10]A;) + P(A3) P(X = 10| Ay)
= 5-0.504 + 3 - 0.256 = 5 0.760 = 0.380

b2) Calcolare il valore atteso della vincita, ancora nel caso in cui la moneta viene
scelta a caso fra le due. Soluzione: Il valore atteso cercato vale 4.4.
Infatti si deve calcolare
E(X)=0P(X=0)+5P(X=5)4+10P(X=10)=5-0.12+10-0.38=0.6+3.8=4.4
in quanto
P(X =5)=P(A;) P(X =5|A;) + P(Ay) P(X = 5|A9)
= %P(Tl ﬂTQ N T3|A1) + %P(Tl ﬂTQ N T3|A2)
= %P(T1|A1)P(TQ|A1)P(T3‘A1) + %P(T]_|A2)P(TQ’A2)P(T3|A2)
= 5(0.6)-04+1(0.4)*-06=13-04-0.6(0.6+0.4) =3-0.24
=0.12

c) (facoltativo) Sempre nel caso in cui la moneta sia stata scelta a caso fra le due,
si calcoli la probabilita che esca testa al secondo lancio, sapendo che il risultato del
primo lancio é stato testa.

Soluzione: La probabilita cercata vale 0.52.

Infatti
p(noiry) = P20 1) _ PANP(T N To| Ay + P(Ay) P(T) N Tl Ao)
VT Py P(A1)P(T1|Ay) + P(A2)P(T1|As)
2-(0.6)2+1-(0.4)°
5:06+3-04

=0.36 +0.16 = 0.52



