
1 MEDIE E PROBABILITÀ CONDIZIONALI

Sia (Ω,F ,P) uno spazio di probabilità e sia X una variabile aleatoria. Si supponga di avere

una sotto σ-algebra G ⊆ F . Cerchiamo una variabile aleatoria X̃ che sia G-misurabile e che “in
qualche senso” abbia un comportamento simile a X. Vale la pena di ricordare che una σ-algebra
può essere interpretata come “informazione” disponibile, e quindi cercare una variabile X̃ che
sia G-misurabile con un comportamento simile ad X, significa cercare una variabile aleatoria
che, sulla base dell’informazione disponibile G, sia simile. Un’altro modo di definire questa
variabile X̃ consiste, più banalmente, nel richiedere che sia una variabile aleatoria G-misurabile
“vicina” ad X. Naturalmente è necessario definire il senso di vicinanza, cioè quale metrica
mettere sullo spazio delle variabili aleatorie.

Diamo ora due pre-definizioni, in cui però mancano le ipotesi da fare su X e delle precisazioni,
affinché risultino definizioni ben poste.

PRE-DEFINIZIONE 1. Si cerca una variabile aleatoria X̃, G-misurabile, per la quale
valga

E[X|A] = E[X̃|A], ∀A ∈ G, con P(A) > 0. (1)

dove

E[X|A] =
E[XIA]

P(A)
.

Si noti che (1) equivale a

E[XIA] = E[X̃IA], ∀A ∈ G, con P(A) > 0. (2)

e che quindi la richiesta che P(A) > 0 si può omettere.

PRE-DEFINIZIONE 2. Si cerca una variabile aleatoria X̃, G-misurabile, per la quale
valga

E[(X − Z)2] ≥ E[(X − X̃)2], ∀Z G −misurabile. (3)

Prima di tutto, dobbiamo trovare sotto quali condizioni le pre-definizioni siano ben poste,
cioè, in questo caso, che esista una variabile X̃ per cui valga la (1) (o equivalentemente la (2))
oppure valga la (3), ed in che senso ne viene individuata una sola. Notiamo che intanto ci sono
delle condizioni necessarie da rispettare: chiaramente , per la pre-definizione 1, è necessario che
X sia una variabile aleatoria integrabile, mentre, per la pre-definizione 2, è necessario richiedere
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che X sia di quadrato integrabile, cioè sia in L2(Ω,F ,P), ed inoltre anche la (3) va modificata,
nel senso che è necessario richiedere che anche Z sia di quadrato integrabile. Si noti che quindi
deve essere Z ∈ L2(Ω,G, P̂) dove P̂ = P|G, cioè la restrizione di P a G. Inoltre è chiaro che se

X̃ ′ è una variabile aleatoria che differisce da X̃ a meno di un insieme di misura nulla, anche
X̃ ′ gode della proprietà (2) o (3) rispettivamente e quindi non si individua una sola variabile
aleatoria, ma una classe di variabili aleatorie. Queste modifiche in realtà sono sufficienti a
garantire che le due pre-definizioni diventino due definizioni.

Definizione 1.1 (valore atteso condizionale 1). Sia X una variabile aleatoria integrabile,

cioè X ∈ L1(Ω,F ,P). Sia data una variabile aleatoria X̃, G-misurabile, per la quale valga

E[XIA] = E[X̃IA], ∀A ∈ G. (4)

In questo modo si individua univocamente una classe di funzioni che si indica con E[X | G]
e che si chiama anche media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice inoltre

che X̃ è una versione di E[X | G].

Definizione 1.2 (valore atteso condizionale 2). Sia X una variabile aleatoria di quadrato

integrabile, cioè X ∈ L2(Ω,F ,P). Sia data una variabile aleatoria X̃, G − misurabile, per la
quale valga

E[(X − Z)2] ≥ E[(X − X̃)2],∀Z G −misurabile, con E[Z2] < ∞. (5)

Anche in questo modo si individua univocamente una classe di funzioni che si indica con
E[X | G] e che si chiama anche media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice

inoltre che X̃ è una versione di E[X | G].

Rimandiamo la verifica che effettivamente le Definizioni 1.1 e 1.2 sono ben poste a dopo aver
trattato alcuni esempi, e anticipiamo che, se X è di quadrato integrabile, allora le Definizioni
1.1 e 1.2 sono equivalenti, e quindi non c’è ambiguità nello scegliere una definizione o l’altra e
che in seguito, riferendoci a E[X | G], intenderemo riferirci alla Definizione 1.1, che valendo per
variabili aleatorie in L1, è più generale. Non c’è quindi ambiguità nella seguente definizione che
viene data in analogia con P(A) = E[IA].

Definizione 1.3 (probabilità condizionale di un evento). Sia A ∈ F un evento e G una
sottoσ−algebra di F , allora

P(A | G) := E[IA | G]

è detta probabilità condizionale di A data G.

Va inoltre sottolineato un abuso di notazione per cui si identifica la classe di equivalenza
E[X | G] e la variabile aleatoria X̃ che ne è un rappresentante.

Esempio 1.1 (ESEMPIO 0). Caso in cui G = {Ω, ∅}.
In questo caso E[X | G] si riduce al valore medio usuale in quanto ovviamente E[XIΩ] =

E[E[X]IΩ] = E[X] · 1, mentre banalmente E[XI∅] = E[E[X]I∅] = E[X] · 0.
Esempio 1.2 (ESEMPIO 1). Caso in cui G = σ{An, n ≥ 1} ed {An}n≥1 è una partizione.
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Intanto in questo caso le variabili aleatorie G-misurabili sono le funzioni del tipo

Z(ω) =
∞∑

n=1

cnIAn(ω),

dove cn sono costanti reali, e gli insiemi G-misurabili sono le unioni di sottofamiglie numerabili
di elementi della partizione. Basta quindi calcolare i valori c̃n che caratterizzano X̃, imponendo
la condizione che

E[XIAm ] = E[X̃IAm ] = E[
∞∑

n=1

c̃nIAnIAm ] = E[c̃mIAm ] = c̃mP[Am]

Quindi

c̃m =
E[XIAm ]

P(Am)
se P(Am) > 0 e X̃ = E[X | G] =

∑
n≥1

∗ E[XIAn ]

P(An)
IAn ,

dove
∑∗

n≥1 è la somma estesa agli indici n per cui P(An) > 0.
Si noti l’abuso di notazione: in realtà

E[X | G] = {ξ v.a. G −misurabili, t.c. ξ =
∑
n≥1

∗ E[XIAn ]

P(An)
IAn +

∑
m≥1

∗∗
cmIAm , per cm ∈ R}

dove
∑∗∗

m≥1 è la somma estesa agli indici m per cui P(Am) = 0.

In particolare se X = IB, con B ∈ F , ricordando che P(B | G) = E[IB | G], otteniamo che

P(B | G) =
∑
n≥1

∗E[IBIAn ]

P(An)
IAn =

∑
n≥1

∗P(B ∩ An)

P(An)
IAn =

∑
n≥1

∗
P(B | An)IAn .

Ritroviamo quindi forse più chiaramente l’idea che se si verifica An cambiamo la probabilità
prendendo P(B | An) al posto di P(B) se non sappiamo nulla (corrisponde al caso in cui la
σ-algebra a nostra disposizione è quella banale).
Vale la pena di considerare il caso in cui B sia un evento della σ-algebra G a nostra disposizione:
B ∈ G, o equivalentemente B = ∪n∈IAn, per un insieme di indici I. A parole si tratta del caso
in cui B è un evento completamente osservabile, ovverosia il caso in cui B sia un evento che
possiamo conoscere perfettamente. In tale caso una versione di P(B | G) è proprio IB. Infatti
P(B | An) = 1 per n ∈ I e P(An) > 0, mentre P(B | An) = 0 per n /∈ I e P(An) > 0.

Esempio 1.3 (ESEMPIO 2). Caso in cui G = σ{Y }, con Y una variabile aleatoria a valori
in Rd, e (X,Y ) ammette densità di probabilità congiunta fX,Y (x, y). Allora, posto

fX|Y (x|y) = I{z:fY (z)>0}(y)
fX,Y (x, y)

fY (y)
+ I{z:fY (z)=0}(y)f0(x)

dove f0(x) è una densità di probabilità prefissata, si ha

X̃(ω) = E[X | Y ](ω) =

∫

R
x fX|Y (x|y)

∣∣
y=Y (ω)

dx
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ossia

X̃(ω) =

∫

R
x

(
I{z:fY (z)>0}(y)

fX,Y (x, y)

fY (y)

)∣∣∣∣
y=Y (ω)

dx +

∫

R
x I{z:fY (z)>0}(y)

∣∣
y=Y (ω)

dx,

dove E[X | Y ] è una abbreviazione per E[X | σ(Y )].

Per la verifica è intanto importante notare che σ{Y } = {A = Y −1(B), per B ∈ B(R)},
quindi IA(ω) = IB(Y (ω)) e

E[XIA] = E[XIB(Y )] =

∫

R×Rd

xIB(y)fX,Y (x, y) dx dy.

Cominciamo con il caso in cui fX,Y (x, y) > 0 per ogni (x, y) ∈ R×Rd, cos̀ı anche fY (y) > 0
per ogni (y) ∈ Rd, e quindi

E[X̃(ω)IA] = E[X̃(ω)IB(Y )]

=

∫

Rd

(∫

R
x
fX,Y (x, y)

fY (y)
dx

)
IB(y)fY (y) dy

ovvero, per il Teorema di Fubini,

E[X̃(ω)IA] =

∫

R

∫

Rd

xIB(y)
fX,Y (x, y)

fY (y)
fY (y) dx dy

=

∫

R

∫

Rd

xIB(y)fX,Y (x, y) dx dy.

D’altra parte, nel caso generale

E[X̃(ω)IA] =

= E[X̃(ω)IB(Y )]

=

∫

Rd

(∫

R
xI{z:fY (z)>0}(y)

fX,Y (x, y)

fY (y)
dx

)
IB(y)fY (y) dy

+

∫

Rd

(∫

R
xI{z:fY (z)=0}(y)f0(x) dx

)
IB(y)fY (y) dy

ovvero, per il Teorema di Fubini,

=

∫

R

∫

Rd

xIB(y)I{z:fY (z)>0}(y)
fX,Y (x, y)

fY (y)
fY (y) dx dy

+

∫

R

∫

Rd

xIB(y)I{z:fY (z)=0}(y)f0(x)fY (y) dx dy

=

∫

R

∫

Rd

xIB(y)I{z:fY (z)>0}(y)
fX,Y (x, y)

fY (y)
fY (y) dx dy

=

∫

R

∫

Rd

xIB(y)I{z:fY (z)>0}(y)fX,Y (x, y) dx dy

Si tratta quindi solo di controllare che, qualunque sia B ∈ B(Rd)
∫

R

∫

Rd

xIB(y)I{z:fY (z)>0}(y)fX,Y (x, y) dx dy =

∫

R

∫

Rd

xIB(y)fX,Y (x, y) dx dy.
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La verifica è immediata in quanto
∫

R

∫

Rd

xIB(y)I{z:fY (z)=0}(y)fX,Y (x, y) dx dy = 0,

infatti, se I{z:fY (z)=0}(y) = 1, ovvero se fY (y) = 0
(
=

∫
R fX,Y (x, y) dx

)
, allora l’insieme

{x : fX,Y (x, y) > 0} ha misura di Lebesgue nulla, e quindi, per tali y
∫

Rd

xIB(y)fX,Y (x, y) dx = 0.

Esempio 1.4 (ESEMPIO 3). Caso in cui G = σ{Y } e (X, Y ) è una variabile
(congiuntamente) gaussiana bidimensionale, di media nulla. Come caso particolare dell’esempio
precedente si ottiene

E[X | Y ] =
σX,Y

σ2
Y

Y.

A sua volta questo risultato si ottiene dal caso più in generale: (X1, · · · , Xn) è un vettore
aleatorio gaussiano di media nulla e densità congiunta

f(x1, · · · , xn) = c exp{−
1,n∑
i,j

αi,jxixj}

e

E[Xn | X1, · · · , Xn−1] = −
n−1∑
i=1

αi,n

αn,n

Xi.

(Pur essendo possibile utilizzare la tecnica dell’esempio precedente si consiglia lo svolgimento
dei calcoli dopo l’introduzione delle distribuzioni condizionali) Svolgimento: Si tratta del caso
d = n − 1 con X = Xn e Y = (X1, · · · , Xn−1) e con fX,Y (x, y) > 0. Per calcolare
E[Xn | X1, · · · , Xn−1] dobbiamo innanzitutto

fX,Y (x, y)

fY (y)
=

fXn,X(x, y)

fY (y)

??????

Esempio 1.5 (ESEMPIO 4). L’esempio 2 si generalizza facilmente al caso in cui X è una
variabile aleatoria a valori in Rk, e si vuole calcolare il valore atteso condizionale E[h(X) | Y ],
dove h(·) è una funzione misurabile, a valori reali, ripetendo tutti i passaggi con i dovuti
cambiamenti:

h̃(X)(ω) = E[h(X) | Y ](ω) =

∫

Rk

h(x) fX|Y (x|y)
∣∣
y=Y (ω)

dx

Enunciamo ora (senza dimostrarle, per il momento), le proprietà fondamentali della media
condizionale.

PROPRIETÀ DELLA MEDIA CONDIZIONALE (secondo la Definizione 1.1)
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Siano X e Y variabili aleatorie integrabili in (Ω,F ,P) e siano G e H sotto σ-algebre di F ,
allora valgono le seguenti proprietà:

1. Linearità

E[aX + bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G]

2. Monotonia

P(X ≤ Y ) = 1 implica P(E[X | G] ≤ E[Y | G] ) = 1

3. Formula dei condizionamenti successivi (caso particolare G = {Ω, ∅})

se G ⊆ H, allora E[X | G] = E[E[X | H | G]

quindi, in particolare,

se G = {Ω, ∅}, allora E[X] = E[E[X | H]]

4. Fattorizzazione

Se Z è G-misurabile e ZX è integrabile allora

E[ZX | G] = ZE[X | G]

5. Condizionamento rispetto a σ-algebre indipendenti

Se X e G sono indipendenti allora

E[X | G] = E[X]

6. Condizionamento ridondante, cioè rispetto ad allargamenti indipendenti di σ-algebre

Se X e G sono indipendenti da H, allora

E[X | G ∨ H] = E[X | G]

7. Disuguaglianza di Jensen per funzioni convesse (caso particolare φ(x) = x2)

Se φ è una funzione convessa, e φ(X) è integrabile, allora

φ(E[X | G]) ≤ E[φ(X) | G]

OSSERVAZIONE In particolare per φ(x) = x2 ed X in L2(Ω,F ,P), si ottiene che
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(E[X | G])2 ≤ E[X2 | G],

e quindi, passando al valore atteso, che

E[(E[X | G])2] ≤ E[E[X2 | G]] = E[X2].

8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata

Se {Xn}n≥1 è una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili, convergente
con probabilità 1 ad X, monotonamente, cioè 0 ≤ Xn ≤ Xn+1, allora

E[Xn | G] ↑ E[X | G], con probabilità 1,

Se invece la successione converge ad X dominatamente, cioè | Xn |≤ Y , allora

E[Xn | G] → E[X | G], in L1.

La Definizione 1.1 è ben posta, in quanto esiste almeno una variabile aleatoria che verifica
la (4).

Si definisca infatti la misura ν(·) su G come ν(A) := E[XIA], per A ∈ G. La misura ν(·)
risulta assolutamente continua rispetto a P̂ = P|G, in quanto se P̂(A)=P(A)=0, allora ν(A) = 0.

Esiste quindi la derivata di Radon-Nikodym di ν rispetto a P̂, cioè una funzione f(ω) = dν

dbP(ω),
G −misurabile, per la quale valga, qualunque sia A ∈ G

ν(A) =

∫

A

f(ω)dP̂(ω) =

∫

A

f(ω)dP(ω)

ovvero

E[XIA] = E[fIA].

La derivata di Radon-Nikodym è definita a meno di insiemi di P̂-misura nulla. Infatti se
g(ω) è un’altra funzione G-misurabile per la quale valga E[XIA] = E[gIA] per ogni A ∈ G,
allora E[fIA] = E[gIA] per ogni A ∈ G, ed in particolare per A = {ω : f(ω) ≥ g(ω)} e per

A = {ω : f(ω) < g(ω)}, per cui E[| f − g |] = 0. Basta quindi prendere come X̃ la derivata di

Radon-Nikodym f o qualunque altra variabile aleatoria che differisca da X̃ al più in un insieme
(G-misurabile) di probabilità nulla.

Anche la Definizione 1.2 è ben posta, per convincersene basta considerare che lo spazio
L2(Ω,F ,P), pensato come classi di equivalenza, è uno spazio di Hilbert con la norma ‖ X ‖2=

E[| X |2] ed L2(Ω,G, P̂) è un suo sottospazio chiuso. Quindi la classe di equivalenza E[X | G]

della Definizione 1.2 è la proiezione di X su L2(Ω,G, P̂).

Si noti la (4) potrebbe essere modificata come

E[XW ] = E[X̃W ], ∀ v.a. W G −misurabile e per cui XW è integrabile. (6)
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Dimostrazione: [ATTENZIONE: la dimostrazione si basa sulle proprietà di linearità e di
monotonia dei valori attesi condizionali, che dimostreremo più in là, basandoci solo sulla
definizione 1 e quindi sulla (1)] Ovviamente (1’) implica (1). Per mostrare il viceversa, basta
considerare il caso in cui W ≥ 0. In tale caso esiste una successione Wn ↑W, con Wn

funzioni elementari, cioè combinazioni lineari di funzioni indicatrici. D’altra parte è facile
vedere (confronta le proprietà di linearità e di monotonia, successivamente) che, posto

X = X+ −X−, con X+ = X ∨ 0, e con X− = (−X) ∨ 0,

si ha X̃ = X̃+ − X̃−, per la proprietà di linearitaà, con X̃+ e X̃− ≥ 0,per la proprietà di
monotonia. Inoltre si ha che

E[XWn] = E[X+Wn]− E[X−Wn] = E[X̃+Wn]− E[X̃−Wn].

Per la proprietà di convergenza monotona dei valori attesi, (se Z ≥ 0 allora 0 ≤ ZWn ≤
ZWn+1 ↑ ZW ), si ha

E[X+Wn] ↑ E[X+W ], E[X−Wn] ↑ E[X−W ],

E[X̃+Wn] ↑ E[X̃+W ], E[X̃−Wn] ↑ E[X̃−W ],

quindi E[XW ] = E[X̃W ], in quanto

E[XW ] ← E[XWn] = E[X̃Wn] → E[X̃+W ]− E[X̃−W ] = E[X̃W ]

1.1 Equivalenza tra Definizione 1.1 e Definizione 1.2 per variabili
aleatorie di quadrato sommabile

Mostreremo ora che, se X è di quadrato sommabile, allora ogni variabile aleatoria X̃2 che
soddisfa la Definizione 1.2, soddisfa anche la Definizione 1.1. Per l’implicazione inversa, sempre
nel caso in cui X sia di quadrato integrabile, abbiamo bisogno di alcune delle proprietà della
media condizionale secondo la Definizione 1.1, enunciate precedentemente e che dimostreremo
in seguito.

1) Se X̃2 è la (o meglio un rappresentante della) media condizionale di X secondo la
Definizione 1.2, allora lo è anche secondo la Definizione 1.1.

Se infatti X̃2 soddisfa la condizione (2’) allora, qualunque sia Z ∈ L2(Ω,G, P̂) la funzione

φ2(t) := E[(X − {(1− t)X̃2 + tZ})2] = E[(X − X̃2)
2 − 2t(X − X̃2)(Z − X̃2) + t2(Z − X̃2)

2]

ammette un minimo in t = 0, e quindi

φ′2(t)|t=0 =
d

dt
E[(X − {(1− t)X̃2 + tZ})2]

∣∣∣∣
t=0

= −2E[(X − X̃2)(Z − X̃2)] = 0

Quindi posto W = Z − X̃2 deve valere, qualunque sia W ∈ L2(Ω,G, P̂)

E[XW ] = E[X̃2W ].
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Considerando che tutte le funzioni indicatrici del tipo IA, con A ∈ G, sono in L2(Ω,G, P̂),
otteniamo che se vale la (2’) allora vale la (1).

2) Se X̃ è la media condizionale di X secondo la Definizione 1.1 (o meglio ne è un
rappresentante), allora lo è anche secondo la Definizione 1.2.

Infatti, allora X̃ è di quadrato sommabile (confrontare l’osservazione alla disuguaglianza di
Jensen, proprietà 7.) e quindi la seguente funzione è finita per ogni Z di quadrato sommabile

φ(t) := E[(X − {(1− t)X̃ + tZ})2] = E[(X − X̃)2 − 2t(X − X̃)(Z − X̃) + t2(Z − X̃)2]

Poiché si tratta di una parabola essa ammette un minimo nel punto t, in cui la derivata si
annulla:

φ′(t) = −2E[(X − X̃)(Z − X̃)] + 2tE[(Z − X̃)2] = 0

Posto W = Z − X̃ e tenendo conto della (1’), si ottiene φ′(t) = 2tE[(Z − X̃)2] = 0, da

cui, per l’arbitrarietà di Z, segue che t = 0. Quindi X̃ gode della proprietà che per ogni Z di
quadrato sommabile φ(1) ≥ φ(0), ovvero la (2’).

2 DIMOSTRAZIONI DELLE PROPRIETÀ DELLA

MEDIA CONDIZIONALE

Per alcune dimostrazioni delle proprietà della media condizionale è utile il seguente lemma di
teoria della misura:

Lemma 2.1 (Lemma di Dynkin, Billingsley ???). Sia A una famiglia di eventi che genera
la σ-algebra G e che è chiusa rispetto alla intersezione finita. Se due misure finite ν e µ
coincidono su A, allora le due misure coincidono su G.

Faremo ora le dimostrazioni delle proprietà enunciate nella sezione precedente utilizzando
solo la Definizione 1.1.

Si noti che ciò permette di concludere che la dimostrazione dell’equivalenza delle Definizioni
1.1 e 1.2 è autocontenuta: in realtà andrebbero prima dimostrate le proprietà 1,2,...,7;
successivamente la (1′) e infine l’equivalenza delle Definizioni 1.1 e 1.2.

???In seguito accenneremo ad un’altro tipo di dimostrazione per alcune proprietà che fa uso
del fatto che si tratta di v.a. a valori in spazi metrici completi e separabili.

1. Linearità: E[aX + bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G]

La dimostrazione è ovvia infatti se E[XIA] = E[X̃IA] e E[Y IA] = E[Ỹ IA] per ogni A ∈ G
allora

E[(aX + bY )IA] = aE[XIA] + bE[Y IA] = aE[X̃IA] + bE[Ỹ IA] = E[(aX̃ + bỸ )IA]
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2. Monotonia: P(X ≤ Y ) = 1 implica P(E[X | G] ≤ E[Y | G] ) = 1

Se P(X ≤ Y ) = 1, allora E[(Y − X)IA] = E[(Ỹ − X̃)IA] ≥ 0 per ogni A ∈ G
e quindi in particolare per A = {X̃ < Ỹ }, si ottiene che P(X̃ ≤ Ỹ ) = 1, ovvero
P(E[X | G] ≤ E[Y | G]) = 1.

3. Formula dei condizionamenti successivi: se G ⊆ H, allora E[X | G] = E[E[X | H | G]

Sia G ⊆ H e siano X̃ e X̂ tali che E[XIA] = E[X̃IA] per ogni A ∈ G ⊆ H e

E[XIB] = E[X̂IB] per ogni B ∈ H, ed in particolare per ogni A ∈ G. Allora

E[X̂IA] = E[X̃IA](= E[XIA])perogniA ∈ G
e quindi X̃ = E[X̂ | G]. La seconda parte deriva dal fatto che per la σ-algebra banale la
media e la media condizionale coincidono.

4. Fattorizzazione: e Z è G-misurabile e ZX è integrabile allora E[ZX | G] = ZE[X | G].

Infatti allora E[XZIA] = E[X̃ZIA], per ogni A ∈ G e la funzione ZX̃ è ovviamente
G-misurabile.

5. Condizionamento rispetto a σ-algebre indipendenti: se X e G sono indipendenti
allora E[X | G] = E[X].

Infatti allora, per ogni A ∈ G

E[XZIA] = E[X]E[ZIA] = E[X]E[ZE[X]IA]

e la funzione ZE[X] è ovviamente G-misurabile.

6. Condizionamento ridondante: se X e G sono indipendenti da H allora E[X | G ∨ H] =
E[X | G].

La dimostrazione si basa sul fatto che gli eventi del tipo A ∩ B, con A ∈ G e B ∈ H,
formano un sistema chiuso rispetto all’intersezione e generano G ∨ H, per il lemma
precedente basterà quindi verificare che

E[XIA∩B] = E[XIAIB] = E[XIA]E[IB] = E[X̃IA]E[IB] = E[X̃IAIB] = E[X̃IA∩B]

(alternativamente, senza bisogno del lemma: le unioni finite di eventi di questo tipo

formano un’algebra che genera G ∨ H, le due misure E[XIA∩B] e E[X̃IA∩B] coincidono
sull’algebra e sono σ-additive, quindi coincidono su tutta la σ-algebra G ∨ H).
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7. Disuguaglianza di Jensen: se φ è una funzione convessa, e φ(X) è integrabile, allora
φ(E[X | G]) ≤ E[φ(X) | G].

Per risultati classici di analisi φ è l’inviluppo delle sue tangenti ( o sotto tangenti) ovvero
esistono una successione di rette φn(x) = αnx + βn per cui φ(x) = supn{φn(x)}, per ogni
x in R. Per le proprietà di linearità e di monotonia si ha allora che

φn(E[X | G]) = αnE[X | G] + βn = E[φn(X) | G] ≤ E[φ(X) | G];

passando all’estremo superiore su n si ottiene

sup
n
{φn(E[X | G])} = φ(E[X | G]) ≤ E[φ(X) | G].

8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata
8i) Se {Xn}n≥1 è una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili,
convergente con probabilità 1 ad X, monotonamente, cioè 0 ≤ Xn ≤ Xn+1, allora
E[Xn | G] ↗ E[X | G], con probabilità 1.

Dalla proprietà di monotonia si ottiene che se {Xn}n≥1 è una successione monotona allora

anche la successione delle medie condizionate X̃n = E[Xn | G] è una successione monotona,

ed è quindi convergente ad una variabile aleatoria Z̃, G-misurabile. (È importante notare
che per ogni n esiste un insieme An ∈ G di probabilità nulla nel cui complementare vale
X̃n ≤ X̃n+1, che queste diseguaglianze valgono contemporaneamente nel complementare
di A =

⋃
n≥1 An, ed infine che A ha ancora misura nulla).

Per mostrare che la successione converge ad un rappresentante di E[X | G], basta notare

che E[X̃nIA] = E[XnIA] ↑ E[XIA], per la convergenza monotona di {Xn} a X (e quindi

di {XnIA} a XIA), e che E[X̃nIA] ↑ E[Z̃IA], per la convergenza monotona di {X̃n} a Z̃

(e quindi di {X̃nIA} a Z̃IA). Di conseguenza E[XIA] = E[Z̃IA], ∀A ∈ G.

8ii) Se {Xn}n≥1 è una successione di variabili aleatorie integrabili, convergente con
probabilità 1 ad X, dominatamente, cioè | Xn |≤ Y , per una variabile aleatoria Y
integrabile, allora E[Xn | G] → E[X | G], in L1.

La dimostrazione relativa alla convergenza dominata si basa sulla seguente osservazione:
se Xn → X q.c. e | Xn |≤ Y allora Xn → X in L1 (infatti allora | Xn−X |≤| Y | + | X | e
quindi | Xn−X |→ 0 dominatamente e perciò E[| Xn−X |] → 0). Di conseguenza per le
proprietà di linearità e per la disuguaglianza di Jensen applicata alla funzione φ(x) =| x |
e alla variabile aleatoria Xn −X,

| E[Xn | G]− E[X | G] |=| E[Xn −X | G] |≤ E[|Xn −X| | G].

Passando ai valori medi

E[| E[Xn | G]−E[X | G] |] = E[| E[Xn−X | G] |] ≤ E[E[| Xn−X || G]] = E[| Xn−X |] → 0.

OSSERVAZIONE. Dalla dimostrazione è chiaro che basta la convergenza Xn → X in
L1, per ottenere la convergenza delle rispettive medie condizionali in L1. In realtà, nel caso
di convergenza dominata, c’è anche la convergenza puntuale delle medie condizionali. La
dimostrazione di questo fatto è rimandata a dopo aver mostrato l’esistenza di distribuzioni
condizionali regolari.
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3 PROBABILITÀ CONDIZIONALI REGOLARI

Il problema è il seguente:

È possibile trovare una versione di P(A | G) in modo che l’applicazione

P(· | G)(ω) : F → [0, 1]; A → P(A | G)(ω)

sia una probabilità per ogni ω?

Ad un primo sguardo superficiale sembrerebbe di s̀ı:
Ovviamente P(Ω | G)(ω)=1. Dalla proprietà di monotonia si ha che P(C | G) ∈ [0, 1], per
ogni evento C ∈ F . Dalla proprietà di convergenza monotona, applicata alla successione
Xn =

∑n
k=1 IAk

, dove {An} è una successione di eventi di F , oppure di una σ-algebra A ⊆ F ,
si ottiene che, comunque scelta una successione di eventi di A, disgiunti a due a due, vale

P(
⋃
n≥1

An | G) =
∑
n≥1

P(An | G)

nel senso che al più differiscono per un insieme di misura nulla N .
Sembrerebbe quindi tutto funzionare. Il problema sta nel fatto che l’insieme N può dipendere

però, in generale, dalla particolare successione {An, n ≥ 1} scelta e l’unione su tutte le
successioni possibili è un’unione non numerabile, quindi non è detto che sia un evento e, anche
se lo fosse, non è detto che sia di probabilità nulla. È proprio questo che in generale impedisce
di affermare che A 7→ P(A | G)(ω) è una probabilità.

Lo stesso tipo di problema si pone nel caso in cui invece si cerchi una versione di P(A | G)(ω)
per A ∈ A ⊆ F , mentre non c’è nessun problema del tipo precedente se A è un’algebra finita
(e quindi una σ−algebra).
Comunque, nel caso in cui sia possibile trovare un nucleo di misure di probabilità, cioè una
famiglia

Q(·, ·) : A× Ω → [0, 1]; (A,ω) 7→ Q(A,ω)

1) per ogni ω ∈ Ω, Q(·,ω) è una misura di probabilità su (Ω,A)

2) per ogni C ∈ A, Q(C, ·) è G-misurabile ed è una versione di P(C | G)(ω),

allora si dice che Q(·,ω) è una versione regolare di P(· | G)(ω), cioè delle probabilità
condizionali.

L’interesse di tali versioni deriva dal fatto che allora, per ogni v.a. Z, A-misurabile e
integrabile, vale

E(Z | G)(ω) =

∫

Ω

Z(ω′)Q(dω′, ω).

(3)
Per convincersene basta capire che ciò è vero per Z = IC , e quindi per ogni funzione

elementare, cioè combinazione lineare di funzioni indicatrici. Quindi (3) vale per ogni v.a.
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non negativa integrabile, in quanto limite monotono di funzioni elementari, e quindi per ogni
v.a. integrabile in quanto differenza di due v.a. non negative ed integrabili.

L’interesse per l’esistenza di una versione regolare delle probabilità condizionali sta anche nel
fatto che tutte le dimostrazioni delle proprietà delle medie condizionali sarebbero immediate
(in particolare la disuguaglianza di Jensen e la convergenza monotona e dominata, anche nella
versione dell’osservazione relativa, con la convergenza puntuale).

Non sempre, purtroppo, si hanno versioni regolari delle probabilità condizionali. In generale
dipende dalla σ-algebra A, qui dimostreremo che ciò è vero se A = σ(X), dove X è una variabile
aleatoria a valori in R, cioè se C = {X ∈ H}, H ∈ B(R). In realtà si potrebbe vedere che ciò è
vero anche se X è una variabile aleatoria ddimensionale, oppure se X è una variabile aleatoria
a valori in uno spazio metrico S, completo e separabile (ovvero uno spazio polacco). In questi
casi si ottiene anche una probabilità sullo spazio S degli stati di X e si parla di distribuzione
condizionale invece che di probabilità condizionale, che invece è una misura di probabilità su
Ω.

L’idea è molto semplice: si considera F (t | G)(ω) := P(X ≤ t | G)(ω) per t razionale. Per la
proprietà della monotonia, possiamo prendere una versione per cui, per ogni t1 ≤ t2 razionali,
F (t1 | G)(ω) ≤ F (t2 | G)(ω), in un evento Ω0 di probabilità 1: in questo caso l’evento in cui
ciò non si verifica è un’unione numerabile di eventi di probabilità nulla. Per ω ∈ Ωc

0 si definisce
F (t | G)(ω) = F0(t), con F0 una fissata funzione di distribuzione, ad esempio (sempre sui
razionali). Su tale evento Ω0 esiste, per monotonia, il limite di F (t | G)(ω) sia per t → +∞
che per t → −∞, sempre per t razionale. Tali limiti sono rispettivamente uguali ai limiti di
F (n | G)(ω) e di F (−n | G)(ω), e, di nuovo a parte un insieme di probabilità nulla, coincidono
rispettivamente con 1 = P(X < +∞ | G) e 0 = P(X < −∞ | G).(Di nuovo su tale insieme si
definisca F (t | G)(ω) = F0(t) )

Per ogni valore s reale, ma non razionale, si definisce una successione tn ↓s. Per la proprietà
della convergenza monotona (applicato a 1 − I{X≤tn}) si ottiene che il limite di F (tn | G)(ω)
esiste ed è una versione di P(X ≤ s | G)(ω). In questo modo si è ottenuta, per ogni ω
una funzione F (s | G)(ω), definita su tutti i reali, e che soddisfa tutte le proprietà di una
funzione di ripartizione, come si può vedere facilmente. Ad ogni ω è quindi associata una
misura µX(· | G)(ω) di probabilità, che definisce appunto la distribuzione condizionale di X
data G.

Si faccia attenzione: µX(· | G)(ω) è una probabilità su (R,B(R)), mentre Q(· | G)(ω) è una
misura su (Ω, σ(X)). Comunque accade che P({X ∈ H} | G)(ω) = µX(H | G)(ω). Inoltre
poiché le v.a. σ(X)−misurabili sono le variabili aleatorie del tipo Z = f(X) con f boreliana,
si ha che

E(f(X) | G)(ω) = µX(f | G)(ω),

dove, in generale,

µ(f) :=

∫
f(x)dµ(x).

Per la verità esiste una generalizzazione a tutti gli spazi di Borel (S,S), cioè quegli spazi
misurabili (S,S) per cui esiste un insieme E ∈ B(R) e una funzione biunivoca φ : S → E che
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sia (S,S)− (E, B(R)|E) misurabile, e la cui inversa sia (E, B(R)|E)− (S,S) misurabile.

In particolare quindi il risultato di esistenza della versione regolare è valido per (S,S) =
(Rd,B(Rd)) o (S,S) = (RN,RN), che sono spazi di Borel (vedere ad esempio P. Billingsley,
“Convergence of Probability measures“ pag. 218 e seguenti).

Prima della dimostrazione va notato che questo fatto permette di applicare il risultato anche
al caso in cui siano coinvolte le variabili aleatorie Xn, n ≥ 1, ed X (confrontare di nuovo
l’osservazione alla proprietà della convergenza dominata per i valori attesi condizionali).

La dimostrazione è basata sull’osservazione che se Y è una variabile aleatoria a valori in S,
allora X := φ(Y ) è una variabile aleatoria reale,e quindi esiste una distribuzione condizionale
µX(· | G). La distribuzione condizionale di Y su (S,S) si ottiene, per J ∈ S, come

νY (J | G)(ω) = µX(φ(J) | G)(ω)

in quanto la seconda è una versione di

P({X ∈ φ(J)} | G)(ω) ≡ P({φ−1(X) ∈ J} | G)(ω) ≡ P({Y ∈ J} | G)(ω).

Abbiamo già usato il fatto che ogni funzione σ(X)−misurabile si può esprimere come f(X).
Supponiamo ora che G = σ(Y ) allora, necessariamente deve accadere che µX(H)(ω) sia una
funzione di Y (ω), ovvero che, per ogni boreliano H, esista una funzione f(H, y), misurabile in
y, per cui

1) f(H, Y (ω)) = µX(H)(ω)

2) f(·, y) sia una misura di probabilità per ogni y

(questo è sicuramente vero se y ∈ Y (Ω), mentre se y /∈ Y (Ω) basta definire f(H, y) = ν(H)
per una fissata misura di probabilità ν).

Indicheremo f(H, y) con la notazione più evocativa di µX(H | Y = y) o anche µX|Y (H | y).
Analogamente indicheremo con FX(t | Y = y) o con FX|Y (t | y) la funzione di distribuzione
condizionale di X data Y , “valutata in Y = y”. Ovviamente tale espressione non va confusa con
P(X ≤ t | {Y = y}), che tra l’altro potrebbe non avere senso nel caso in cui P({Y = y}) = 0.

ESEMPIO 1 (caso dominato)
Si tratta della generalizzazione dell’ESEMPIO 2. Siano X ed Y due variabili aleatorie con

legge congiunta assolutamente continua rispetto ad una misura prodotto ν1(dx) × ν2(dy) cioè
con legge congiunta data da

µX,Y (dx, dy) = f(x, y)ν1(dx)× ν2(dy).

È facile vedere che la legge di X è assolutamente continua rispetto a ν1(dx) e la legge di Y
lo è rispetto a ν2(dy), o meglio

µX(dx) =

[∫
f(x, y)ν2(dy)

]
ν1(dx) = fX(x)ν1(dx),

µY (dy) =

[∫
f(x, y)ν1(dx)

]
ν2(dy) = fY (y)ν2(dy).
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In questo caso anche la legge condizionale di X data Y è assolutamente continua rispetto a
ν1(dx) e risulta

µX|Y (dx|y) =
f(x, y)

fY (y)
ν1(dx),

per µY−quasi ogni y.

Infatti è facile verificare che, per ogni funzione g : R→ R, misurabile,

E[g(X)h(Y )] = E[φ(Y )h(Y )], per ogni funzione h misurabile (∗)
dove

φ(y) =

∫
g(x)µX|Y (dx|y) =

∫
g(x)

f(x, y)

fY (y)
ν1(dx);

( ovviamente g ed h devono soddisfare ipotesi che garantiscano l’integrabilità delle v.a. g(X)
ed h(Y ))

Tutte le v.a. W che siano σ(Y )−misurabili sono del tipo W = h(Y ) per h boreliana, di
conseguenza

E[g(X) | Y ] = φ(Y ) =

∫
g(x) µX|Y (dx|y)

∣∣
y=Y (ω)

=

∫
g(x)

f(x, y)

fY (y)
ν1(dx)

∣∣∣∣
y=Y (ω)

Un risultato analogo vale ovviamente anche per la legge di Y data X.
Casi particolari sono i casi in cui ν1(dx) = dx, e ν2(dy) = dy, cioè torniamo al caso
della misura di Lebesgue esaminato nell’ESEMPIO 2, oppure ν1(dx) =

∑∞
n=0 δxn(dx), e

ν2(dy) =
∑∞

n=0 δyn(dy) e si trova allora che

E[g(X) | Y ] =
∑

n

g(xn) µX|Y ({xn}|y)
∣∣
y=Y (ω)

=
∑

n

g(xn) P(X = xn | Y = y)|y=Y (ω) .

ESEMPIO 2 (caso non dominato)

Siano X ed Y due variabili aleatorie con legge congiunta data da

µX,Y (dx, dy) = p f1(x) dx δα(x)(dy) + q f2(x, y) dx dy,

dove

δz(dx) è la misura concentrata in z (ovvero δz(A) = 1 se z ∈ A, mentre δz(A) = 0 se z /∈ A),

p + q = 1 ,

f1(x) è una densità di probabilità su R

f2(x, y) è una densità di probabilità su R2,

α è una funzione invertibile, C1 e con | α′(x) | strettamente positiva.
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Le distribuzioni marginali sono equivalenti alla misura di Lebesgue, essendo

µX(dx) =

[
pf1(x) + q

∫
f2(x, y)dy

]
dx,

µY (dy) =

[
pf1(α

−1(y))
1

|α′(α−1(y))| + q

∫
f2(x, y)dx

]
dy.

L’ultima uguaglianza deriva da

E[h(Y )] = p

∫
h(α(x))f1(x)dx + q

∫
h(y)dy

∫
f2(x, y)dx =

= p

∫
h(y)f1(α

−1(y))
1

|α′(α−1(y))|dy + q

∫
h(y)dy

∫
f2(x, y)dx =

∫
h(y)µY (dy)

Come si procede per calcolare la media condizionata di g(X) data Y ?

Come nell’esempio precedente si deve trovare una v.a. σ(Y )-misurabile, cioè una funzione
φ(Y ) per cui valga

E[g(X)h(Y )] = E[φ(Y )h(Y )], per ogni funzione h misurabile (∗)
Se poi troviamo che

φ(y) =

∫
g(x)ν(dx; y)

per una misura di probabilità ν(·; y), allora potremo affermare che ν(·; y) è una versione regolare
della distribuzione condizionale di X data Y = y.

Ora, qualunque sia la funzione h

E[g(X)h(Y )] = p

∫∫
g(x)h(y)f1(x)dxδα(x)(dy) + q

∫∫
g(x)h(y)f2(x, y)dxdy

= p

∫
g(x)h(α(x))f1(x)dx + q

∫ (∫
g(x)f2(x, y)dx

)
h(y)dy

= p

∫
g(α−1(y))f1(α

−1(y))
1

|α′(α−1(y))|h(y)dy + q

∫ (∫
g(x)f2(x, y)dx

)
h(y)dy

=

∫ [
pg(α−1(y))f 1(α

−1(y))
1

|α′(α−1(y))|+q
(∫

g(x)f2(x, y)dx
)]

h(y)dy,

mentre invece

E[φ(Y )h(Y )] = p

∫
φ(y)h(y)f1(α

−1(y))
1

|α′(α−1(y))|dy + q

∫
φ(y)h(y)dy

∫
f2(x, y)dx

=

∫
φ(y)

[
pf 1(α

−1(y))
1

|α′(α−1(y))|+q
(∫

f2(x, y)dx
)]

h(y)dy.

Quindi affinché valga l’uguaglianza (*), qualunque sia h, è necessario e sufficiente che
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[
pg(α−1(y))f1(α

−1(y))
1

|α′(α−1(y))| + q
(∫

g(x)f2(x, y)dx
)]

=

= φ(y)

[
pf 1(α

−1(y))
1

|α′(α−1(y))| + q
(∫

f2(x, y)dx
)]

ovvero che

φ(y) =
pg(α−1(y))f1(α

−1(y)) 1
|α′(α−1(y))| + q

(∫
g(x)f2(x, y)dx

)

pf1(α−1(y)) 1
|α′(α−1(y))| + q

(∫
f2(x, y)dx

) .

Si noti ancora che

g(α−1(y)) =

∫
g(x)δα−1(y)(dx).

Per questo motivo, qualunque sia g, si può riscrivere il numeratore come

pf1(α
−1(y))

1

|α′(α−1(y))|
∫

g(x)δα−1(y)(dx) + q
(∫

g(x)f2(x, y)dx
)

e quindi la legge µX|Y (dx|y) di X, condizionata ad Y = y, è proporzionale a

pf1(α
−1(y))

1

|α′(α−1(y))|δα−1(y)(dx) + qf2(x, y)dx.

Si noti che quindi la legge di X condizionata a Y = y non è assolutamente continua rispetto
alla distribuzione iniziale di X, che ha invece una densità rispetto alla misura di Lebesgue.

4 MARTINGALE

Per definire una martingala abbiamo bisogno di dare prima la seguente

Definizione 4.1 (FILTRAZIONE). In uno spazio (Ω,F), la famiglia {Ft, t ≥ 0} si dice una
filtrazione se è una famiglia crescente di σ-algebre di F , cioè Fs ⊆ Ft ⊆ F , per 0 ≤ s ≤ t. (La
definizione ha senso anche nel caso in cui t = n ∈ N, e nel caso in cui t ∈ I ⊆ R, ad esempio
t ∈ [0, T ]).

La σ−algebra rappresenta l’informazione disponibile fino al tempo t.

Definizione 4.2 (MARTINGALA). Un processo aleatorio Xt si dice una martingala rispetto
ad una filtrazione {Ft} se

0) Xt è Ft-misurabile per ogni t ≥ 0. ( o più rapidamente il processo Xt è adattato ad Ft)

1) Xt è integrabile per ogni t ≥ 0, cioè E[|Xt |]< +∞ per ogni t ≥ 0.

2) E[Xt+s | Ft]=Xt, per ogni t,s≥ 0

Nel caso in cui t=n∈ N la 2) può essere sostituita con la richiesta che

E[Xn+1 | Fn] = Xn, per ogni n ∈ N.
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Si noti che la proprietà 0) è sovrabbondante in quanto la 2) implica che Xt sia Ft-misurabile.
Ciò non è vero nella seguente definizione:

Definizione 4.3 (SUBMARTINGALA (SUPERMARTINGALA)). Un processo
aleatorio Xt si dice una submartingala (supermartingala) rispetto ad una filtrazione {Ft}
se

0) Xt è Ft-misurabile per ogni t ≥ 0. ( o più rapidamente il processo Xt è adattato ad Ft)

1) Xt è integrabile per ogni t ≥ 0, cioè E[| Xt |] < +∞ per ogni t ≥ 0.

2) E[Xt+s | Ft] ≥ Xt(E[Xt+s | Ft] ≤ Xt), per ogni t, s ≥ 0,

Di nuovo, nel caso in cui t = n ∈ N la 2) può essere sostituita con la richiesta che

E[Xn+1 | Fn] ≥ Xn(E[Xn+1 | Fn] ≤ Xn), per ogni n ∈ N.

Osservazione 4.1. OSSERVAZIONE 1 Se Xt è una martingala (o submartingala) rispetto a
una filtrazione {Ft} e se {Gt} è una filtrazione per cui σ(Xt) ⊆ Gt ⊆ Ft, allora Xt lo è anche
rispetto alla nuova filtrazione:

E[Xt+s | Gt] = E[E[Xt+s | Ft] | Gt] = E[Xt | Gt] = Xt.

In particolare per ogni martingala (o submartingala) si può prendere sempre la filtrazione
minimale FX

t = σ{Xu, u ≤ t}, che per la proprietà 0) è sempre contenuta in Ft. Quindi, in
genere, se la filtrazione non è specificata, si deve intendere che si tratti della filtrazione naturale.

Se invece {Ht} è una filtrazione per cui Ht è indipendente da Ft (e quindi da Xt), allora Xt

è una martingala (o submartingala) anche rispetto alla filtrazione Gt:=Ft ∨Ht (confrontare la
proprietà 6 delle medie condizionali: condizionamento ridondante).

Osservazione 4.2. OSSERVAZIONE 2 Ogni martingala ha media costante e ogni
submartingala ha media crescente (in senso lato): basta passare al valore medio nella proprietà
3 delle medie condizionali (condizionamenti successivi) e tenere presente che il valore medio di
Y coincide con il valore medio di E[Y | G].

Osservazione 4.3. OSSERVAZIONE 3 Data una submartingala Xt si ottiene una
supermartingala considerando −Xt, e viceversa.

ESEMPI DI MARTINGALE E DI SUBMARTINGALE

Esempio 4.1. 1) Sia data una variabile aleatoria Y integrabile ed una filtrazione {Ft}. Si
definisca Xt := E[Y | Ft]. Si dimostra facilmente che Xt è una martingala:

E[Xt+s | Ft] = E[E[Y | Ft+s] | Ft] = E[Y | Ft]

Questo esempio aiuta a capire il nome di submartingala: sia ora Xt una submartingala,
allora, fissato v = t + s, il processo

Zt := E[Xt+s | Ft] ≡ E[Xv | Ft],

è una martingala per t ∈ [0, v], quindi la proprietà 2) per le submartingale diviene Zt :=
E[Xv | Ft] ≥ Xt, ovvero che Xt sia sotto la martingala

Zt := E[Xv | Ft].
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Esempio 4.2. 2) Sia data una successione di variabili aleatorie Yn indipendenti, identicamente
distribuite, integrabili e a media nulla. Si definisca

Sn =
n∑

k=1

Yk

Si ottiene facilmente che Sn è una martingala (rispetto a FS
n = σ{Y1, · · · , Yn}):

E[Sn+1 | Fn] = E[Sn + Yn+1 | Fn] = Sn + E[Yn+1 | Fn] = Sn + E[Yn+1] = Sn.

Se le v.a. Yk non sono a media nulla, basta sostituire Yk − µ, se µ = E[Y1], ed ottenere che

S̃n =
n∑

k=1

(Yk − µ) =
n∑

k=1

Yk − nµ = Sn − nµ

è una martingala.

Esempio 4.3. 3) Se siamo nelle stesse ipotesi del precedente esempio 2) ed inoltre le v.a.
Yk ammettono momento secondo finito, e quindi varianza σ2, allora Mn := S2

n − nσ2 è una
martingala:

Mn+1−Mn = S2
n+1−(n+1)σ2−(S2

n−nσ2) = (S2
n+2Yn+1Sn+Y 2

n+1)−S2
n−σ2 = 2Yn+1Sn+Y 2

n+1−σ2

Passando alle medie condizionali si ottiene che

E[Mn+1 −Mn | Fn] = E[2Yn+1Sn + Y 2
n+1 − σ2 | Fn]

= 2SnE[Yn+1 | Fn] + E[Y 2
n+1 | Fn]− σ2 = 2Sn · 0 + σ2 − σ2 = 0

in quanto Yn+1 è indipendente da Fn e quindi i valori medi condizionali E[Yn+1 | Fn] ed
E[Y 2

n+1 | Fn] coincidono con i rispettivi valori medi.
Se le v.a. Yk non sono a media nulla, allora

Mn := (Sn − nµ)2 − nσ2

è una martingala.

Esempio 4.4. 4) Sia Xt una martingala con E[| Xt |α] < +∞, per un α ≥ 1. Allora il processo
| Xt |α è una submartingala: basta applicare la disuguaglianza di Jensen alla funzione |x|α, che
è convessa per α ≥ 1

| Xt |α=| E[Xt+s | Ft] |α≤ E[| Xt+s |α| Ft].

Questo esempio si generalizza immediatamente al caso di ogni funzione convessa φ, purché,
ovviamente, E[φ(Xt)] < +∞.

Per ottenere un risultato analogo nel caso in cui Xt sia una submartingala bisogna aggiungere
l’ipotesi che φ sia una funzione crescente, cosi’ che, essendo Xt ≤ E[Xt+s | Ft],

φ(Xt) ≤ φ(E[Xt+s | Ft]) ≤ E[φ(Xt+s) | Ft].
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Esempio 4.5. 5) Se le variabili aleatorie Wk sono i.i.d. con E[W1] = 1, allora la successione
di v.a.

Zn :=
n∏

k=1

Wk

definisce una martingala:

E[Zn+1 | Fn] = E[ZnWn+1 | Fn] = ZnE[Wn+1 | Fn] = ZnE[Wn+1] = Zn.

Come caso particolare si consideri la situazione dell’esempio 2) con l’ulteriore ipotesi che
per un θ ∈ R valga

E[exp{θY1}] = exp{ψ(θ)} < +∞
( si noti che non è necessario supporre E[Y1] = 0). Allora ovviamente

E[exp{θY1} exp{−ψ(θ)}] = E[exp{θY1 − ψ(θ)}] = 1.

Come conseguenza

Zn = exp{θSn − nψ(θ)}
è una martingala positiva di media 1.

Esempio 4.6. 6) Dato uno spazio (Ω,F) e su di esso una filtrazione Ft e due misure di
probabilità P e Q, con P assolutamente continua rispetto a Q (di conseguenza lo sono anche
rispetto ad Ft per ogni t). Si definisca la derivata di Radon Nikodym di P rispetto a Q, entrambe
ristrette a Ft, cioè

Lt :=
dP
dQ

∣∣∣∣
Ft

.

Il processo Lt è una Ft-martingala nello spazio (Ω,F ,Q), anzi più in generale risulta che se
Xt è un processo adattato ad Ft, allora Xt è una Ft-martingala nello spazio (Ω,F ,P) se e solo
se XtLt è una Ft-martingala nello spazio (Ω,F ,Q) (quindi il caso precedente deriva prendendo
banalmente Xt ≡ 1).

Infatti Xt è una martingala in (Ω,F ,P), se e solo è integrabile rispetto a P e se per 0 ≤ s ≤ t
e A ∈ Fs

EP[IAXt] = EP[IAXs],

mentre XtLt lo è in (Ω,F ,Q) se e solo se è integrabile rispetto a Q e se per 0 ≤ s ≤ t e
A ∈ Fs

EQ[IAXtLt] = EQ[IAXsLs].

Ovviamente, essendo IAXs una v.a. Fs-misurabile, si ha EP[IAXs] = EQ[IAXsLs] e, essendo
IAXt una v.a. Ft-misurabile, in quanto A ∈ Fs ⊆ Ft, si ha EP[IAXt] = EQ[IAXtLt]. La verifica
dell’integrabilità è banale.
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Esempio 4.7. 7) Sia Xn una catena di Markov con spazio degli stati finito e con probabilità di
transizione pi,j. Sia inoltre h una funzione armonica rispetto alla matrice delle probabilitaà
di transizione P = (pi,j)i,j, cioè

h(i) = (Ph)(i) :=
∑

j

pi,jh(j), per ogni i

(si noti che ciò corrisponde a chiedere che h sia la soluzione di (P − I)h = 0).
Il processo

Mh
n := h(Xn)

è una martingala (rispetto a FX
n = σ{Xk, k = 0, · · · , n}).

Questo risultato deriva da un caso più generale: qualunque sia f

M f
n := f(Xn)−

n−1∑

k=0

(P − I)f(Xk)

è una martingala rispetto a FX
n .

Cominiciamo con il caso h armonica. Basta controllare che

E[Mh
n+1 | FX

n ] = Mh
n ,

ovvero che
E[h(Xn+1) | Xn, Xn−1, · · · , X0] = h(Xn).

Essendo (Xn, n ≥ 0) una catena di Markov si ha1

E[f(Xn+1) | Xn, Xn−1, · · · , X0] = (Pf)(Xn)

ed il caso f = h armonica è immediato. Il caso generale deriva dall’osservare che

M f
n+1 −M f

n = f(Xn+1)−
n∑

k=0

(P − I)f(Xk)− f(Xn) +
n−1∑

k=0

(P − I)f(Xk)

M f
n+1 −M f

n = f(Xn+1)− (P − I)f(Xn)− f(Xn) = f(Xn+1)− (Pf)(Xn),

e quindi

E[M f
n+1 −M f

n | FX
n ] = E[f(Xn+1)− (Pf)(Xn) | FX

n ] = E[f(Xn+1) | FX
n ]− (Pf)(Xn) = 0.

1Nel caso di variabili aleatorie discrete possiamo applicare i risultati sulle densità condizionali: posto
X = (Xn, Xn−1, · · · , X0), sappiamo che

E[f(Xn+1) | X](ω) =
∑

j

f(j) P(Xn+1 = j | {X = x})|x=X(ω)

Per la proprietà di Markov P(Xn+1 = j | X = x) = P(Xn+1 = j | Xn = xn) = pxn,j , quindi
P(Xn+1 = j | X) = P(Xn+1 = j | Xn) = pXn,j e

∑
j f(j)P(Xn+1 = j | X = x) = (Pf)(xn) e perciò

E[f(Xn+1) | Xn, Xn−1, · · · , X0] = (Pf)(Xn)
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5 DECOMPOSIZIONE DI DOOB

Teorema 5.1 (Decomposizione di Doob). : Data una submartingala Xn a tempo discreto,
essa si può sempre scrivere in modo unico (a meno di insiemi di misura nulla) come

Xn = X0 + Mn + An,

dove Mn è una martingala ed An è un processo predicibile (cioè, per ogni n ∈ N, An è
Fn−1-misurabile) crescente in senso lato, con A0 = 0.

Dimostrazione

Se una tale decomposizione esiste necessariamente deve accadere che M0 = 0, ed inoltre,
essendo An = Xn −X0 −Mn, deve accadere che

An+1 − An = Xn+1 −X0 −Mn+1 − (Xn −X0 −Mn) = Xn+1 −Xn − (Mn+1 −Mn).

Essendo An+1−An una v.a. Fn-misurabile, passando alla media condizionale rispetto ad Fn,
essa non cambia, per cui deve necessariamente accadere che

An+1 − An = E[Xn+1 −Xn − (Mn+1 −Mn) | Fn] = E[Xn+1 | Fn]−Xn.

Quindi l’unico modo per definire An+1 è il seguente

An+1 =
n∑

k=0

(Ak + 1− Ak) =
n∑

k=0

(E[Xk+1 | Fk]−Xk).

Si tratta ora solo di verificare che con questa definizione di {An}n≥0 il processo Mn :=
Xn −X0 − An è una martingala. Ma ovviamente

Mn+1 −Mn = Xn+1 −X0 − An+1 − (Xn −X0 − An) = Xn+1 −Xn − (An+1 − An),

per cui, tenendo conto che per definizione An +1−An = E[Xn+1 | Fn]−Xn, e passando alla
media condizionale, si ottiene la tesi.

6 MARTINGALE, SUBMARTINGALE E TEMPI

D’ARRESTO

Definizione 6.1. . Sia {Ft} una filtrazione e sia τ : Ω → R+∪{∞}, una variabile aleatori (la
v.a. τ deve prendere valori negli indici del tempo preso in considerazione e quindi, ad esempio,
in N se si tratta tempo discreto, ma può anche prendere il valore infinito). La v.a. τ si dice
tempo d’arresto (o stopping time) rispetto ad {Ft}, se per ogni t

{τ ≤ t} ∈ Ft

Si dice inoltre che τ è un tempo d’arresto finito se
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P(τ < +∞) = 1

e che τ è un tempo d’arresto limitato se esiste un numero L< +∞ per cui

P(τ < L) = 1

(Si noti che a volte la filtrazione in considerazione è ovvia, e quindi non viene specificata.)

Nel caso in cui l’insieme dei tempi sia N è equivalente chiedere che {τ = n} ∈ Fn per ogni
n in quanto ovviamente

{τ = n} = {τ ≤ n}\{τ ≤ n− 1}
e quindi se {τ ≤ n} ∈ Fn e {τ ≤ n − 1} ∈ Fn−1 ⊆ Fn allora {τ = n} ∈ Fn per ogni n,

mentre

{τ ≤ n} = ∪n
k=0{τ = k}

e quindi se {τ = k} ∈ Fk per ogni k, essendo Fk ⊆ Fn per k ≤ n, si ha che {τ ≤ n} ∈ Fn

per ogni n.

ESEMPIO
Con le stesse notazioni dell’esempio 3) e per ogni a ∈ R,

τ(ω) = inf{n : Sn ≥ a}, (con la convenzione che inf{φ} = +∞)

è un tempo d’arresto rispetto ad FS
n , in quanto per decidere se l’evento {τ ≤ k} si è verificato,

basta esaminare le prime k v.a. S1, · · · , Sk.

Invece σ(ω) = sup{n ≤ 10 : Sn ≥ a}, se un tale n esiste e 10 altrimenti, non è un tempo
d’arresto, in quanto, ad esempio, per decidere se l’evento {σ ≤ 3} si è verificato, bisogna
esaminare tutte le v.a. S1, · · · , S10 e non solo S1, S2, S3, perciò {σ ≤ 3} non è misurabile
rispetto a FS

3 .

Definizione 6.2. . Dato un tempo d’arresto τ , si definisce la σ-algebra degli eventi fino
al tempo τ come

Fτ = {A ∈ F∞, per cui A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft per ogni t}
dove F∞ = ∨

t
Ft.

Si tratta cioè degli eventi, per i quali stabilire il loro verificarsi insieme al verificarsi di {τ ≤ t}
dipende solo dall’informazione disponibile fino al tempo t.

ESERCIZIO:
Controllare che Fτ è una σ-algebra.
(suggerimento: se A ∈ Fτ allora l’evento Ac ∩ {τ ≤ t} = {τ ≤ t}\{A ∩ {τ ≤ t}} ∈ Ft)
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ESEMPI
Se Fn = σ{X1, · · · , Xn} e τ = inf{n t.c. Xn ∈ I}, con I ∈ B(R), allora τ è un Fn tempo
d’arresto, infatti l’evento {τ ≤ n} = {∃k ≤ n t.c. Xk ∈ I} ∈ Fn.

Nel caso tempo continuo non è cosi’ semplice, però qualcosa si può dire.

Definizione 6.3. Sia

τA = inf{t > 0 t.c. Xt /∈ A},
con la convenzione che l’estremo inferiore dell’insieme vuoto è uguale a +∞.

La v. a. τA è detta tempo di prima uscita da A.

LEMMA 1. Se Xt è un processo a traiettorie continue e A è aperto, allora τA è un tempo
d’arresto.

Dimostrazione Si tratta di notare che, essendo Ac chiuso la funzione x 7→ dist(x, Ac)
è continua, e di conseguenza, essendo Xt a traiettorie continue, si ha che la funzione s 7→
dist(Xs, A

c) è continua. Perciò

inf
0≤s≤t

dist(Xs, A
c) = min

0≤s≤t
dist(Xs, A

c)

e quindi

{τA > t} = { inf
0≤s≤t

dist(Xs, A
c) > 0} =

⋃
n

{ inf
0≤s≤t

dist(Xs, A
c) >

1

n
} =

=
⋃
n

{ inf
0≤s≤t

sεQ
dist(Xs, A

c) ≥ 1

n
} =

⋃
n

⋂
0≤s≤t

sεQ

{ dist(Xs, A
c) ≥ 1

n
} ∈ Ft

Si noti che se il inf
0≤s≤t

dist(Xs, A
c) non fosse un minimo, allora potrebbero verificarsi

contemporaneamente gli eventi

{τA > t} e { inf
0≤s≤t

dist(Xs, A
c) = 0},

e la prima delle precedenti uguaglianze non sarebbe valida.

Nel caso in cui l’insieme A non sia aperto non è detto che τA sia un tempo d’arresto. Se A
è un insieme chiuso allora τA è un tempo d’arresto in senso debole, ovvero

{τA < t} ∈ Ft per ogni t ≥ 0.

OSSERVAZIONE

Affermare che τ è un tempo d’arresto debole è equivalente ad affermare che è un tempo di
arresto rispetto alla filtrazione

Ft+ := ∩
s>t
Fs.
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Infatti in generale, se {τ < t} ∈ Ft per ogni t ≥ 0, allora, qualunque sia m ≥ 1

{τ ≤ t} = ∩
n≥m

{τ < t +
1

n
} ∈ Ft+ 1

m
,

e quindi {τ ≤ t} ∈ Fs per ogni s > t, ovvero 1 {τ ≤ t} ∈ Ft+ per ogni t.

LEMMA 2. Se Xt è un processo con traiettorie continue a destra con limiti a sinistra
(cadlag acronimo dal francese continue a droite limite a gauche), la filtrazione è continua a
destra (cioè Ft = Ft+ := ∩

s>t
Fs) ed F è un chiuso allora τF è un tempo d’arresto.

Dimostrazione Basta dimostrare che τF è un tempo d’arresto in senso debole, e difatti

{τF ≥ t} =
⋂

0≤s<t

{Xs ∈ F},

ed essendo il processo Xt a traiettorie cadlag ed F chiuso si ha

⋂
0≤s<t

{Xs ∈ F} =
⋂

0≤s<t
sεQ

{Xs ∈ F} ∈ Ft.

(infatti se Xs ∈ F per ogni s ∈ Q ∩ [0, t), allora ∀r < t Xr = lim s→r
s∈Q∩(r,t)

Xs ∈ F )

6.1 ALCUNE PROPRIETÀ DEI TEMPI D’ARRESTO

1) Se τ e σ sono tempi d’arresto allora τ ∧ σ e τ ∨ σ sono tempi d’arresto.

Infatti, per ogni t,

{τ ∨ σ ≤ t} = {τ ≤ t} ∩ {σ ≤ t} ∈ Fte{τ ∧ σ ≤ t} = {τ ≤ t} ∪ {σ ≤ t} ∈ Ft

2) Se τ è un tempo d’arresto allora la successione τn= dτne
n

è una successione di tempi d’arresto
per cui τn → τ , con τn ≥ τ per ogni n. (qui dxe denota la parte intera superiore)

Infatti, ∀t, posto tn = bntc
n

, risulta

{τn ≤ t} = {dτne ≤ nt} = {τ ≤ bntc
n
} ∈ Ftn ⊆ Ft,

in quanto, posto k = dτne, cioè k − 1 < τn ≤ k, e k ≤ nt, allora bntc ≥ k ≥ τn, ovvero

τ ≤ bntc
n

, ed ovviamente risulta tn ≤ t.
Per la convergenza di τn a τ , basta osservare che qualunque sia x ∈ R si ha

dnxe
n

− 1

n
=
dnxe − 1

n
< x ≤ dnxe

n

1Alternativamente: per ogni s > t si ha {τ ≤ t} = ∩
n≥1

{τ < t + s−t
n } ∈ Ft+(s−t) = Fs
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Si osservi che, se di prende τ̃n = τ2n , allora τ̃n ↘ τ , cioè τ̃n è anche una successione
monotona non crescente, e che inoltre {τ̃n} ⊆ D, dove D è l’insieme dei diadici. Infine
va notato che tale risultato è interessante solo nel caso di tempi d’arresto che assumono
valori in un insieme non discreto.

3) La v.a. τ è Fτ -misurabile.

Infatti, per ogni s, {τ ≤s}∈ Fτ in quanto, qualunque sia t,

{τ ≤ s} ∩ {τ ≤ t} = {τ ≤ s ∧ t} ∈ Fs∧t ⊆ Ft

4) Se τ e σ sono tempi d’arresto e P{σ ≤ τ} = 1, ed F0 contiene tutti gli eventi trascurabili
(cioè gli insiemi contenuti in insiemi di probabilità nulla), allora Fσ ⊆ Fτ .

Infatti se A ∈ F∞ e A ∩ {σ ≤ t} ∈ Ft per ogni t, allora

A ∩ {τ ≤ t} = (A ∩ {τ ≤ t} ∩ {σ ≤ t}) ∪ (A ∩ {τ ≤ t} ∩ {σ > t}) =

= ((A ∩ {σ ≤ t}) ∩ {τ ≤ t}) ∪ C ∈ Ft

in quanto C := (A ∩ {τ ≤ t} ∩ {σ > t}) ∈ F0 ⊆ Ft, essendo un evento trascurabile, e
{τ ≤ t} e A ∩ {σ ≤ t} sono in Ft per ipotesi.

Si osservi che se invece σ ≤ τ certamente, allora la condizione che F0 contenga tutti gli
eventi trascurabili non è necessaria.

Conviene qui osservare che se una filtrazione soddisfa le condizioni “ABITUALI“, cioè

i) F0 contiene tutti gli eventi trascurabili non è necessaria.

ii) la filtrazione è continua a destra (cioè Ft = Ft+ := ∩
s>t
Fs)

si possono applicare sia il Lemma 2 (e ottenere dalla ii) che i tempi di uscita da un chiuso
sono tempi d’arresto) sia la proprietà 4 (e ottenere dalla i) che Fσ ⊆ Fτ ).

6.2 CASO A TEMPO DISCRETO

PROPOSIZIONE(Martingale arrestate) Data una Fn-martingala (o submartingala) Xn

ed un tempo d’arresto τ , il processo

Yn := Xn∧τ

è una Fn-martingala (o submartingala).
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Dimostrazione. Cominciamo con il dimostrare che Yn è Fn-misurabile e che è integrabile.
Si noti che

Yn = XτI{τ≤n} + XnI{τ>n},

e quindi

Yn = X0I{τ=0} + X1I{τ=1} + X2I{τ=2} + · · ·+ XnI{τ=n} + XnI{τ>n}, (7)

Yn = X0I{τ=0} + X1I{τ=1} + X2I{τ=2} + · · ·+ XnI{τ≥n} (8)

e che {τ = k} ∈ Fk ⊆ Fn, {τ > n} ∈ Fn e che Xk sono Fn-misurabili per k ≤ n, da cui la
Fn-misurabilità di Yn. Per ottenere l’integrabilità basta notare che dalla (8)

| Yn |≤| X0 | + | X1 | + | X2 | + · · ·+ | Xn |

e sfruttare l’integrabilità delle Xk.
Per ottenere il resto dobbiamo notare che dalla (8), con n + 1 al posto di n, si ha

Yn+1 = X0I{τ=0} + X1I{τ=1} + X2I{τ=2} + · · ·+ XnI{τ=n} + Xn+1I{τ>n}, (9)

e quindi, confrontando (7) e (9)

Yn+1 − Yn = (Xn+1 −Xn)I{τ>n}

Di conseguenza, essendo I{τ>n} una v.a. Fn-misurabile, ed Xn una martingala,

E[Yn+1 − Yn | Fn] = E[Xn+1 −Xn | Fn]I{τ>n} = 0.

Nel caso in cui Xn sia una submartingala risulta ovviamente E[Yn+1 − Yn | Fn] ≥ 0.

PROPOSIZIONE Data una Fn-submartingala (o martingala) Xn ed un tempo d’arresto τ ,
limitato quasi certamente, ovvero per cui

P(1 ≤ τ ≤ n) = 1

allora

E[X1] ≤ E[Xτ ] ≤ E[Xn].

(Nel caso di martingale E[X1] = E[Xτ ] = E[Xn].)

Dimostrazione: Per la proposizione precedente si ha che {Xτ∧k}k è una submartingala, e
quindi in particolare il valore medio è crescente (in senso lato). Poiché Xτ∧1 = X1, la prima
disuguaglianza segue immediatamente.

Per la seconda disuguaglianza basta mostrare che E[Xn −Xτ ] ≥ 0 e infatti

Xn −Xτ =
n∑

i=1

(Xn −Xτ )I{τ=i} =
n∑

i=1

(Xn −Xi)I{τ=i}
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e quindi

E[Xn −Xτ ] =
n∑

i=1

E[(Xn −Xi)I{τ=i}] =
n∑

i=1

E[E[(Xn −Xi)I{τ=i} | Fi]]

La tesi segue in quanto

E[(Xn −Xi)I{τ=i} | Fi] = I{τ=i}E[(Xn −Xi) | Fi] ≥ 0,

nel caso delle submartingale (= 0 nel caso delle martingale).

6.3 Applicazioni:
il problema della rovina del giocatore con le martingale

1) caso simmetrico
Sia Yk una successione di v.a. indipendenti, con

P(Yk = 1) = P(Yk = −1) =
1

2
,

e sia

Sn =
n∑

k=1

Yk.

Sappiamo (vedi esempio 2) che Sn è una martingala. Siano a e b numeri naturali non nulli e sia

τ = τ(a, b) := inf{n t.c. Sn /∈ (−a, b)} = inf{n t.c. Sn = −a o Sn = b}.

La variabile aleatoria τ è finita 2 con probabilità 1, cioè P(τ < +∞) = 1.

2Si può dimostrare direttamente, anche nel caso generale, con P(Yh = 1) = p, che

P(τ = +∞) = lim
n→∞

P(τ > n(a + b)) = 0.

Infatti, si ha {τ = +∞} = ∩
n≥1

{τ > n(a + b)} e P(τ > n(a + b)) ≤ αn per un α < 1. La prima uguaglianza è

ovvia, mentre la seconda si può vedere facilmente osservando che

{ω tali che esiste k < n per cui Yk(a+b)+1 = Yk(a+b)+2 = · · · = Yk(a+b)+a+b = 1} ⊂ {τ ≤ n(a + b)},

e che quindi
P(

⋃

k<n

{Yk(a+b)+1 = Yk(a+b)+2 = · · · = Yk(a+b)+a+b = 1}) ≤ P(τ ≤ n(a + b))

ovvero, passando ai complementari, e utilizzando l’indipendenza delle v.a. Yh,

P(
⋂

k<n

{Yk(a+b)+1 = Yk(a+b)+2 = · · · = Yk(a+b)+a+b = 1}c)

=
∏

k<n

P({Yk(a+b)+1 = Yk(a+b)+2 = · · · = Yk(a+b)+a+b = 1}c)

=
∏

k<n

(1− pa+b) = (1− pa+b)n = αn ≥ P(τ > n(a + b)).

Si noti che in fondo si è dimostrato che τ ≤ T (a + b), dove T è una variabile aleatoria geometrica di parametro
β = pa+b = 1− α.
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Per uno dei risultati precedenti sappiamo che Sn∧τ è una martingala e che quindi

E[Sn∧τ ] = E[S1∧τ ] = E[S1] = 0

Inoltre Sn∧τ → Sτ per n → +∞, e |Sn∧τ | ≤ max(a, b) e quindi per il teorema della
convergenza dominata

E[Sn∧τ ] → E[Sτ ].

Di conseguenza

E[Sτ ] = −aP(Sτ = −a) + b (1− P(Sτ = −a)) = 0,

da cui immediatamente

P(Sτ = −a) =
b

a + b
.

2) caso generale
Come nell’applicazione 1) ma con P(Yk = 1) = p e P(Yk = −1) = q = 1 − p. Si procede in
modo analogo al caso precedente, ma questa volta si prende come martingala

Zn = exp{θSn − nψ(θ)}

dove
exp{ψ(θ)} = E[exp{θY1}] = exp{θ}p + exp{−θ}q.

Si cerca, se esiste θ in modo che ψ(θ) = 0 ovvero, posto exp{θ} = α, si cerca αp + α−1q = 1,
ovvero α2p− α + q = 0. Ciò è possibile solo per

α =
1±√1− 4pq

2p
=

1±
√

1− 4p + 4p2

2p
=

1±
√

1− 4p + 4p2

2p
=

1± |1− 2p|
2p

=
1± (1− 2p)

2p

ovvero per α = 1 o α = q
p

(come del resto si può vedere anche subito). Il caso α = 1

corrisponderebbe a Zn ≡ 1 e non porterebbe ad alcun risultato, mentre exp{θ} = α = q
p

corrisponde a Zn =
(

q
p

)Sn

. Di nuovo, sempre per convergenza dominata,

1 ≡ E[Zn∧τ ] → E[Zτ ] =
(q

p

)−a

P(Sτ = −a) +
(q

p

)b

[1− P(Sτ = −a)] = 1,

Da cui di nuovo si può ricavare, posto ρ = q
p

P(Sτ = −a) =
1− ρb

ρ−a − ρb
=

ρa − ρb+a

1− ρb+a
=

ρb+a − ρa

ρb+a − 1
.

Si noti che

P(Sτ = −a) → b

a + b

per ρ → 1, cioè per p → 1
2
.
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6.4 DISUGUAGLIANZA DI KOLMOGOROV
PER SUBMARTINGALE NON NEGATIVE

Sia Xn una submartingala non negativa allora

P(max(X1, X2, · · ·, Xn) > γ) ≤ E[Xn]

γ
(i)

Sia Xn una martingala con E[|Xn|α] < +∞, α ≥ 1, allora

P(max(|X1|, |X2|, · · · , |Xn|) > γ) ≤ E[|Xn|α]

γα
(ii)

Dimostrazione
Cominciamo con il primo caso. Si definisca

{
τ := inf{k tali che 1 ≤ k ≤ n,Xk > γ}, se un tale k esiste

τ := n, altrimenti.

Ovviamente τ è un tempo d’arresto e {Xτ > γ} = {max(X1, · · · , Xn) > γ} e quindi per la
disuguaglianza di Markov

P(max(X1, X2, · · ·, Xn) > γ) = P(Xτ > γ) ≤ E[|Xτ |]
γ

=
E[Xτ ]

γ

Basta quindi mostrare che E[Xτ ] ≤ E[Xn], ma ciò discende immediatamente dalla
proposizione precedente in quanto τ è a valori in 1, 2, · · ·, n.

Per il caso di martingale, la tesi segue osservando che

P(max(|X1|, |X2|, · · ·, |Xn|) > γ) = P(max(|X1|α, |X2|α, · · ·, |Xn|α) > γα),

la funzione |x|α, per α ≥ 1 è convessa e quindi |Xn|α è una submartingala non negativa
(confrontare proprietà 4) e infine applicando la disuguaglianza precedente.

7 CONVERGENZA DI MARTINGALE

Sia Xn una martingala uniformemente limitata in L1, cioè tale che

sup
n
E[|Xn|] ≤ M < +∞.

Allora

P({ω t.c. ∃ finito lim
n→∞

Xn(ω)}) = 1

Dimostrazione
Daremo la dimostrazione solo nel caso in cui valga una ipotesi più forte:

sup
n
E[|Xn|2] ≤ M < +∞.

(si noti infatti che in tale caso E[|Xn|] ≤
(
E[|Xn|2]

)1/2

≤ M)
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Basta mostrare che la successione Xn è una successione di Cauchy con probabilità 1. Ciò
significa che

{ω t.c. ∀ε > 0∃m ≥ 1 t.c.∀k ≥ 1|Xm+k(ω)−Xm(ω)| ≤ ε}
ovvero

∩
ε>0

∪
m≥1

∩
k≥1
{|Xm+k −Xm| ≤ ε}

è un insieme misurabile di probabilità 1. La misurabilità segue osservando che è equivalente
prendere ε razionale positivo. Per calcolare la probabilità, ricordiamo che in generale se Bh

sono eventi P( ∩
h≥1

Bh) = 1 se e solo se P(Bh) = 1∀h ≥ 1.

Infatti se P( ∩
h≥1

Bh) = 1 allora, poiché ∩
h≥1

Bh ⊆ Bh, ne segue che P(Bh) = 1, comunque fissato

h ≥ 1. Se viceversa P(Bh) = 1∀h ≥ 1, allora

P( ∩
h≥1

Bh) = 1− P( ∪
h≥1

Bc
h), eP( ∪

h≥1
Bc

h) ≤
∑

h≥1

P(Bc
h) = 0.

Di conseguenza la tesi equivale a mostrare che, per ogni ε > 0,

P( ∪
m≥1

∩
k≥1

{|Xm+k −Xm| ≤ ε}) = 1,

ovvero che, per ogni ε > 0,

P( ∩
m≥1

∪
k≥1

{|Xm+k −Xm| > ε}) = 0.

Si osservi che,∀m ≥ 1,

∩
m≥1

∪
k≥1

{|Xm+k −Xm| > ε} ⊆ ∪
k≥1
{|Xm+k −Xm| > ε}

e che

P( ∪
k≥1
{|Xm+k −Xm| > ε}) = lim

n→∞
P(

n∪
k=1
{|Xm+k −Xm| > ε}).

Di conseguenza

P( ∩
m≥1

∪
k≥1

{|Xm+k −Xm| > ε}) ≤ lim
n→∞

P(
n∪

k=1
{|Xm+k −Xm| > ε}),

e quindi

P( ∩
m≥1

∪
k≥1

{|Xm+k −Xm| > ε}) ≤ lim
m→∞

lim
n→∞

P(
n∪

k=1
{|Xm+k −Xm| > ε}).

Non rimane che dimostrare che

lim
m→∞

lim
n→∞

P(
n∪

k=1
{|Xm+k −Xm| > ε}) = 0.

Si osservi ora che Xk := Xm+k −Xm, è una martingala rispetto alla filtrazione Gk := Fm+k

e che
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n∪
k=1
{|Xm+k −Xm| > ε} = {max(|

−
X1|, |

−
X2|, · · ·, |

−
Xn|) > ε}.

Basta quindi applicare la disuguaglianza di Kolmogorov per α = 2 per ottenere che

P(
n∪

k=1
{|Xm+k −Xm| > ε}) ≤ E[|Xm+n −Xm|2]

ε2
=
E[X2

m+n]− E[X2
m]

ε2
.

Infatti
E[|Xm+n −Xm|2] = E[X2

m+n] + E[X2
m]− 2E[Xm+nXm] =

= E[X2
m+n] + E[X2

m]− 2E[E[Xm+nXm | Fm] =

= E[X2
m+n] + E[X2

m]− 2E[XmE[Xm+n | Fm] = E[X2
m+n] + E[X2

m]− 2E[X2
m]

A questo punto si noti che E[X2
m] è una successione convergente ad un numero µ ≤ M ,

in quanto è una successione limitata per ipotesi, e monotona non decrescente (X2
m è una

submartingala). Quindi

lim
m→∞

lim
n→∞

P(
n∪

k=1
{|Xm+k −Xm| > ε}) ≤ lim

m→∞
lim

n→∞
E[X2

m+n]− E[X2
m]

ε2
= lim

m→∞
µ− E[X2

m]

ε2
= 0.

8 DISUGUAGLIANZA DI DOOB

Sia data una submartingala non negativa Xn, con E[(Xn)p] < +∞, per un p > 1. Posto
X∗

n = max
k≤n

(Xk) vale la seguente disuguaglianza:

E[(X∗
n)p] ≤

( p

p− 1

)p

E[(Xn)p].

Nel caso di una martingala Xn, con E[|Xn|p] < +∞, e posto X∗
n = max

k≤n
(|Xk|) vale la seguente

disuguaglianza:

E[|X∗
n|p] ≤

( p

p− 1

)p

E[|Xn|p])

DIMOSTRAZIONE: Si definisca

τγ := inf{k tali che 1 ≤ k ≤ n,Xk > γ}, se un tale k esiste

τγ := n + 1 altrimenti.

Ovviamente τγ è un tempo d’arresto e {X∗
n > γ} coincide con

n∪
k=1
{τγ = k} e quindi per ogni

β

(X∗
n)β =

∫ X∗
n

0

βγβ−1dγ =

∫ ∞

0

βγβ−1I{X∗
n>γ}dγ =

∫ ∞

0

βγβ−1

n∑

k=1

I{τγ=k}dγ

Passando al valore medio, per β > 0,
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E[(X∗
n)β] =

n∑

k=1

∫ ∞

0

βγβ−2E[γI{τγ=k}]dγ ≤
n∑

k=1

∫ ∞

0

βγβ−2E[XkI{τγ=k}]dγ

in quanto γI{τγ=k} ≤ XkI{τγ=k}. Inoltre, essendo Xn una submartingala Xk ≤ E[Xn | Fk],
non negativa, ed essendo {τγ = k} ∈ Fk si ha

E[XkI{τγ=k}] ≤ E[E[Xn | Fk]I{τγ=k}] = E[E[XnI{τγ=k} | Fk]] = E[XnI{τγ=k}]

e quindi

E[(X∗
n)β] ≤

n∑

k=1

∫ ∞

0

βγβ−2E[XnI{τγ=k}]dγ =

∫ ∞

0

βγβ−2E[Xn

n∑

k=1

I{τγ=k}]dγ = E[

∫ ∞

0

βγβ−2XnI{X∗
n>γ}dγ]

ovvero

E[(X∗
n)β] ≤ βE[Xn

∫ ∞

0

γβ−2I{X∗
n>γ}dγ] =

β

β − 1
E[Xn(X∗

n)β−1].

Questa disuguaglianza non è banale (ovvero no è del tipo +∞ ≤+∞) prendendo β=p, in
quanto si ha che E[(X∗

n)p]≤ E[
∑n

k=1(Xk)
p]< +∞. Inoltre, usando la disuguaglianza di Hölder

si ottiene la tesi osservando che

E[(X∗
n)p] ≤ p

p− 1
E[(Xn)p]1/pE[

(
(X∗

n)p−1
)p/(p−1)

](p−1)/p =
p

p− 1
E[(Xn)p]1/pE[(X∗

n)p](p−1)/p

ESEMPI DI MARTINGALE A TEMPO CONTINUO

In modo molto simile a quanto fatto a tempo discreto per le somme di v.a. indipendenti, si
può mostrare che se Xt è un processo ad incrementi indipendenti e omogenei, con X0 = 0, e
con media nulla allora Xt è una martingala. Inoltre è facile mostrare che se Xt è un processo
ad incrementi indipendenti e omogenei, integrabile e con X0 = 0, allora E[Xt] = mt per t nei
razionali:

E[X1] =
n∑

k=1

E[Xk/n −X(k−1)/n] = nE[X1/n]

da cui E[X1/n] = 1
n
E[X1] e analogamente E[Xm/n] =

∑m
k=1 E[Xk/n −X(k−1)/n] = m

n
E[X1].

Per ottenere che ciò valga anche per ogni t reale, si deve notare che comunque E[Xt+s] =
E[Xt] + E[Xs] e aggiungere una piccola ulteriore ipotesi di regolarità: se E[Xt] è una funzione
continua in t (o continua a destra) si otterrebbe immediatamente la tesi per continuità.

Il processo Xt−E[Xt] = Xt−mt è allora un processo ad incrementi indipendenti ed omogenei,
a media nulla e quindi è una martingala.

Se ancora Xt ammette momento secondo finito, allora di nuovo (con una dimostrazione
simile) si ha che V ar(Xt) = σ2t, purché si possa affermare a priori che V ar(Xt) è una funzione
continua. Di nuovo similmente al caso a tempo discreto, accade che (Xt−E[Xt])

2−V ar(Xt) =
(Xt −mt)2 − σ2t è una martingala.
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Infine è possibile mostrare che, sotto opportune ipotesi di regolarità (continuità in
probabilità), se E[exp{θ(Xt −mt)}] < +∞, allora

E[exp{θ(Xt −mt)}] = exp{K(θ)t}
e che quindi

Zt := E[exp{θ(Xt −mt)−K(θ)t}
è una martingala a media 1.

Il tutto vale anche per i processi Yt = Y0+Xt, con dato iniziale Y0 indipendente da {Xt}, tranne
per i valori medi. Ad esempio

Z̃t := E[exp{θ(Yt −mt)−K(θ)t}]
è ancora una martingala a media costante uguale a E[exp{θY0}], purché ovviamente tale

valore medio sia finito.

APPLICAZIONE

Il processo di Wiener standard o moto Browniano Wt è una martingala, anche Mt = W 2
t − t

e infine, per ogni θ reale

Z̃t := E[exp{θWt − 1

2
θ2t}]

è una martingala a media 1.

Si noti che W 2
t è una submartingala e che quindi W 2

t = Mt + t. Anche il processo di Poisson
Nt di parametro λ, essendo un processo crescente è una submartingala, e si può decomporre
nella somma di una martingala Mt := Nt−λt e di un processo crescente At = λt. Si tratta di casi
particolari della decomposizione di Doob a tempo continuo. Altre applicazioni si potrebbero
ottenere per i processi di Poisson composti.

In generale data una v.a. Z non negativa e a media 1 in uno spazio (Ω,F ,P), si può definire
una nuova misura di probabilità Q definita da

Q(C) := EP[ICZ]

ESERCIZI
Presa Z = Z̃T = EP[exp{θWT − 1

2
θ2T}] nell’espressione precedente si trovi

1) la derivata di Radon-Nikodym

dQ
dP

∣∣∣∣
Ft

,

2) la legge di Wt rispetto a Q,

3) le distribuzioni finito dimensionali di (Wt, t ≥ 0) rispetto a Q.
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9 PROPRIETÀ DEL MOTO BROWNIANO

Abbiamo visto che il moto browniano è un particolare processo gaussiano a incrementi
indipendenti con media nulla e varianza t. Abbiamo anche visto che per la proprietà delle
v.a. gaussiane per cui non correlazione ed indipendenza sono equivalenti, un modo alternativo
di definirlo è attraverso la funzione di correlazione Cov(Wt,Ws) = t ∧ s. Inoltre sappiamo che
Wt è una martingala rispetto alla filtrazione naturale FW

t .

9.1 TRASFORMAZIONI DEL MOTO BROWNIANO

1) Per ogni s ≥ 0, W̃t := Ws+t −Ws è un moto Browniano ed è una martingala rispetto alla
filtrazione Gt := FW

s+t.

2) Per ogni c ∈ R, W
(c)
t := cWc2t è un moto Browniano ed è una martingala rispetto alla

filtrazione G(c)
t := FW

c2t (in particolare per c = −1 si ha che −Wt è ancora un moto Browniano
rispetto a FW

t ).

3) Il processo definito da Ŵt := tW1/t, per t > 0, e Z0 := 0, è ancora un moto Browniano,
rispetto alla sua filtrazione naturale.

4) Per ogni tempo d’arresto limitato τ il processo W̃
(τ)
t := Wτ+t − Wτ è ancora un moto

Browniano rispetto alla filtrazione FW
τ+t.

Questa proprietà non è immediata, ed è una proprietà che, nei processi di Markov viene
detta Proprietà di Markov Forte.

9.2 PROPRIETÀ DI MARKOV FORTE PER IL PROCESSO DI
WIENER

Sia τ un tempo d’arresto finito con probabilità 1. Allora il processo Yt := Wt+τ − Wτ è un
processo di Wiener standard ed è indipendente da Fτ . (qui si suppone di prendere una versione
continua dei Wt)

Quindi per ogni funzionale Φ, che sia R[0,∞)-misurabile delle traiettorie

E[Φ(Ws, s ≥ τ) | Fτ ] = E[Φ(Ws, s ≥ τ) | Wτ ] = E[Φ(w + Yu, u ≥ 0)] |w=W τ .

In questo senso è una generalizzazione della proprietà di Markov, che invece di valere solo
per tempi deterministici t vale anche per tempi d’arresto τ .

Più precisamente la proprietà di Markov (rispetto ad una filtrazione Ft ⊇ FX
t ) per un

generico processo Xt è la seguente:

P(Xt+s ∈ A | Ft) = P(Xt+s ∈ A | Xt) per ogni s, t ≥ 0.

(nel caso dei processi di Markov regolari

P(Xt+s ∈ A | Xt) = p(t, t + s, x, A) |x=Xt ,
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dove p(u, v, x, ·) sono le probabilità di transizione)

La proprietà di Markov forte (che non è sempre verificata per un generico processo di Markov)
è invece

P(Xτ+s ∈ A | Fτ ) = P(Xτ+s ∈ A | Xτ ) per ogni tempo d’arresto finito τ ed s ≥ 0.

Si noti che è necessario che τ sia finito affinché abbia senso Xτ ed è necessario che Xτ sia
una variabile aleatoria, e che sia Fτ -misurabile.

Questa proprietà di misurabilità è sempre verificata per processi Xt cadlag, in realtà potrebbe
bastare un poco meno e precisamente la progressiva misurabilità)

Dimostrazione (della proprietà di Markov forte per il processo di Wiener standard)

La tesi equivale a richiedere che per ogni Rk ≥ 1, 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk, A1, · · · , Ak boreliani di
R, e per ogni C ∈ Fτ

P(Yt1 ∈ A1, · · · , Ytk ∈ Ak, C) = P(Wt1 ∈ A1, · · · ,Wtk ∈ Ak)P(C)

I CASO: τ assume al più un’infinità di valori {sh}h≥1.

P(Yt1 ∈ A1, · · · , Ytk ∈ Ak, C) =
∞∑

h=1

P(Yt1 ∈ A1, · · · , Ytk ∈ Ak, C, τ = sh) =

=
∞∑

h=1

P(Wt1+sh
−Wsh

∈ A1, · · · ,Wtk+sh
−Wsh

∈ Ak, C, τ = sh) =

(C ∩ {τ = sh} ∈ Fsh
, poiché C ∈ Fτ e Wt ha incrementi indipendenti)

=
∞∑

h=1

P(Wt1+sh
−Wsh

∈ A1, · · · ,Wtk+sh
−Wsh

∈ Ak)P(C, τ = sh) =

(W ha incrementi omogenei)

=
∞∑

h=1

P(Wt1 ∈ A1, · · · ,Wtk ∈ Ak)P(C, τ = sh) = P(Wt1 ∈ A1, · · · ,Wtk ∈ Ak)P(C)

II CASO: τ generico.

Per individuare la distribuzione congiunta in realtà basta verificare che per ogni k ≥ 1,
per ogni funzione continua e limitata Φ(y1, · · · , yk) e per ogni C ∈ Fτ

E[Φ(Yt1 , · · · , Ytk)IC ] = E[Φ(Wt1 , · · · , Wtk)]P(C)
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in quanto le funzioni continue determinano univocamente la legge di una variabile
aleatoria. Per il Caso I, presa {τm} una successione di tempi d’arresto, con τm ≥ τ e
τm → τ

E[Φ(Wt1+τm −Wτm , · · · ,Wtk+τm −Wτm)IC ] = E[Φ(Wt1 , · · · , Wtk)]P(C)

Essendo le traiettorie di Wt continue (ma basterebbe che fossero continue a destra),
possiamo affermare che (Wth+τm

−Wτm) → (Wth+τ
−Wτ ) = Yth e quindi

Φ(Wt1+τm −Wτm , · · · , Wtk+τm −Wτm) → Φ(Yt1 , · · · , Ytk).

Essendo Φ limitata si può passare al limite sotto il segno di media.

OSSERVAZIONE
È evidente che questa dimostrazione (e quindi la proprietà di Markov forte) rimane valida
se al posto del moto browniano si mette un qualsiasi processo ad incrementi indipendenti ed
omogenei, con traiettorie cadlag.

9.3 PRINCIPIO DI RIFLESSIONE

Sotto questo nome vanno diverse proprietà ma la più nota è la seguente, per a ≥ 0,

P(τa ≤ t) = 2P(Wt ≥ a) =
2√
2πt

∫ ∞

A

exp{−x2

2t
}dx =

√
2

π

∫ ∞

A/
√

t

exp{−y2/2}dy.

dove τa = inf{t > 0 t.c. Wt ≥ a}, cioè il primo tempo di uscita da (−∞, a), che è un tempo
d’arresto se come al solito prendiamo la versione continua di Wt.

Per a < 0 si definisce τa = inf{t > 0 t.c. Wt ≤ a}.

Notando che τa = inf{t > 0 t.c. − Wt ≥ −a} e che −Wt è ancora un moto browniano si
ottiene che per ogni a ∈ R

P(τa ≤ t) = 2P(Wt ≥ |a|) =
2√
2πt

∫ ∞

|a|
exp{−x2

2t
}dx =

√
2

π

∫ ∞

|a|/√t

exp{−y2/2}dy.

e quindi la sua densità è

gτa(t) =

√
1

2π

|a|
t3/2

exp{−a2/2t}.
e il suo valore atteso è infinito:

E[τa] =

∫ ∞

0

t

√
1

2π

|a|
t3/2

exp{−a2/2t} dt =

∫ ∞

0

√
1

2π

|a|
t1/2

exp{−a2/2t} dt = ∞
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∫ ∞

0

√
1

2π

|a|
t1/2

exp{−a2/2t} dt ≥
∫ ∞

1

√
1

2π

|a|
t1/2

exp{−a2/2t} dt

≥
∫ ∞

1

√
1

2π

|a|
t1/2

exp{−a2/2} dt = ∞

Inoltre questa proprietà permette di calcolare la distribuzione del massimo di un moto
browniano (per a ≥ 0):

P(sup
s≤t

(Ws) ≥ a) = P(τa ≤ t) = 2P(Wt ≥ a)

DIMOSTRAZIONE INTUITIVA

P(Wt ≥ a) = P(Wt ≥ a | τa ≤ t)P(τa ≤ t) + P(Wt ≥ a | τa > t)P(τa > t) =

= P(Wt ≥ a | τa ≤ t)P(τa ≤ t) =
1

2
P(τa ≤ t)

in quanto ovviamente

P(Wt ≥ a | τa > t) = 0 e P(Wt ≥ a | τa ≤ t) = P(Wt ≤ a | τa ≤ t) =
1

2
.

Nell’ultima uguaglianza è implicito l’uso del fatto che l’informazione contenuta nell’evento
{τa ≤ t} è riassumibile nel fatto che {Wτa = a} e che Wτa+s−Wτa è ancora un moto browniano.
In realtà formalmente c’è qualche problema in quanto pur essendo {τa ≤ t} ∈ Fτ , e quindi

P(Wt ≥ a | τa ≤ t) = P(Wt ≥ Wτa | τa ≤ t) = P(Wt −Wτa ≥ 0 | τa ≤ t) =

= P(Yt−τa ≥ 0 | τa ≤ t) = P(Yt−τa ≥ 0)

essendoci di mezzo τa non è chiarissimo, anche se intuitivo che P(Yt−τa ≥ 0) = 1
2
.

DIMOSTRAZIONE FORMALE:

Faremo vedere che le trasformate di Laplace rispetto a t, di P(Wt ≥ a) e di 1
2
P(τa ≤ t)

sono uguali, utilizzando il fatto che Wτa = a, per la continuità delle traiettorie di Wt, e che
Wτ+s −Wτ è indipendente da Fτ , e quindi da τ : qualunque sia α ≥ 0,

∫ ∞

0

e−αtP(Wt ≥ a)dt = (è necessario usare la congiunta misurabilità

in (t, ω) di Wt, per scambiare gli integrali)

= E[

∫ ∞

0

e−αtI[a,+∞)(Wt)dt] =

(Wt < a per t < τa)

= E[

∫ ∞

τa

e−αtI[a,+∞)(Wt)dt] = E[

∫ ∞

τa

e−ατae−α(t−τa)I[0,+∞)(Wt −Wτa)dt] =
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(Wt −Wτa = Yt−τa e cambio di variabile)

= E[e−ατa

∫ ∞

0

e−αsI[0,+∞)(Ys)ds] =

({Yt, t ≥ 0} e τa sono indipendenti)

= E[e−ατa ]E[

∫ ∞

0

e−αsI[0,+∞)(Ys)ds] = E[e−ατa ]

∫ ∞

0

e−αsP(Ys ≥ 0)ds] =

=
1

2α
E[e−ατa ].

In modo analogo

∫ ∞

0

e−αtP(τa ≤ t)dt = E[

∫ ∞

0

e−αtI{τa≤t}dt] = E[

∫ ∞

τa

e−αtdt] =
1

α
E[e−ατa ].

In alcuni testi viene dato come principio di riflessione la seguente proprietà (la cui
dimostrazione è simile alla dimostrazione della proprietà di Markov forte):

PRINCIPIO DI RIFLESSIONE: seconda formulazione
Per ogni tempo d’arresto τ finito, il processo “riflesso“

{
Yt = Wt pert ≤ τ,

Yt − Yτ = −(Wt −Wτ ) pert > τ,

è ancora un moto browniano.

9.4 TEMPI DI USCITA DA UNA STRISCIA

Anche nel caso del moto Browniano si possono ottenere delle applicazioni simili a quelle della
rovina del giocatore. Più in generale si può considerare il processo di Wiener con coefficiente
di drift µ e coefficiente di diffusione σ, cioè

Xt := σWt + µt,

e il tempo τ di prima uscita da una striscia

τ ≡ τ(−a, b) := inf{t > 0 : Xt /∈ (−a, b)}, a, b > 0,

e cercare di calcolare la probabilità p ≡ p(x, a, b) := Px(Xτ = −a), e la trasformata di
Laplace Ex[exp{−ατ}], per x ∈ (−a, b).

Sappiamo che, essendo Wt = (Xt − µt)/σ, il processo

Zt := exp{θ(Xt − µt)/σ − θ2t/2}

è una martingala con

Ex[Zt] = exp{ θ

σ
x}.
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Anche Zt∧τ , è una martingala che inoltre converge a Zτ . La convergenza è limitata:

Zt∧τ ≤ exp{|θ|max(a, b)/σ}, se
θµ

σ
+

θ2

2
≥ 0

e quindi anche

Ex[exp{ θ

σ
Xτ} exp{−θ

2
(2

µ

σ
+ θ)τ}] = exp{ θ

σ
x}.

Scegliendo θ in modo che 2µ
σ

+ θ = 0, ovvero θ=−2µ
σ
, la precedente uguaglianza diviene

Ex[exp{ θ

σ
Xτ}] = Px[Xτ = −a] exp{− θ

σ
a}+ Px[Xτ = b] exp{ θ

σ
b} = exp{ θ

σ
x},

da cui subito, tenendo conto del valore di θ,

p exp{2 µ

σ2
a}+ (1− p) exp{−2

µ

σ2
b} = exp{−2

µ

σ2
x},

e quindi

p =
exp{−2 µ

σ2 x} − exp{−2 µ
σ2 b}

exp{2 µ
σ2 a{− exp{−2 µ

σ2 b} .

Per ogni α > 0, si pongano ora θ+
α e θ−α i due valori per cui α := θ

2
(2µ

σ
+ θ), cioè le due

soluzioni di θ2 + 2µ
σ
θ − 2α = 0, ovvero

θ+
α , θ−α := −µ

σ
±

√(µ

σ

)2

+2α.

Come prima si ottiene che

Ex[exp{θ+
α

σ
Xτ} exp{−ατ}] = exp{θ+

α

σ
x}, Ex[exp{θ−α

σ
Xτ} exp{−ατ}] = exp{θ−α

σ
x}.

Considerando che per θ = θ+
α , θ−α

Ex[exp{ θ

σ
Xτ} exp{−ατ}] = exp{− θ

σ
a}Ex[I{Xτ=−a} exp{−ατ}]+exp{ θ

σ
b}Ex[I{Xτ=b} exp{−ατ}]

si ottiene immediatamente il seguente sistema lineare nelle incognite





y−a := Ex[I{Xτ=−a} exp{−ατ}]

yb := Ex[I{Xτ=b} exp{−ατ}]




exp{− θ+
α

σ
a}y−a + exp{ θ+

α

σ
b}yb = exp{ θ+

α

σ
x}

exp{− θ−α
σ

a}y−a + exp{ θ−α
σ

b}yb = exp{ θ−α
σ

x}
di cui si ricava la soluzione, ovvero
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



y−a = exp{ν+
α x} exp{ν−α b}−exp{ν+

α b} exp{ν−α x}
exp{−ν+

α a} exp{ν−α b}−exp{ν+
α b} exp{−ν−α a}

yb = exp{−ν+
α a} exp{ν−α x}−exp{ν+

α x} exp{−ν−α a}
exp{−ν+

α a} exp{ν−α b}−exp{ν+
α b} exp{−ν−α a} ,

avendo posto

ν±α :=
θ±α
σ

= − µ

σ2
±

√( µ

σ2

)2

+2
α

σ2
.

Basta poi considerare la somma

Ex[exp{−ατ}] = y−a + yb =

=
exp{ν+

α x} exp{ν−α b} − exp{ν+
α b} exp{ν−α x}+ exp{−ν+

α a} exp{ν−α x} − exp{ν+
α x} exp{−ν−α a}

exp{−ν+
α a} exp{ν−α b} − exp{ν+

α b} exp{−ν−α a} .

ESERCIZI

1) Nel caso x = 0, µ > 0 mandare a ad infinito in modo da ottenere la trasformata di Laplace
di τ := τ(−∞, b)

Soluzione:
Si noti che, essendo α, µ > 0, si ha ν+

α > 0 e ν−α < 0. Di conseguenza exp{−ν−α a} → ∞, mentre
exp{−ν+

α a} → 0, e dalla precedente espressione per E0[exp{−ατ(−a, b)}] si ricava, per a →∞

E0[exp{−ατ(−a, b)}] → E0[exp{−ατ(−∞, b)}] =
1

exp{ν+
α b} = exp

[(
µ

σ2
−

√( µ

σ2

)2

+ 2
α

σ2

)
b

]
.

2) Si consideri il caso del moto browniano o Wiener standard, cioè con µ=0 e σ=1, e con
x = 0 ed a = b.

Soluzione:

E0[exp{−ατ(−a, a)}] =
exp{ν−α a} − exp{ν+

α a}+ exp{−ν+
α a} − exp{−ν−α a}

exp{−ν+
α a} exp{ν−α a} − exp{ν+

α a} exp{−ν−α a} ,

e quindi, poiché in questo caso ν−α = −ν+
α = −√2α,

E0[exp{−ατ(−a, a)}] =
exp{−√2αa} − exp{√2αa}+ exp{−√2αa} − exp{√2αa}

exp{−√2αa} exp{−√2αa} − exp{√2αa} exp{√2αa}

= 2
exp{√2αa} − exp{−√2αa}

exp{2√2αa} − exp{−2
√

2αa}

= 2
sinh(

√
2αa)

sinh(2
√

2αa)
= 2

sinh(
√

2αa)

2 sinh(
√

2αa) cosh(
√

2αa)

=
1

cosh(
√

2αa)
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