1 MEDIE E PROBABILITA CONDIZIONALI

Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e sia X una variabile aleatoria. Si supponga di avere
una sotto o-algebra G C F. Cerchiamo una variabile aleatoria X che sia G-misurabile e che “in
qualche senso” abbia un comportamento simile a X. Vale la pena di ricordare che una o-algebra
puo essere interpretata come “informazione” disponibile, e quindi cercare una variabile X che
sia G-misurabile con un comportamento simile ad X, significa cercare una variabile aleatoria
che, sulla base dell'informazione disponibile G, sia simile. Un’altro modo di definire questa
variabile X consiste, pit banalmente, nel richiedere che sia una variabile aleatoria G-misurabile
“vicina” ad X. Naturalmente ¢ necessario definire il senso di vicinanza, cioe quale metrica
mettere sullo spazio delle variabili aleatorie.

Diamo ora due pre-definizioni, in cui pero mancano le ipotesi da fare su X e delle precisazioni,
affinché risultino definizioni ben poste.

PRE-DEFINIZIONE 1. S cerca una variabile aleatoria )?, G-misurabile, per la quale

valga
E[X|A] = E[X|4], VAeG, conP(A4) > 0. (1)
dove
E[X|A] = EE[D)(Z;].

Si noti che (1) equivale a
E[X14 =E[XI4], VAe€G, conP(A)>0. (2)
e che quindi la richiesta che P(A) > 0 si puo omettere.

PRE-DEFINIZIONE 2. Si cerca una variabile aleatoria )?, G-misurabile, per la quale
valga

E[(X — 2)%] > E[(X — X)?,  VZ G — misurabile. (3)

Prima di tutto, dobbiamo trovare sotto quali condizioni le pre-definizioni siano ben poste,
cioe, in questo caso, che esista una variabile X per cui valga la (1) (o equivalentemente la (2))
oppure valga la (3), ed in che senso ne viene individuata una sola. Notiamo che intanto ci sono
delle condizioni necessarie da rispettare: chiaramente , per la pre-definizione 1, & necessario che
X sia una variabile aleatoria integrabile, mentre, per la pre-definizione 2, ¢ necessario richiedere



che X sia di quadrato integrabile, cio¢ sia in L*(€2, F,P), ed inoltre anche la (3) va modificata,
nel senso che e necessario richiedere che anche Z sia di quadrato integrabile. Si noti che quindi
deve essere Z € L*(Q, G, ]P) dove P = P|, cioe la restrizione di P a G. Inoltre ¢ chiaro che se
X / & una variabile aleatoria che differisce da X a meno di un insieme di misura nulla, anche
X' gode della proprieta (2) o (3) rispettivamente e quindi non si individua una sola variabile
aleatoria, ma una classe di variabili aleatorie. Queste modifiche in realta sono sufficienti a
garantire che le due pre-definizioni diventino due definizioni.

Definizione 1.1 (valore atteso condizionale 1). Sia X una variabile aleatoria integrabile,
cio¢ X € LY(Q, F,P). Sia data una variabile aleatoria X, G-misurabile, per la quale valga

E[X1 =E[XI,], VAeg. (4)

In questo modo si individua univocamente una classe di funzioni che si indica con E[X | G]
e che si chiama anche media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice inoltre
che X ¢é una versione di E[X | G].

Definizione 1.2 (valore atteso condizionale 2). Sia X una variabile aleatoria di quadrato
integrabile, cio¢ X € L*(Q,F,P). Sia data una variabile aleatoria X, G — misurabile, per la
quale valga

E[(X — 2)?] > E[(X — X)%,VZ G — misurabile, con E[Z?] < co. (5)

Anche in questo modo si individua univocamente una classe di funzioni che si indica con
E[X | G] e che si chiama anche media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice
inoltre che X & una versione di E[X | G].

Rimandiamo la verifica che effettivamente le Definizioni 1.1 e 1.2 sono ben poste a dopo aver
trattato alcuni esempi, e anticipiamo che, se X e di quadrato integrabile, allora le Definizioni
1.1 e 1.2 sono equivalenti, e quindi non c¢’e¢ ambiguita nello scegliere una definizione o l'altra e
che in seguito, riferendoci a E[X | G], intenderemo riferirci alla Definizione 1.1, che valendo per
variabili aleatorie in L', ¢ pill generale. Non ¢’¢ quindi ambiguita nella seguente definizione che
viene data in analogia con P(A) = E[14].

Definizione 1.3 (probabilita condizionale di un evento). Sia A € F un evento e G una
sottoo—algebra di F, allora

P(A[G) :=E[l4|J]

¢ detta probabilita condizionale di A data G.

Va inoltre sottolineato un abuso di notazione per cui si identifica la classe di equivalenza
E[X | G] e la variabile aleatoria X che ne ¢ un rappresentante.

Esempio 1.1 (ESEMPIO 0). Caso in cui G = {Q,0}.
In questo caso E[X | G] si riduce al valore medio usuale in quanto ovviamente E[XIq] =
E[E[X]Iq] = E[X] - 1, mentre banalmente E[X Ij] = E[E[X]Iy] = E[X] - 0.

Esempio 1.2 (ESEMPIO 1). Caso in cui G = o{A,,n > 1} ed {A,}n>1 € una partizione.



Intanto in questo caso le variabili aleatorie G-misurabili sono le funzioni del tipo

o0

Z(w) =Y cnla, (W),

n=1

dove ¢, sono costanti reali, e gli insiemi G-misurabili sono le unioni di sottofamiglie numerabili
di elementi della partizione. Basta quindi calcolare i valori ¢, che caratterizzano X, imponendo
la condizione che

[e.9]

E[XI4,] =E[XI4,] =E[> Ela,la,] =E[cnla,] = CulP[Ay]
n=1
Quindi
5 _ ElXi4,] v _ _ N\ ElX )
Cm = P4, se P(A,) >0 e X=E[X|(G]= P(A,) Ia,,

n>1

dove Y7, € la somma estesa agli indici n per cui P(A,) > 0.
St noti l'abuso di notazione: in realta

XI .
E[X | G] = {£ v.a. G — misurabili, t.c. £ = Z An ]IAn —1—2 cmla,,, perc, € R}

n>1 n) m>1

dove Y .| € la somma estesa agli indici m per cui P(A,,) = 0.

In particolare se X = I, con B € F, ricordando che P(B | G) = E[Ip | G|, otteniamo che

Bl Ipl *P(BNA,)
p(p16) = 3 By, - S EEOS s, S R | A
n>1 n>1 n>1

Ritroviamo quindi forse piu chiaramente ['idea che se si verifica A, cambiamo la probabilita
prendendo P(B | A,) al posto di P(B) se non sappiamo nulla (corrisponde al caso in cui la
o-algebra a nostra disposizione é quella banale).

Vale la pena di considerare il caso in cui B sia un evento della o-algebra G a nostra disposizione:
B € G, o equivalentemente B = U,/ A,,, per un insieme di indici I. A parole si tratta del caso
m cut B € un evento completamente osservabile, ovverosia il caso in cui B sia un evento che
possiamo conoscere perfettamente. In tale caso una versione di P(B | G) ¢é proprio Ig. Infatti

P(B|A,) =1pernel eP(A,) >0, mentre P(B | A,) =0 pern ¢ I e P(A,) > 0.

Esempio 1.3 (ESEMPIO 2). Caso in cui G = o{Y'}, con Y una variabile aleatoria a valori
in RY, e (X,Y) ammette densita di probabilita congiunta fxy(x,y). Allora, posto

i (ali) = sy VLD 4 Ty () o)

dove fo(x) € una densita di probabilita prefissata, si ha

() =B[X | V]@) = [ @ frrlalol, -y @



X(w) = /R v (ﬁz:fﬂz»@}(@%&w)

dove E[X | Y] é una abbreviazione per E[X | o(Y)].

dz + / T Liagy (2500 (W)] oy (o) 0
y=Y (w) R

Per la verifica ¢é intanto importante notare che o{Y} = {A = Y~Y(B), per B € B(R)},
quindi Ia(w) = Ip(Y(w)) e

E[X1,] = E[XI5(Y)] = / 2In() frev(@,y) dr dy.

RxRd

Cominciamo con il caso in cui fxy(x,y) > 0 per ogni (z,y) € R x RY, cosi anche fy(y) > 0
per ogni (y) € R4, e quindi

EX(@)Ia] = E[X(@)I5(Y)]
] Furte) o,
= [ ([ ) 1aweto) d

ovvero, per il Teorema di Fubini,

BRI = [ [ ota P8 5 ) do g

_ /]R /]R elsy) () do dy.

D’altra parte, nel caso generale

E[X(w)la] = N
= E[X(w)Ip(Y)]

_ Ty ooy 22 00 1) () dy
/]Rd (/]R fr(y)

# [ ([ ottt de) i)

ovvero, per il Teorema di Fubini,

o fX,Y(‘Tay) T
= [ [ ats om0 P ) do ay

+/R/Rd CL’IB(y)]{z:fy(z):O}(y)f()(l')fy(y) dx dy

= fxy(z,y)
= /R/Rd xIB(y)I{zlfY(z)>0}(y)fy—(y)fy(y) dz dy

= //d xIB(y)j{z:fy(z)>0}(y)fX7Y('T7y) dx dy
R JR

Si tratta quindi solo di controllare che, qualunque sia B € B(R?)

// I(Y) iz py (>0 () fx v (T, y) do dy:// vIp(y) fxy(z,y) dv dy.
R JR4 R JR4



La verifica ¢ immediata in quanto

[ [ ol Iene-a @) dody=o
R JR

infatti, se Ity (=0p(y) = 1, owvero se fy(y) = 0(= [ fxy(z,y) dz), allora Uinsieme
{z: fxy(z,y) > 0} ha misura di Lebesgue nulla, e quindi, per tali y

/ xIp(y) fxy(x,y) de = 0.
Rd

Esempio 1.4 (ESEMPIO 3). Caso in cui G = o{Y} e (X,Y) é una variabile
(congiuntamente) gaussiana bidimensionale, di media nulla. Come caso particolare dell’esempio
precedente si ottiene

EX |v]= XYy,
0.2
Y

A sua volta questo risultato si ottiene dal caso pitu in generale: (Xi,---,X,) € un vettore
aleatorio gaussiano di media nulla e densita congiunta

1In
f(xb to 7xn) = cexp{— Zalﬁjxixj}
(2]

n—1

Qin
]E[Xn|X17”')Xn—1]:_ :

X;.
- (07°%")
=1 ’

(Pur essendo possibile utilizzare la tecnica dell’esempio precedente si consiglia lo svolgimento
dei calcoli dopo lintroduzione delle distribuzioni condizionali) Svolgimento: Si tratta del caso
d=n—-1comn X = X, eY = (Xq,---,X1) e con fxy(z,y) > 0. Per calcolare
E[X, | X1, -+, X,_1] dobbiamo innanzitutto

fxy(@y)  fx.x(@y)
fr(y) fr(y)

999997

Esempio 1.5 (ESEMPIO 4). L’esempio 2 si generalizza facilmente al caso in cui X € una
variabile aleatoria a valori in R¥, e si vuole calcolare il valore atteso condizionale E[h(X) | Y],
dove h(-) € una funzione misurabile, a valori reali, ripetendo tutti i passaggi con i dovuti
cambiamenti:

) =BG | V1) = [ 1le) Ll v da

Enunciamo ora (senza dimostrarle, per il momento), le proprieta fondamentali della media
condizionale.

PROPRIETA DELLA MEDIA CONDIZIONALE (secondo la Definizione 1.1)



Siano X e Y variabili aleatorie integrabili in (2, F,P) e siano G e H sotto o-algebre di F,
allora valgono le seguenti proprieta:

1. Linearita

E[aX +bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G]

2. Monotonia

P(X <Y)=1implica P(E[X |G] <E[Y |G] ) =1

3. Formula dei condizionamenti successivi (caso particolare G = {Q,0})

se G CH, allora E[X | G| =E[E[X | H | G]

quindi, in particolare,

se G ={Q,0}, allora E[X] = E[E[X | H]]

4. Fattorizzazione
Se Z ¢ G-misurabile e ZX ¢ integrabile allora

E[ZX | G] = ZE[X | G]

5. Condizionamento rispetto a o-algebre indipendenti

Se X e G sono indipendenti allora

E[X | ] = E[X]
6. Condizionamento ridondante, cioe rispetto ad allargamenti indipendenti di o-algebre

Se X e G sono indipendenti da H, allora

EX |GVH]=E[X | G]
7. Disuguaglianza di Jensen per funzioni convesse (caso particolare ¢(z) = x?)

Se ¢ ¢ una funzione convessa, e ¢(X) € integrabile, allora
S(E[X | G]) <E[p(X) | G]

OSSERVAZIONE In particolare per ¢(x) = x? ed X in L*(Q, F,P), si ottiene che



(E[X | g])* <E[X*|g],
e quindi, passando al valore atteso, che
E((E[X | 6))’] <E[E[X? | G]] = E[X?].

8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata

Se { X, }n>1 € una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili, convergente
con probabilita 1 ad X, monotonamente, cioe 0 < X,, < X,,1, allora

E[X, | G] T E[X | G], con probabilita 1,

Se invece la successione converge ad X dominatamente, cioe | X,, |[< Y, allora

E[X, |G] — E[X | G], in L*.

La Definizione 1.1 & ben posta, in quanto esiste almeno una variabile aleatoria che verifica
la (4).

Si definisca infatti la misura v(-) su G come v(A) := E[X 4], per A € G. La misura v(+)

P P = 0.

Esiste quindi la derivata di Radon-Nikodym di v rispetto a P, cioé una funzione f(w) = %(w),
G — misurabile, per la quale valga, qualunque sia A € G

risulta assolutamente continua rispetto a P = P|;, in quanto se P(A)=P(A)=0, allora v(A)

v(4) = [ $)dBw) = [ i)

ovvero

E[X14] = E[fL4].

La derivata di Radon-Nikodym ¢ definita a meno di insiemi di P-misura nulla. Infatti se
g(w) € un’altra funzione G-misurabile per la quale valga E[X 4] = E[gl4] per ogni A € G,
allora E[f14] = E[gl4] per ogni A € G, ed in particolare per A = {w : f(w) > g(w)} e per
A={w: f(w) < g(w)}, per cui E[| f — g || = 0. Basta quindi prendere come X la derivata di
Radon-Nikodym f o qualunque altra variabile aleatoria che differisca da X al pil in un insieme
(G-misurabile) di probabilita nulla.

Anche la Definizione 1.2 ¢ ben posta, per convincersene basta considerare che lo spazio
L3(Q2, F,P), pensato come classi di equivalenza, ¢ uno spazio di Hilbert con la norma || X ||?=
E[| X 2] ed L2(€, G, P) & un suo sottospazio chiuso. Quindi la classe di equivalenza E[X | ]
della Definizione 1.2 ¢ la proiezione di X su L*(Q, G, @)

Si noti la (4) potrebbe essere modificata come

E[XW]=E[XW], Vv.a W G — misurabile e per cui XW¢ integrabile. (6)



Dimostrazione: [ATTENZIONE: la dimostrazione si basa sulle proprieta di linearita e di
monotonia dei valori attesi condizionali, che dimostreremo piu in la, basandoci solo sulla
definizione 1 e quindi sulla (1)] Ovviamente (1’) implica (1). Per mostrare il viceversa, basta
considerare il caso in cui W > 0. In tale caso esiste una successione W,, TW, con W,
funzioni elementari, cioe combinazioni lineari di funzioni indicatrici. D’altra parte ¢ facile
vedere (confronta le proprieta di linearita e di monotonia, successivamente) che, posto

X=X"-X", con XT=XV0, econ X~ =(-X) V0,

siha X = Xt — B(\j, per la proprieta di linearitaa, con X*te X > 0,per la proprieta di
monotonia. Inoltre si ha che
E[XW,] = E[XTW,] — E[X W,] = E[X*W,] — E[X~W,].

Per la proprieta di convergenza monotona dei valori attesi, (se Z > 0 allora 0 < ZW,, <

ZWyi1 1T ZW), si ha

E[X*W, 1 EX*W],  E[X W, EX W],
E[X+W,| 1 EX*W],  E[X-W,]1EX W],
quindi E[XW] = E[XW], in quanto

E[XW] « E[XW,] = E[XW,] — E[X+TW] — E[X-W] = E[XW]

1.1 Equivalenza tra Definizione 1.1 e Definizione 1.2 per variabili
aleatorie di quadrato sommabile

Mostreremo ora che, se X e di quadrato sommabile, allora ogni variabile aleatoria )?2 che

soddisfa la Definizione 1.2, soddisfa anche la Definizione 1.1. Per I'implicazione inversa, sempre

nel caso in cui X sia di quadrato integrabile, abbiamo bisogno di alcune delle proprieta della

media condizionale secondo la Definizione 1.1, enunciate precedentemente e che dimostreremo
in seguito.

1) Se X, ¢ la (o meglio un rappresentante della) media condizionale di X secondo la
Definizione 1.2, allora lo ¢ anche secondo la Definizione 1.1. R
Se infatti X, soddisfa la condizione (2’) allora, qualunque sia Z € L*(Q, G, P) la funzione

62(t) = E[(X — {(1 = )X, + 12} = E[(X — Xa)? — 2(X — Xo)(Z — Xa) +2(Z — Xo)?
ammette un minimo in ¢ = 0, e quindi

0o = FEIX — (1= 0% +12))| = 28X - X2 - Kol =0

Quindi posto W = Z — X, deve valere, qualunque sia W € L3(Q, 4, I@)

E[XW] = E[X,W].



Considerando che tutte le funzioni indicatrici del tipo I4, con A € G, sono in L?((, g,@),
otteniamo che se vale la (2’) allora vale la (1).

2) Se X ¢ la media condizionale di X secondo la Definizione 1.1 (o meglio ne ¢ un
rappresentante), allora lo & anche secondo la Definizione 1.2.

Infatti, allora X & di quadrato sommabile (confrontare 'osservazione alla disuguaglianza di
Jensen, proprieta 7.) e quindi la seguente funzione ¢ finita per ogni Z di quadrato sommabile

o) =E[(X —{(1 —=)X +tZ})}] = E[(X — X)? = 26(X — X)(Z — X) + t*(Z — X)?]

Poiché si tratta di una parabola essa ammette un minimo nel punto ¢, in cui la derivata si
annulla:

¢(f) = —2E[(X — X)(Z — X)] + 2tE[(Z — X)*] =0
Posto W = Z — X e tenendo conto della (1), si ottiene ¢/() = 20 E[(Z — X)?] =0, da

cui, per larbitrarieta di Z, segue che t = 0. Quindi X gode della proprieta che per ogni Z di
quadrato sommabile ¢(1) > ¢(0), ovvero la (27).

2 DIMOSTRAZIONI DELLE PROPRIETA DELLA
MEDIA CONDIZIONALE

Per alcune dimostrazioni delle proprieta della media condizionale ¢ utile il seguente lemma di
teoria della misura:

Lemma 2.1 (Lemma di Dynkin, Billingsley ??7?). Sia A una famiglia di eventi che genera
la o-algebra G e che e chiusa rispetto alla intersezione finita. Se due misure finite v e
coincidono su A, allora le due misure coincidono su G.

Faremo ora le dimostrazioni delle proprieta enunciate nella sezione precedente utilizzando
solo la Definizione 1.1.

Si noti che cio permette di concludere che la dimostrazione dell’equivalenza delle Definizioni
1.1 e 1.2 ¢ autocontenuta: in realta andrebbero prima dimostrate le proprieta 1,2,....7;
successivamente la (1’) e infine 1’equivalenza delle Definizioni 1.1 e 1.2.

777In seguito accenneremo ad un’altro tipo di dimostrazione per alcune proprieta che fa uso
del fatto che si tratta di v.a. a valori in spazi metrici completi e separabili.

1. Linearita: E[aX 4 bY | G] = aE[X | G] 4+ bE[Y | G]

La dimostrazione ¢ ovvia infatti se E[X 4] = E[XI4] e E[Y 4] = E[Y I4] per ogni A € G
allora

E[(aX + bY)I4] = aB[X 4] + bE[Y 14] = aB[X 4] + bE[Y I4] = E[(aX + bY )1 ]



2. Monotonia: P(X <Y) =1 implica P(E[X |G| <E[Y |G] ) =1

Se P(X < Y) = 1, allora E[(Y — X)I4] = E[(Y — X)I4] > 0 per ogni A € G
e quindi in particolare per A = {X < Y}, si ottiene che P(X < Y) = 1, ovvero
PEX [¢] <E[Y |g]) =1.

3. Formula dei condizionamenti successivi: se G C H, allora E[X | G| = E[E[X | H | G]
Sia G C 'H e siano X e X tali che E[XI4] = E[XI4] per ogni A € G C H e
= E[X Ip] per ogni B € H, ed in particolare per ogni A € G. Allora

E[X14] = E[X14](= E[XI4])perogniA € G

e quindi X = IE[)? | G]. La seconda parte deriva dal fatto che per la o-algebra banale la
media e la media condizionale coincidono.

4. Fattorizzazione: e Z ¢ G-misurabile e ZX ¢ integrabile allora E[ZX | G] = ZE[X | G].
Infatti allora E[XZI,] = E[XZI4], per ogni A € G e la funzione ZX & ovviamente
G-misurabile.

5. Condizionamento rispetto a c-algebre indipendenti: se X e G sono indipendenti
allora E[X | G] = E[X].

Infatti allora, per ogni A € G

E[XZ14) = E[X]|E[Z]4] = E[X|E[ZE[X]]4]
e la funzione ZE[X] & ovviamente G-misurabile.
6. Condizionamento ridondante: se X e G sono indipendenti da H allora E[X | GV H] =
E[X | G].

La dimostrazione si basa sul fatto che gli eventi del tipo AN B, con A € Ge B € H,
formano un sistema chiuso rispetto all’intersezione e generano G V 'H, per il lemma
precedente bastera quindi verificare che

E[X Iinp] = E[XI4lp] = E[XIAE[l5] = E[XIA]E[I5] = E[X I4l5] = E[X1an5]

(alternativamente, senza bisogno del lemma: le unioni finite di eventi di questo tipo
formano un’algebra che genera G V H, le due misure E[X4np] ¢ E[X14np] coincidono
sull’algebra e sono g-additive, quindi coincidono su tutta la o-algebra G V H).



7. Disuguaglianza di Jensen: se ¢ ¢ una funzione convessa, e ¢(X) ¢ integrabile, allora

¢(E[X | G]) <E[p(X) | G].

Per risultati classici di analisi ¢ & I'inviluppo delle sue tangenti ( o sotto tangenti) ovvero
esistono una successione di rette ¢, (z) = a,x + 3, per cui ¢(x) = sup, {¢,(x)}, per ogni
x in R. Per le proprieta di linearita e di monotonia si ha allora che

On(E[X | G]) = anE[X | G] + Bn = E[¢n(X) | ] < E[¢(X) | G];

passando all’estremo superiore su n si ottiene

sup{¢n (B[X | G])} = &(ELX | G]) < E[¢(X) | 7.

8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata
8i) Se {X,},>1 € una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili,
convergente con probabilita 1 ad X, monotonamente, cioe 0 < X, < X,., allora
E[X, | G] /" E[X | G], con probabilita 1.

Dalla proprieta di monotonia si ottiene che se { X, },>1 € una successione monotona allora
anche la successione delle medie condizionate X,, = E[X,, | G] &€ una successione monotona,
ed ¢ quindi convergente ad una variabile aleatoria Z , G-misurabile. (E importante notare
che per ogni n esiste un insieme A,, € G di probabilita nulla nel cui complementare vale
)?n < )?nﬂ, che queste diseguaglianze valgono contemporaneamente nel complementare
di A=J,~, An, ed infine che A ha ancora misura nulla).

Per mostrare che la successione converge ad un rappresentante di E[X | G], basta notare
che E[X,I4] = E[X, 4] T E[X14], per la convergenza monotona di {X,} a X (e quindi
di {X,I} a X1I4), e che E[X,14] T E[Z1,4], per la convergenza monotona di {X,}aZ
(e quindi di {X,, 14} a ZI4). Di conseguenza E[XI4] = E[ZI4],YA € G.

8ii) Se {X,},>1 ¢ una successione di variabili aleatorie integrabili, convergente con
probabilita 1 ad X, dominatamente, cio¢ | X,, |< Y, per una variabile aleatoria Y
integrabile, allora E[X,, | G] — E[X | G], in L.

La dimostrazione relativa alla convergenza dominata si basa sulla seguente osservazione:
se X, —» X q.c.e| X, |[<Y allora X,, — X in L' (infatti allora | X, — X |[<|Y |+ | X |e
quindi | X,, — X |— 0 dominatamente e percio E[| X,, — X |] — 0). Di conseguenza per le
proprieta di linearita e per la disuguaglianza di Jensen applicata alla funzione ¢(z) =| z |
e alla variabile aleatoria X, — X,

| E[X, | G] - E[X | G] |[=| E[X,, — X | G] [ E[|X,, — X| | G].
Passando ai valori medi

E[| E[X, | GI-E[X | G] || = E[| E[X,,—X | G] |] < E[E[| X,,—X || G]] = E[| X, =X [] = 0

OSSERVAZIONE. Dalla dimostrazione ¢ chiaro che basta la convergenza X,, — X in
L', per ottenere la convergenza delle rispettive medie condizionali in L'. In realta, nel caso
di convergenza dominata, ¢’e¢ anche la convergenza puntuale delle medie condizionali. La
dimostrazione di questo fatto e rimandata a dopo aver mostrato I’esistenza di distribuzioni
condizionali regolari.



3 PROBABILITA CONDIZIONALI REGOLARI

Il problema ¢ il seguente:

E possibile trovare una versione di P(A | G) in modo che Papplicazione
P(-|1G)(w): F—1[0,1;A—=P(A]|G)(w)
sia una probabilita per ogni w?

Ad un primo sguardo superficiale sembrerebbe di si:
Ovviamente P(Q | G)(w)=1. Dalla proprieta di monotonia si ha che P(C' | G) € [0,1], per
ogni evento C' € F. Dalla proprieta di convergenza monotona, applicata alla successione
Xn =0 Ia,, dove {A,} ¢ una successione di eventi di F, oppure di una o-algebra A C F,
si ottiene che, comunque scelta una successione di eventi di A, disgiunti a due a due, vale

P(UAn | G) = ZP(An 1 9)

n>1 n>1

nel senso che al piu differiscono per un insieme di misura nulla V.

Sembrerebbe quindi tutto funzionare. Il problema sta nel fatto che I'insieme /N puo dipendere
pero, in generale, dalla particolare successione {A,,n > 1} scelta e l'unione su tutte le
successioni possibili € un’unione non numerabile, quindi non e detto che sia un evento e, anche
se lo fosse, non e detto che sia di probabilita nulla. E proprio questo che in generale impedisce
di affermare che A — P(A | G)(w) & una probabilita.

Lo stesso tipo di problema si pone nel caso in cui invece si cerchi una versione di P(A | G)(w)
per A € A C F, mentre non c¢’¢ nessun problema del tipo precedente se A ¢ un’algebra finita
(e quindi una oc—algebra).

Comunque, nel caso in cui sia possibile trovare un nucleo di misure di probabilita, cio¢ una
famiglia

1) per ogni w € Q, Q(-,w) € una misura di probabilita su (€2,.4)
2) per ogni C € A, Q(C,-) ¢ G-misurabile ed ¢ una versione di P(C' | G)(w),

allora si dice che Q(-,w) ¢ una versione regolare di P(- | G)(w), cioe delle probabilita
condizionali.

L’interesse di tali versioni deriva dal fatto che allora, per ogni v.a. Z, A-misurabile e
integrabile, vale

E(Z|G)(w) = / Z(WQ(dw',w).
Q
(3)
Per convincersene basta capire che cio ¢ vero per Z = Is, e quindi per ogni funzione
elementare, cioé combinazione lineare di funzioni indicatrici. Quindi (3) vale per ogni v.a.



non negativa integrabile, in quanto limite monotono di funzioni elementari, e quindi per ogni
v.a. integrabile in quanto differenza di due v.a. non negative ed integrabili.

L’interesse per 'esistenza di una versione regolare delle probabilita condizionali sta anche nel
fatto che tutte le dimostrazioni delle proprieta delle medie condizionali sarebbero immediate
(in particolare la disuguaglianza di Jensen e la convergenza monotona e dominata, anche nella
versione dell’osservazione relativa, con la convergenza puntuale).

Non sempre, purtroppo, si hanno versioni regolari delle probabilita condizionali. In generale
dipende dalla g-algebra A, qui dimostreremo che cio e vero se A = o(X), dove X ¢ una variabile
aleatoria a valori in R, cioe se C' = {X € H}, H € B(R). In realta si potrebbe vedere che cio &
vero anche se X e una variabile aleatoria ddimensionale, oppure se X & una variabile aleatoria
a valori in uno spazio metrico S, completo e separabile (ovvero uno spazio polacco). In questi
casi si ottiene anche una probabilita sullo spazio S degli stati di X e si parla di distribuzione

condizionale invece che di probabilita condizionale, che invece ¢ una misura di probabilita su
Q.

L’idea & molto semplice: si considera F(t | G)(w) :=P(X <t |G)(w) per t razionale. Per la
proprieta della monotonia, possiamo prendere una versione per cui, per ogni t; < t, razionali,
F(t; | G)(w) < F(t2 | G)(w), in un evento 2y di probabilita 1: in questo caso I'evento in cui
cio non si verifica € un’unione numerabile di eventi di probabilita nulla. Per w € €)f si definisce
F(t | G)(w) = Fy(t), con Fy una fissata funzione di distribuzione, ad esempio (sempre sui
razionali). Su tale evento )y esiste, per monotonia, il limite di F (¢ | G)(w) sia per t — +00
che per t — —o0, sempre per t razionale. Tali limiti sono rispettivamente uguali ai limiti di
F(n|G)(w)edi F(—n | G)(w), e, di nuovo a parte un insieme di probabilita nulla, coincidono
rispettivamente con 1 = P(X < 400 | G) e 0 = P(X < —o0 | G).(Di nuovo su tale insieme si
definisca F(t | G)(w) = Fo(t) )

Per ogni valore s reale, ma non razionale, si definisce una successione t,, |s. Per la proprieta
della convergenza monotona (applicato a 1 — Itx<y,}) si ottiene che il limite di F(t, | G)(w)
esiste ed e una versione di P(X < s | G)(w). In questo modo si & ottenuta, per ogni w
una funzione F(s | G)(w), definita su tutti i reali, e che soddisfa tutte le proprieta di una
funzione di ripartizione, come si puo vedere facilmente. Ad ogni w e quindi associata una
misura px (- | G)(w) di probabilita, che definisce appunto la distribuzione condizionale di X
data G.

Si faccia attenzione: pux (- | G)(w) € una probabilita su (R, B(R)), mentre Q(- | G)(w) € una
misura su (§2,0(X)). Comunque accade che P{X € H} | G)(w) = pux(H | G)(w). Inoltre
poiché le v.a. o(X)—misurabili sono le variabili aleatorie del tipo Z = f(X) con f boreliana,
si ha che

E(f(X) [ 9)(w) = px(f [ 9)(w),

dove, in generale,
u(f)i= [ f@)duta),

Per la verita esiste una generalizzazione a tutti gli spazi di Borel (S,S), cioe quegli spazi
misurabili (S, S) per cui esiste un insieme E € B(R) e una funzione biunivoca ¢ : S — E che



sia (5,S) — (£, B(R)|) misurabile, e la cui inversa sia (£, B(R)|;) — (5, S) misurabile.

In particolare quindi il risultato di esistenza della versione regolare ¢ valido per (S,S) =
(R%, B(RY)) o (S,8) = (RN, RY), che sono spazi di Borel (vedere ad esempio P. Billingsley,
“Convergence of Probability measures® pag. 218 e seguenti).

Prima della dimostrazione va notato che questo fatto permette di applicare il risultato anche
al caso in cui siano coinvolte le variabili aleatorie X,,, n > 1, ed X (confrontare di nuovo
'osservazione alla proprieta della convergenza dominata per i valori attesi condizionali).

La dimostrazione ¢ basata sull’osservazione che se Y e una variabile aleatoria a valori in S,
allora X := ¢(Y) ¢ una variabile aleatoria reale,e quindi esiste una distribuzione condizionale
wx (-] G). La distribuzione condizionale di Y su (S, S) si ottiene, per J € S, come

vy (J | G)(w) = px(o(J) | G)(w)

in quanto la seconda ¢ una versione di
P{X € o())} | G)(w) =P({¢™"(X) € J} | G)(w) =P({Y € J} | G)(w).

Abbiamo gia usato il fatto che ogni funzione ¢(X )—misurabile si puo esprimere come f(X).
Supponiamo ora che G = o(Y) allora, necessariamente deve accadere che px(H)(w) sia una
funzione di Y (w), ovvero che, per ogni boreliano H, esista una funzione f(H,y), misurabile in
Y, per cui

1) f(HY(w)) = px(H)(w)

2) f(-,y) sia una misura di probabilita per ogni y
(questo ¢ sicuramente vero se y € Y (Q2), mentre se y ¢ Y (€2) basta definire f(H,y) = v(H)
per una fissata misura di probabilita v).

Indicheremo f(H,y) con la notazione pill evocativa di ux(H | Y =y) o anche puxy(H |y).
Analogamente indicheremo con Fx(t | Y = y) o con Fx|y(t | y) la funzione di distribuzione
condizionale di X data Y, “valutatain Y = y”. Ovviamente tale espressione non va confusa con
P(X <t|{Y =y}), che tra I’altro potrebbe non avere senso nel caso in cui P({Y = y}) = 0.

ESEMPIO 1 (caso dominato)

Si tratta della generalizzazione del’lESEMPIO 2. Siano X ed Y due variabili aleatorie con
legge congiunta assolutamente continua rispetto ad una misura prodotto vy (dz) X vo(dy) cioe
con legge congiunta data da

pxy (dz, dy) = f(x,y)vi(dz) x va(dy).

E facile vedere che la legge di X & assolutamente continua rispetto a v1(dz) e la legge di Y
lo & rispetto a v5(dy), o meglio

) = | [ 1ot n(as) = fxeman),

py (dy) = { / f(%y)vl(dl‘)] va(dy) = fy (y)ra(dy).



In questo caso anche la legge condizionale di X data Y ¢ assolutamente continua rispetto a
v1(dx) e risulta

pxy (dzly) =
per uy—quasi ogni y.
Infatti e facile verificare che, per ogni funzione ¢g : R — R, misurabile,

Elg(X)h(Y)] = E[¢(Y)R(Y)], per ogni funzione h misurabile (%)

dove

o) = [ s@wxyldsty) = [ g(a) ];ff(’y? vi(de);

( ovviamente g ed h devono soddisfare ipotesi che garantiscano 'integrabilita delle v.a. g(X)
ed h(Y))

Tutte le v.a. W che siano o(Y')—misurabili sono del tipo W = h(Y') per h boreliana, di
conseguenza

f(z,y)
BlG(X) | Y) = 6(¥) = [ o(o) ()] _y, = [ 90) L2 (i)
)" =Y ()
Un risultato analogo vale ovviamente anche per la legge di Y data X.
Casi particolari sono i casi in cui vi(dx) = dzx, e r(dy) = dy, cioe torniamo al caso

della misura di Lebesgue esaminato nellESEMPIO 2, oppure vi(dz) = > 70, (dx), e
vao(dy) = >"07 59y, (dy) e si trova allora che

E[g(X) | Y Zg @) ixy ({2 W),y o) Zg ) P(X =20 | Y = )|y () -

ESEMPIO 2 (caso non dominato)

Siano X ed Y due variabili aleatorie con legge congiunta data da

pxy (de,dy) = p f1(x) dz dagw) (dy) + q fo(z,y) dz dy,
dove
J.(dz) ¢ la misura concentrata in z (ovvero 6,(A) =1 se z € A, mentre 6,(A) =0se z ¢ A),
ptg=1,
fi(z) ¢ una densita di probabilita su R
f2(z,y) & una densita di probabilita su R?

a ¢ una funzione invertibile, C' e con | /() | strettamente positiva.



Le distribuzioni marginali sono equivalenti alla misura di Lebesgue, essendo

px (d) = {pﬁ(w) =1 f2<x,y>czy] dr,

) = [P ) s+ 0 [l ay.

L’ultima uguaglianza deriva da

EL(Y)] = p / h(a(2) fi(2)d + g / h(y)dy / fole, y)de =

= [ B Al )y +a [ Wy [ Gede = [ by ()

Come si procede per calcolare la media condizionata di g(X) data Y?

Come nell’esempio precedente si deve trovare una v.a. (Y )-misurabile, cio¢ una funzione
¢(Y) per cui valga

E[g(X)h(Y)] = E[¢(Y)h(Y)], per ogni funzione h misurabile (%)
Se poi troviamo che

b(y) = / o) (dz;y)

per una misura di probabilita v(-; y), allora potremo affermare che v(+; y) € una versione regolare
della distribuzione condizionale di X data Y = y.
Ora, qualunque sia la funzione h

ECORY] = p [ [ @) @)dnsu ) + o [ [ oo e y)dndy
— o [t s +q [ ( [ o) faloy)de) iy
= [ st e W) i +a [ ([ o) e nway
= [ [pte s ) i ol [ st o) | o

mentre invece

E[6(Y)h(Y)] = p / SBAC ) i ,( Sy +a / o(y)h(y)dy / folz, y)de

= [ow {pma%y»mm( [ stz |

Quindi affinché valga 'uguaglianza (*), qualunque sia h, ¢ necessario e sufficiente che



ot ) e ) i+ o [ o) o) =

= o(0) [phl0” ) iy + ([ o)
ovvero che
pg(a™(y) file™ W) watmmy + q(f 9(2) fo(z, y)d:::)
PA W) wr T q(f fa(z, y)dar> |

o(y) =

Si noti ancora che
o0 ) = [ gle)borrida).

Per questo motivo, qualunque sia g, si puo riscrivere il numeratore come

_ 1
PR ) i [ 980 + o [ o) he.v)as)
e quindi la legge x|y (dz|y) di X, condizionata ad Y = y, ¢ proporzionale a

1 1
pfl(a (y))|o/(oz—1(y))|

Si noti che quindi la legge di X condizionata a Y = y non ¢ assolutamente continua rispetto
alla distribuzione iniziale di X, che ha invece una densita rispetto alla misura di Lebesgue.

da-1(y)(dz) + qf2(, y)dz.

4 MARTINGALE

Per definire una martingala abbiamo bisogno di dare prima la seguente

Definizione 4.1 (FILTRAZIONE). In uno spazio (Q, F), la famiglia {F;,t > 0} si dice una
filtrazione se ¢ una famiglia crescente di o-algebre di F, cioe Fs C Fy CF, per 0 < s <t. (La
definizione ha senso anche nel caso in cuit =n € N, e nel caso in cuit € I CR, ad esempio
te[0,77).

La o—algebra rappresenta 'informazione disponibile fino al tempo t.

Definizione 4.2 (MARTINGALA). Un processo aleatorio X; si dice una martingala rispetto
ad una filtrazione {F} se

0) X, é Fi-misurabile per ogni t > 0. ( o pit rapidamente il processo X; € adattato ad F;)
1) X, é integrabile per ognit > 0, cioé E[|X; |]< 400 per ognit > 0.
2) E/X, s | FiJ=X:, per ogni t,s> 0

Nel caso in cui t=n€ N la 2) puo essere sostituita con la richiesta che

E[X,11 | Fn] = Xn, per ogni n € N.



Si noti che la proprieta 0) e sovrabbondante in quanto la 2) implica che X sia F;-misurabile.
Cio non ¢ vero nella seguente definizione:

Definizione 4.3 (SUBMARTINGALA (SUPERMARTINGALA)). Un processo
aleatorio X si dice una submartingala (supermartingala) rispetto ad una filtrazione {F;}
se

0) X; ¢ Fi-misurabile per ognit > 0. (o piu rapidamente il processo X, ¢ adattato ad F)
1) X, é integrabile per ognit > 0, cioé E[| X; || < 400 per ogni t > 0.
2) E[Xits | Ft] 2 Xe(E[Xpss | Fr] < X4), per ognit,s >0,

Di nuovo, nel caso in cuit =n € N la 2) puo essere sostituita con la richiesta che

E[Xn—i-l | fn] Z Xn(E[Xn+1 ‘ fn] S Xn)a per Ogni nec N

Osservazione 4.1. OSSERVAZIONE 1 Se X, é una martingala (o submartingala) rispetto a
una filtrazione {F} e se {Gi} & una filtrazione per cui o(X;) C Gy C Fy, allora Xy lo é anche
rispetto alla nuova filtrazione:

ElXis | 6] = E[E[X;ys | o] | G = E[X¢ | Gi] = Xo.

In particolare per ogni martingala (o submartingala) si puo prendere sempre la filtrazione
minimale FX = a{X,,u < t}, che per la proprieta 0) ¢ sempre contenuta in Fy. Quindi, in
genere, se la filtrazione non é specificata, si deve intendere che si tratti della filtrazione naturale.

Se invece {H;} & una filtrazione per cui H; é indipendente da F, (e quindi da X;), allora X;
¢ una martingala (o submartingala) anche rispetto alla filtrazione Gy:=F; V Hy; (confrontare la
proprieta 6 delle medie condizionali: condizionamento ridondante).

Osservazione 4.2. OSSERVAZIONE 2 Ogni martingala ha media costante e ogni
submartingala ha media crescente (in senso lato): basta passare al valore medio nella proprieta
3 delle medie condizionali (condizionamenti successivi) e tenere presente che il valore medio di
Y coincide con il valore medio di E[Y | G].

Osservazione 4.3. OSSERVAZIONE 3 Data wuna submartingala X, si ottiene wuna
supermartingala considerando —X;, e viceversa.

ESEMPI DI MARTINGALE E DI SUBMARTINGALE

Esempio 4.1. 1) Sia data una variabile aleatoria Y integrabile ed una filtrazione {Fi}. Si
definisca X; = E[Y | F)|. Si dimostra facilmente che X; € una martingala:

E[Xis | Fi] = EEY [ Fopd] | Fi] = E[Y | Fy

Questo esempio aiuta a capire il nome di submartingala: sia ora X; una submartingala,
allora, fissato v =t + s, il processo

Zy = E[Xyys | i) = E[X, | A,

¢ una martingala per t € [0,v], quindi la proprieta 2) per le submartingale diviene Z; :=
E[X, | Fi] > X, ovvero che X; sia sotto la martingala

Z; = E[X, | F.



Esempio 4.2. 2) Sia data una successione di variabili aleatorie Y,, indipendenti, identicamente
distribuite, integrabili e a media nulla. Si definisca

k=1

Si ottiene facilmente che S, ¢ una martingala (rispetto a F3 = o{Yy, -+, Y, }):

E[SnH ’ fn] = ]E[Sn + Yo ’ fn] = Sp + E[YnH | ]:n] = Sp +E{Yn+1] = Sp.
Se le v.a. Y}, non sono a media nulla, basta sostituire Yy, — u, se p = E[Y1], ed ottenere che

§n:Z(Yk—u):ZYk—nu:Sn—nu
k=1 k=1

¢ una martingala.

Esempio 4.3. 3) Se siamo nelle stesse ipotesi del precedente esempio 2) ed inoltre le v.a.
Y. ammettono momento secondo finito, e quindi varianza o?, allora M, := S* — no?
martingala:

e una

My =M, = 5721+1_(n+1)02_(8721_n02) = <52+2Yn+15n+y73+1)_5’721_02 = 2Yn-|-1‘S(n“‘YnQ—f—l_(72
Passando alle medie condizionali si ottiene che

E[M, 41 — M, | F,] = E[2Y, 1S, + Y2, — 0 | F
=25, E[Yo1 | F +E[Y,2, | Ful —02=25,-0+0°—0*=0

in quanto Y,y & indipendente da F, e quindi i valori medi condizionali BfY, 1 | F,] ed
B2, | Fa] coincidono con i rispettivi valori medi.
Se le v.a. Y} non sono a media nulla, allora

M, := (S, — nu)?* — no?
¢ una martingala.

Esempio 4.4. /) Sia X; una martingala con E[| X; |*] < +o00, per un o > 1. Allora il processo
| Xi |* & una submartingala: basta applicare la disuguaglianza di Jensen alla funzione |x|*, che
e convessa per o > 1

| Xo [*=| E[Xpys | Fi] [*< E[| Xogs [7] 7

Questo esempio si generalizza immediatamente al caso di ogni funzione convessa ¢, purché,
ovviamente, E[p(X;)] < 400.

Per ottenere un risultato analogo nel caso in cui X; sia una submartingala bisogna aggiungere
Uipotesi che ¢ sia una funzione crescente, cosi’ che, essendo X; < E[Xyys | Fl,

P(Xy) < O(E[Xiys | F]) < E[p(Xiys) | Fi.



Esempio 4.5. 5) Se le variabili aleatorie Wy, sono i.i.d. con E[W;] = 1, allora la successione
di v.a.

Zn = f[ Wk
k=1

definisce una martingala:

E[ZnJrl | -,Fn] = E[ZanJrl ‘ fn] = ZnE[WnJrl ‘ fn] = ZnE[Wn+1] = Zn-

Come caso particolare si consideri la situazione dell’esempio 2) con lulteriore ipotesi che
per un 0 € R valga

E[exp{0Y1}] = exp{¢/(0)} < +o0

( si noti che non é necessario supporre E[Y1] = 0). Allora ovviamente

Elexp{0Y1} exp{—4(0)}] = Elexp{0Y; — ¢ (0)}] = 1.

Come consequenza

Zn = exp{0S,, —ny(0)}

¢ una martingala positiva di media 1.

Esempio 4.6. 6) Dato uno spazio (0, F) e su di esso una filtrazione F; e due misure di
probabilita P e Q, con P assolutamente continua rispetto a Q (di conseguenza lo sono anche
rispetto ad Fy per ognit). Si definisca la derivata di Radon Nikodym di P rispetto a Q, entrambe
ristrette a F;, cioe

P
Q|

Il processo Ly & una Fy-martingala nello spazio (2, F,Q), anzi pit in generale risulta che se
X, & un processo adattato ad F, allora Xy € una Fy-martingala nello spazio (Q, F,P) se e solo
se Xy L & una Fy-martingala nello spazio (0, F, Q) (quindi il caso precedente deriva prendendo
banalmente X; = 1).

Lt:

Infatti X, € una martingala in (2, F,P), se e solo ¢ integrabile rispetto a P e se per 0 < s <t
e Ae F,
EF (14X, = EF[I4 X,
mentre X;L;y lo é in (2, F,Q) se e solo se ¢ integrabile rispetto a Q e se per 0 < s <t e
AeFs
EQI4 X, L] = ER[I4 X, L,].

Ovviamente, essendo 14X una v.a. Fs-misurabile, si ha E¥[[4X,] = EQI, X L] e, essendo
I14X; una v.a. F;-misurabile, in quanto A € F, C F;, si ha EF[I,X,] = EQ[I,X;L;]. La verifica
dell’integrabilita ¢ banale.



Esempio 4.7. 7) Sia X,, una catena di Markov con spazio degli stati finito e con probabilita di
transizione p; ;. Sia 1

Sia inoltre h una funzione armonica rispetto alla matrice delle probabilitad
di transizione P = (p; ;)i j, cioé

h(i) = (Ph)(i) ==Y _ pi;h()), per ogni i
J
(si noti che cio corrisponde a chiedere che h sia la soluzione di (P — I)h =0).
1l processo
M" .= h(X,)

¢ una martingala (rispetto a FX = 0{Xy, k=0, ,n}).
Questo risultato deriva da un caso piu generale: qualunque sia f

3
—

M= f(Xn) = ) (P = 1)f(X)

0

>
I

¢ una martingala rispetto a FX.
Cominiciamo con il caso h armonica. Basta controllare che

E[M}, | FY] =M},
ovvero che

E[h(Xnt1) | Xo, Xno1, -

-, Xo] = h(X,).
Essendo (X,,n > 0) una catena di Markov si ha'

E[f(Xn-i-l) | Xn7Xn—17 T ,X()}

= (Pf)(Xy)
ed il caso f = h armonica ¢ immediato. 1l caso generale deriva dall’osservare che
n n—1
My = ML = f(Xon) = Y (P = DF(Xe) = f(X0) + Y (P = Df(X0)
k=0

k=0

ML = M} = f(Xp1) — (P = D) f(Xs) — f(Xa) = f(Xns1)

e quindi

- (Pf)(Xn)a

n+1

E[M,, — M] | FX] = E[f(Xan) = (PH)(Xa) | Fi] = E[f(Xus) | F] = (PF)(X)

X,)=0.
INel caso di variabili aleatorie discrete possiamo applicare i risultati sulle densitd condizionali: posto
X = (X, Xpn—1, -, Xo), sappiamo che

E[f( n+1 | X Zf n+1 =J | {X = X})|x:X(w)
Per la proprieta di Markov P(X,,41 = j | X = x) = P(Xpy1 = J
P(Xpp1 =7 | X) = P(Xpp1 = j | Xp) = px,5 ¢ 2 fF)P(Xng1 = 7 |
E[f(Xn41) | Xn, Xno1,- -, Xo] = (Pf)(Xn)



5 DECOMPOSIZIONE DI DOOB

Teorema 5.1 (Decomposizione di Doob). : Data una submartingala X,, a tempo discreto,
essa si puo sempre scrivere in modo unico (a meno di insiemi di misura nulla) come

Xn:XO+Mn+An7

dove M, ¢é una martingala ed A, ¢é un processo predicibile (cioé, per ogni n € N, A, ¢
Fn_1-misurabile) crescente in senso lato, con Ay = 0.

Dimostrazione

Se una tale decomposizione esiste necessariamente deve accadere che My = 0, ed inoltre,
essendo A, = X,, — Xg — M,,, deve accadere che

AnJrl - An = XnJrl - XO - Mn+1 - (Xn - XO - Mn) = Xn+1 - Xn - (MnJrl - Mn)

Essendo A,,.1 — A, una v.a. F,-misurabile, passando alla media condizionale rispetto ad F,,
essa non cambia, per cui deve necessariamente accadere che

An-‘,—l - An = E[Xn—‘rl - Xn - (Mn—i—l - Mn) | ‘/Tn] - E[Xn-i-l | fn] - Xn-

Quindi I'unico modo per definire A, ¢ il seguente

n n

Ant =Y (Ac+ 1= Ap) =D (B[Xps | Fil = Xi),

k=0 k=0

Si tratta ora solo di verificare che con questa definizione di {A,},>0 il processo M, :=
X, — Xo — A, € una martingala. Ma ovviamente

Mn+1 - Mn = Xn+1 - XO - An+1 - (Xn - XO - An) = XnJrl - Xn - (AnJrl - An)y

per cui, tenendo conto che per definizione A, +1— A, = E[X,,1; | F,] — X,, e passando alla
media condizionale, si ottiene la tesi.

6 MARTINGALE, SUBMARTINGALE E TEMPI
D’ARRESTO

Definizione 6.1. . Sia {F;} una filtrazione e sia 7 : @ — RTU{oo}, una variabile aleatori (la
v.a. T deve prendere valori negli indici del tempo preso in considerazione e quindi, ad esempio,
in N se si tratta tempo discreto, ma puo anche prendere il valore infinito). La v.a. T si dice
tempo d’arresto (o stopping time) rispetto ad {F;}, se per ogni t

{r<tleF

Si dice inoltre che 7 ¢ un tempo d’arresto finito se



P(r < +00) =1

e che T € un tempo d’arresto limitato se esiste un numero L< 4+oo per cui

Pir<L)=1

(Si noti che a volte la filtrazione in considerazione ¢ ovvia, e quindi non viene specificata.)

Nel caso in cui l'insieme dei tempi sia N & equivalente chiedere che {7 = n} € F, per ogni
n in quanto ovviamente

r=n}—{r<ah\r<n—1}
e quindi se {1 < n} e F,e{r <n—-1} € F,_; C F, allora {r = n} € F, per ogni n,
mentre
{r <n} =Ui_o{r =k}
e quindi se {T = k} € Fj per ogni k, essendo Fj, C F, per k < n, si ha che {r <n} € F,

per ogni n.

ESEMPIO
Con le stesse notazioni dell’esempio 3) e per ogni a € R,

7(w) = inf{n : S, > a}, (con la convenzione che inf{¢} = +00)

& un tempo d’arresto rispetto ad F2, in quanto per decidere se 'evento {7 < k} si & verificato,
basta esaminare le prime k v.a. Sy,--- , Sk.

Invece o(w) = sup{n < 10 : S, > a}, se un tale n esiste e 10 altrimenti, non ¢ un tempo
d’arresto, in quanto, ad esempio, per decidere se I'evento {o < 3} si & verificato, bisogna
esaminare tutte le v.a. Sp,---,S10 e non solo 51,5, 53, percio {¢ < 3} non é misurabile
rispetto a Fy .

Definizione 6.2. . Dato un tempo d’arresto T, si definisce la o-algebra degli eventi fino
al tempo T come

F.={A € F, per cui AN{r <t} € F; per ogni t}
dove Fy = \t/]:t.

Si tratta cioe degli eventi, per i quali stabilire il loro verificarsi insieme al verificarsi di {T < ¢}
dipende solo dall’informazione disponibile fino al tempo ¢.

ESERCIZIO:
Controllare che F, € una o-algebra.
(suggerimento: se A € F, allora l'evento A°N{r <t} ={r <t}P\{An{r <t}} € F)



ESEMPI
Se F, = o{X1,---, X} e = inf{nt.c. X,, € I}, con I € B(R), allora 7 ¢ un F,, tempo
d’arresto, infatti 'evento {7 < n} = {3k <nt.c. X, €I} € F,.

Nel caso tempo continuo non e cosi’ semplice, pero qualcosa si puo dire.

Definizione 6.3. Sia

T4 =inf{t >0 t.c. X, ¢ A},
con la convenzione che l’estremo inferiore dell’insieme vuoto e uguale a +00.
La v. a. T4 € detta tempo di prima uscita da A.

LEMMA 1. Se X, € un processo a traiettorie continue e A & aperto, allora 74 € un tempo
d’arresto.

Dimostrazione Si tratta di notare che, essendo A° chiuso la funzione z +— dist(z, A°)
e continua, e di conseguenza, essendo X; a traiettorie continue, si ha che la funzione s +—
dist(X, A°) ¢ continua. Percio

inf dist(Xs, A°) = min dist(Xj, A°)

0<s<t 0<s<t

e quindi

. . c . : c ]‘
{ra > 1} = { inf dist(X,, A%) > 0} = U{nggtdlst(Xs,A ) >~}

1 1

- V>—}= i 9> -

U{Og;ftdlst X, AC) > n} U ﬂ {dist(Xs, A°) > n} e F
5eQ n 0Zsst

Si noti che se il Oi<nf< dist(Xs, A°) non fosse un minimo, allora potrebbero verificarsi
s<t

contemporaneamente gﬁ eventi
{ta>t}e {0;2£td15t(Xs’A ) =0},
e la prima delle precedenti uguaglianze non sarebbe valida.

Nel caso in cui I'insieme A non sia aperto non e detto che 74 sia un tempo d’arresto. Se A
e un insieme chiuso allora 74 ¢ un tempo d’arresto in senso debole, ovvero

{Ta <t} € F, per ogni t > 0.

OSSERVAZIONE

Affermare che 7 ¢ un tempo d’arresto debole € equivalente ad affermare che ¢ un tempo di
arresto rispetto alla filtrazione
Fi+r = N Fs.
s>t



Infatti in generale, se {7 < t} € F; per ogni ¢t > 0, allora, qualunque sia m > 1
1
{r <t} = D {r<t+-}eF, 1,
n>m n m

e quindi {7 <t} € F, per ogni s > t, ovvero ' {7 <t} € Fi+ per ogni t.

LEMMA 2. Se X; & un processo con traiettorie continue a destra con limiti a sinistra
(cadlag acronimo dal francese continue a droite limite a gauche), la filtrazione & continua a
destra (cioe F; = Fy+ = ﬂt]-"s) ed F e un chiuso allora 77 € un tempo d’arresto.

s>

Dimostrazione Basta dimostrare che 77 ¢ un tempo d’arresto in senso debole, e difatti

{rr >t} = [ {X, € F},

0<s<t

ed essendo il processo X; a traiettorie cadlag ed F chiuso si ha

(N {X.eF}= ({X.eF}eF.

0<s<t 0<s<t
seQ

(infatti se X € F per ogni s € QN [0,¢t), allora Vr <t X, =lim .., X,€F)

seQN(r,t)

6.1 ALCUNE PROPRIETA DEI TEMPI D’ARRESTO

1) Se 7 e o sono tempi d’arresto allora 7 A o e 7V o sono tempi d’arresto.

Infatti, per ogni t,
{rveo<ti={r<t}n{oc<tte Fe{rno <t} ={r<t}u{o<t}leF
2) Se T ¢un tempo d’arresto allora la successione Tn:[:Z—M ¢ una successione di tempi d’arresto
per cui 7,, — T, con 7, > 7 per ogni n. (qui [x]| denota la parte intera superiore)
Infatti, V¢, posto t, = %, risulta

[nt]

{r, <t} ={[mn] §nt}:{T§T}€ftn§ft,

in quanto, posto k = [tn], cioe k — 1 < mn < k, e k < nt, allora |nt] > k > mn, ovvero
T < LZ—”, ed ovviamente risulta ¢,, < t.
Per la convergenza di 7,, a 7, basta osservare che qualunque sia z € R si ha

(n:ﬂ_l: Mﬂ_1<x§ [nx]

n n n n

n

L Alternativamente: per ogni s >t si ha {r <t} = QI{T <t+=tye Fit(s—t) = Fs
n7



Si osservi che, se di prende 7, = 7on, allora 7,, \, 7, cio¢ 7, € anche una successione
monotona non crescente, e che inoltre {7,,} C D, dove D & l'insieme dei diadici. Infine
va notato che tale risultato e interessante solo nel caso di tempi d’arresto che assumono
valori in un insieme non discreto.

3) La v.a. 7 ¢ F,-misurabile.

Infatti, per ogni s, {7 <s}€ F, in quanto, qualunque sia t,

{r<stn{r<t}={r<sAnt}e Fsnu CF

4) Se 7 e o sono tempi d’arresto e P{c < 7} = 1, ed F, contiene tutti gli eventi trascurabili
(cioé gli insiemi contenuti in insiemi di probabilita nulla), allora F, C F,.

Infatti se A € Fw e AN{o <t} € F; per ogni ¢, allora

Anfr<ti=An{r<tin{o<tHUAn{r<t}n{o>t}) =

—(An{o<thn{r<thuCe 7

in quanto C := (AN {7 <t} N{o > t}) € Fy C F;, essendo un evento trascurabile, e
{r <t} e An{o <t} sono in F; per ipotesi.

Si osservi che se invece o0 < 7 certamente, allora la condizione che Fy contenga tutti gli
eventi trascurabili non e necessaria.

Conviene qui osservare che se una filtrazione soddisfa le condizioni “ABITUALI“, cioe
i) Fo contiene tutti gli eventi trascurabili non ¢ necessaria.
ii) la filtrazione ¢ continua a destra (cioe F; = F+ := N Fy)
s>t

si possono applicare sia il Lemma 2 (e ottenere dalla ii) che i tempi di uscita da un chiuso
sono tempi d’arresto) sia la proprieta 4 (e ottenere dalla i) che F, C F,).

6.2 CASO A TEMPO DISCRETO

PROPOSIZIONE(Martingale arrestate) Data una F,-martingala (o submartingala) X,
ed un tempo d’arresto 7, il processo

Y, = Xn/\T

¢ una F,-martingala (o submartingala).



Dimostrazione. Cominciamo con il dimostrare che Y,, ¢ F,,-misurabile e che e integrabile.
Si noti che

Y, = XT]{Tgn} + XnI{T>n}7

e quindi

Y, = Xolr—oy + Xidprm1y + Xolfpoy + - + Xl prmy + X Loy, (7)
Yo = Xolyr—oy + Xidyr—1y + Xodyrgy + - + X Lirony (8)

e che {1 =k} € Fr C F,, {7 > n} € F, e che X} sono F,-misurabili per k < n, da cui la
Fn-misurabilita di Y,,. Per ottenere I'integrabilita basta notare che dalla (8)

[ Yo [<I Xo |+ [ Xu [+ Xo [+ 4| Xo |

e sfruttare 'integrabilita delle Xj.
Per ottenere il resto dobbiamo notare che dalla (8), con n + 1 al posto di n, si ha

Yn+1 = XOI{T:O} + XII{T:I} + X2I{T:2} +ee XnI{T:n} + Xn+ll{7'>n}7 (9>

e quindi, confrontando (7) e (9)

Yot — Yo = (Xot1 — Xo) lrony

Di conseguenza, essendo I{;~,) una v.a. J,-misurabile, ed X,, una martingala,

E[Yn+1 - Yn ’ Fn] — E[Xn+1 - Xn ’ f‘n][{7—>n} - O

Nel caso in cui X,, sia una submartingala risulta ovviamente E[Y,,.; — Y, | F,,] > 0.

PROPOSIZIONE Data una F,-submartingala (o martingala) X,, ed un tempo d’arresto T,
limitato quasi certamente, ovvero per cui

P1<7t<n)=1

allora

E[X1] < E[X,] < E[X,].
(Nel caso di martingale E[X;] = E[X,] = E[X,,].)

Dimostrazione: Per la proposizione precedente si ha che {X,;}r € una submartingala, e
quindi in particolare il valore medio ¢ crescente (in senso lato). Poiché X, ,; = X7, la prima
disuguaglianza segue immediatamente.

Per la seconda disuguaglianza basta mostrare che E[X,, — X;| > 0 e infatti

n

Xy = X = (X = X) gy = (X0 = Xy

i=1 i=1



e quindi

n n

E[X, = X;] = ) El[(X0 — X)Ir—y] = Y EIE[(X, — Xi)Iir—y | F]

i=1 i=1

La tesi segue in quanto
E[(Xn — Xi)Ir—iy | Fi] = Iir—py B[(Xn — X3) | Fi] > 0,

nel caso delle submartingale (= 0 nel caso delle martingale).

6.3 Applicazioni:
il problema della rovina del giocatore con le martingale

1) caso simmetrico
Sia Y}, una successione di v.a. indipendenti, con

P(Yi = 1) = P(Yi = —1) = ..

e sia .
Su =) Vi
k=1
Sappiamo (vedi esempio 2) che S,, & una martingala. Siano a e b numeri naturali non nulli e sia
7 =7(a,b) :=inf{n t.c. S, ¢ (—a,b)} =inf{n t.c. S, = —a o S, = b}.

La variabile aleatoria 7 ¢ finita ? con probabilita 1, cioé P(7 < +00) = 1.

2Si puo dimostrare direttamente, anche nel caso generale, con P(Y}, = 1) = p, che

P(r = +o00) = lim P(r > n(a+1b)) =0.

n—oo

Infatti, si ha {7 = +o0} = Ql{T >n(a+b)} e P(r > n(a+b)) < a™ per un a < 1. La prima uguaglianza &

ovvia, mentre la seconda si puo vedere facilmente osservando che

{w tali che esiste & < n per cui Yy(aqp)+1 = Yi(atb)+2 = = Yi(atb)tats = 1} C {7 <n(a +b)},
e che quindi
P({J (Vitatrty1 = Yiasn+2 = =+ = Yiasn)yrars = 1}) S P(T < n(a+b))
k<n

ovvero, passando ai complementari, e utilizzando I'indipendenza delle v.a. Y},

P([(){Yk(att)+1 = Yeartysz = - = Yiasb)rats = 1}°)
k<n
= HP({Yk(a+b)+1 = Yk(a+b)+2 == Yk(a+b)+a+b = 1}0)
k<n
= JI -t = (1= p**)" = o™ > P(7 > n(a +b)).
k<n

Si noti che in fondo si & dimostrato che 7 < T'(a + b), dove T' ¢ una variabile aleatoria geometrica di parametro
B=p*tt =1—aq.



Per uno dei risultati precedenti sappiamo che S,,, € una martingala e che quindi

E[Surr] = E[Sinr] = E[S1] =0

Inoltre S,r, — S; per n — 400, € |Syar| < max(a,b) e quindi per il teorema della
convergenza dominata

E[Sye] — E[S,].

Di conseguenza
E[S;] = —aP(S; = —a) + b(1 — P(S, = —a)) =0,

da cui immediatamente

2) caso generale
Come nell’applicazione 1) ma con P(Y, = 1) = pe P(Yy = —1) = ¢ = 1 — p. Si procede in
modo analogo al caso precedente, ma questa volta si prende come martingala

Zn = exp{0S,, —ny(0)}

dove
exp{t)(0)} = Elexp{0Y1}] = exp{0}p + exp{—0}q.

Si cerca, se esiste § in modo che () = 0 ovvero, posto exp{f} = a, si cerca ap + a~q =1,
ovvero o?p — a+ q = 0. Cid & possibile solo per

:1:|:\/1—4pq:1:|: 1—4p—|—4p2:1:|: 1—4p+4p2:1:i:|1—2p|:lzt(l—Qp)

!
2p 2p 2p 2p 2p

ovvero per @ = 1 o a = 1 (come del resto si pud vedere anche subito). Il caso a = 1

corrisponderebbe a Z, = 1 e non porterebbe ad alcun risultato, mentre exp{f} = a = %

Shn,
corrisponde a Z,, = (%) . Di nuovo, sempre per convergenza dominata,

1= BZun] — B(Z) = (2) "BUS, = =0+ (£) 1~ (S, = —a) =1

Da cui di nuovo si puo ricavare, posto p = %

b+a a

L—p® _pt=p _ pte—p
P(ST:_G):p_a_pb:1_pb+a:pb+a_1'
Si noti che
P(S, = —
( a)—>a—i—b

per p — 1, cioe per p — %



6.4 DISUGUAGLIANZA DI KOLMOGOROV
PER SUBMARTINGALE NON NEGATIVE

Sia X, una submartingala non negativa allora

P(max (X, Xo, -+, Xp) >7) <
Sia X,, una martingala con E[|X,|%] < 400,a > 1, allora

ElX,.[¢], ..
Plmax(|Xa], | Xal, -+, |X0]) > 7) < %w)

Dimostrazione
Cominciamo con il primo caso. Si definisca

{T = inf{k tali che 1 <k <n, X, >}, seun tale k esiste
T

=n, altrimenti.

Ovviamente 7 ¢ un tempo d’arresto e {X, > v} = {max(Xy,---,X,) > 7} e quindi per la
disuguaglianza di Markov

E[| X E[X
P(max(Xy, X, -+, X)) > ) =P(X, > ~) < [1X-] = X
Y Y
Basta quindi mostrare che E[X,;] < E[X,], ma ci0 discende immediatamente dalla
proposizione precedente in quanto 7 ¢ a valori in 1,2,-- - n.
Per il caso di martingale, la tesi segue osservando che
Pmax([ Xy, [ Xz, - -+, [Xn]) > ) = Plmax(|Xq[", [Xa], - - [Xa[*) >2%),

la funzione |z|*, per a > 1 ¢ convessa e quindi |X,|* ¢ una submartingala non negativa
(confrontare proprieta 4) e infine applicando la disuguaglianza precedente.

7 CONVERGENZA DI MARTINGALE

Sia X,, una martingala uniformemente limitata in L', cioe¢ tale che

supE[| X,|] < M < +o0.

Allora

P({w t.c. 3 finito lim X,(w)}) =1

n—oo
Dimostrazione
Daremo la dimostrazione solo nel caso in cui valga una ipotesi piu forte:

supE[| X,|?] € M < +o0.

1/2
(si noti infatti che in tale caso E[| X, |] < (E[|Xn|2]> < M)



Basta mostrare che la successione X, € una successione di Cauchy con probabilita 1. Cio
significa che

{w t.c. Ye > 03Im > 1 t.c.Vk > 1| Xk (w) — Xin(w)| < €}

ovvero
>0 m>1 kgl{lmerk Xonl < €}

e un insieme misurabile di probabilita 1. La misurabilita segue osservando che e equivalente
prendere € razionale positivo. Per calcolare la probabilita, ricordiamo che in generale se By,
sono eventi IP’( 0 Bh) =1 se e solo se P(By) = 1Vh > 1.

Infatti se IP’( F‘I Bh) = 1 allora, poiché F‘I Bh C By, ne segue che P(By) = 1, comunque fissato
h > 1. Se viceversa P(By,) = 1Vh > 1, allora

(0, By) = 1= P(U B;),eP(U By) <> P(B;)=0.

h>1
h>1

Di conseguenza la tesi equivale a mostrare che, per ogni € > 0,

P(Y, 0, {1 = Xl <)) = 1,
ovvero che, per ogni € > 0,
IP>(mr;1 ku {1 Xmir — Xom| > €}) = 0.
Si osservi che,Vm > 1,
0,9 = Xl > €} € U {[ X = X > )

e che
P(Y ([ Xmpk = X| > €e}) = lm P(U {[Xpr — Xim| > €}).

Di conseguenza

]P)(m>1 k>1 {|Xm+k N X ’ = 6}) —>ooP<kg1{‘Xm+k - Xﬁ‘ > 6})7
e quindi
P(.2 >1 k>1 Y {Xmsk = Xin| > €}) < lim  lim P( U {‘Xm+k Xim| > €}).

Non rimane che dimostrare che
lim  lim ]P( U {|Xm+k Xm| > €}) =0.

Si osservi ora che X, := Xk — X, € una martingala rispetto alla filtrazione Gy := Fmip
e che



O (X = Xa] > e} = {max(| X[, Xl -+, |Xa]) > e}
Basta quindi applicare la disuguaglianza di Kolmogorov per a = 2 per ottenere che

n Bl Xmin — Xml?]  E[XZ,,]—E[X2]
R (T

Infatti
E[| Xmrn — Xml’] = E[X7

m—+n

| + E[X2] — 2B Xy 0 Xoa] =

= EIX2,,] + EIX2] — 2E[E Xy Xor | Fir] =
=E[X2.,] + E[X2] — 2E[XaE[Xmtn | Fm) = E[XZ, ] + E[XZ] — 2E[X2]

A questo punto si noti che E[X2] ¢ una successione convergente ad un numero pu < M,
in quanto ¢ una successione limitata per ipotesi, e monotona non decrescente (X2 ¢ una
submartingala). Quindi

. n .o EX X5 :
lim lim ]P’(ktil{\Xerk — Xm| > €}) < lim lim = lim

m—00 N—00 m—0o0 N—00 €

8 DISUGUAGLIANZA DI DOOB

Sia data una submartingala non negativa X,, con E[(X,)?] < +oo, per un p > 1. Posto
X = Iing(Xk) vale la seguente disuguaglianza:

* D \?
B[] < (=2) By,
p—1
Nel caso di una martingala X,,, con E[| X,,|P] < 400, e posto X} = r’£1<ax(\Xk]) vale la seguente

disuguaglianza:
P \P
E[|X*7] < (_) E[|X,,|?
[1Xa] < P [1Xn["])
DIMOSTRAZIONE: Si definisca
7, := inf{k tali che 1 <k <n, X} > v}, se un tale k esiste
Tyi=n+1 altrimenti.

Ovviamente 7, € un tempo d’arresto e { X > v} coincide con kGI{T'y = k} e quindi per ogni

X:L oo o0 n
(XZ)BI/ mﬁldv:/ Bvﬁlf{x;;w}dv:/ BN I iy
0 0 0 k=1

Passando al valore medio, per g > 0,



E[(X:)7] =Y / By BT ldy < 3 / By E[ X, Lpr. )
k=1 k=1

in quanto v/ —xy < Xpl(z —py. Inoltre, essendo X, una submartingala X, < E[X,, | F],
non negativa, ed essendo {7, = k} € Fj si ha

E[XiI(r, 1)) < BEX, | Fillir, 9] = BEX.ir,—y | Fil] = ELXo (7, i)

e quindi

E[(X;)"] < /0 BY R X I iy )dy = /0 B EIX D i —iyldy = E] /0 By 2 X I x5y ]
k=1
ovvero

B((X2)7) < BBIX, [ 9" 2l di] = 57 B (X)P ),

Questa disuguaglianza non e banale (ovvero no e del tipo +oo <+o0) prendendo S=p, in
quanto si ha che E[(X})P]< E[Y",_, (Xx)?]< +o00. Inoltre, usando la disuguaglianza di Holder
si ottiene la tesi osservando che

E[(X*)p] < _]E[(Xn)p]1/p]E[<(X;)p_1>p/(p1)](17—1)/17 _ %E[(Xn)p]l/pE[(X;)p](p—l)/p

ESEMPI DI MARTINGALE A TEMPO CONTINUO

In modo molto simile a quanto fatto a tempo discreto per le somme di v.a. indipendenti, si
puo mostrare che se X; ¢ un processo ad incrementi indipendenti e omogenei, con Xy, = 0, e
con media nulla allora X; ¢ una martingala. Inoltre ¢ facile mostrare che se X; ¢ un processo
ad incrementi indipendenti e omogenei, integrabile e con Xy = 0, allora E[X;] = mt per ¢ nei
razionali:

E[Xi]) = E[Xim — X(m1)/n] = nE[X1/s]
k=1

da cui E[X,/,] = %E[Xl] e analogamente E[X,, /] = > /" E[ X/ — Xp—1)/m) = ZE[X].
Per ottenere che cid valga anche per ogni t reale, si deve notare che comunque E[X; ;| =
E[X:] + E[X;] e aggiungere una piccola ulteriore ipotesi di regolarita: se E[X;] ¢ una funzione

continua in ¢ (o continua a destra) si otterrebbe immediatamente la tesi per continuita.

Il processo X;—E[X;| = X;—mt ¢ allora un processo ad incrementi indipendenti ed omogenet,
a media nulla e quindi ¢ una martingala.

Se ancora X; ammette momento secondo finito, allora di nuovo (con una dimostrazione
simile) si ha che Var(X;) = %, purché si possa affermare a priori che Var(X;) ¢ una funzione
continua. Di nuovo similmente al caso a tempo discreto, accade che (X; —E[X}])? — Var(X;) =
(X; —mt)? — 0%t & una martingala.



Infine & possibile mostrare che, sotto opportune ipotesi di regolarita (continuita in
probabilita), se E[exp{6(X; — mt)}] < 400, allora
Elexp{0(X; — mt)}] = exp{K(0)t}

e che quindi

Z; .= Elexp{0(X; — mt) — K(0)t}

¢ una martingala a media 1.
Il tutto vale anche per i processi Y; = Yy+ X;, con dato iniziale Y; indipendente da {X,}, tranne
per i valori medi. Ad esempio

Z, = Elexp{0(Y, — mt) — K (0)t}]
& ancora una martingala a media costante uguale a E[exp{0Yy}]|, purché ovviamente tale
valore medio sia finito.

APPLICAZIONE

Il processo di Wiener standard o moto Browniano W; & una martingala, anche M; = W2 —t
e infine, per ogni # reale

~ 1
Z; := Elexp{0W; — §€2t}]

¢ una martingala a media 1.

Si noti che W2 ¢ una submartingala e che quindi W7? = M, +t. Anche il processo di Poisson
N,; di parametro A, essendo un processo crescente ¢ una submartingala, e si puo decomporre
nella somma di una martingala M, := N,—\t e di un processo crescente A, = At. Si tratta di casi
particolari della decomposizione di Doob a tempo continuo. Altre applicazioni si potrebbero
ottenere per i processi di Poisson composti.

In generale data una v.a. Z non negativa e a media 1 in uno spazio (€2, F,P), si puo definire
una nuova misura di probabilita Q definita da

Q(C) =E [IcZ]

ESERCIZI
Presa Z = Zy = EF[exp{6Wr — $6?T'}] nell’espressione precedente si trovi

1) la derivata di Radon-Nikodym
dQ

dP |,

2) la legge di W, rispetto a Q,

3) le distribuzioni finito dimensionali di (W, ¢ > 0) rispetto a Q.



9 PROPRIETA DEL MOTO BROWNIANO

Abbiamo visto che il moto browniano € un particolare processo gaussiano a incrementi
indipendenti con media nulla e varianza t. Abbiamo anche visto che per la proprieta delle
v.a. gaussiane per cui non correlazione ed indipendenza sono equivalenti, un modo alternativo
di definirlo ¢ attraverso la funzione di correlazione Cov(Wy, W) =t A s. Inoltre sappiamo che
W, & una martingala rispetto alla filtrazione naturale F}V.

9.1 TRASFORMAZIONI DEL MOTO BROWNIANO

1) Per ogni s > 0, Wt = Wy — Wy € un moto Browniano ed € una martingala rispetto alla
filtrazione G, := fSVKt.

2) Per ogni ¢ € R, Wt(c) := cW_; ¢ un moto Browniano ed ¢ una martingala rispetto alla

filtrazione gt(c) := F%, (in particolare per ¢ = —1 si ha che —WW; & ancora un moto Browniano
rispetto a F}V).

3) Il processo definito da W\t = tWiy, per t > 0, e Zy := 0, ¢ ancora un moto Browniano,
rispetto alla sua filtrazione naturale.

4) Per ogni tempo d’arresto limitato 7 il processo Wt(T) = W, — W, & ancora un moto
Browniano rispetto alla filtrazione F)Y,.

Questa proprieta non e immediata, ed ¢ una proprieta che, nei processi di Markov viene
detta Proprieta di Markov Forte.

9.2 PROPRIETA DI MARKOV FORTE PER IL PROCESSO DI
WIENER

Sia 7 un tempo d’arresto finito con probabilita 1. Allora il processo Y; := W, — W, & un
processo di Wiener standard ed ¢ indipendente da F,. (qui si suppone di prendere una versione
continua dei W)

Quindi per ogni funzionale ®, che sia RI%>)-misurabile delle traiettorie

E[®(W,, s > 7) | Fr] = E[@(Wy,s = 7) | Wr] = E[®(w + Yy, u 2 0)] |u=w, -

In questo senso € una generalizzazione della proprieta di Markov, che invece di valere solo
per tempi deterministici ¢ vale anche per tempi d’arresto 7.

Pill precisamente la proprieta di Markov (rispetto ad una filtrazione F; 2 F/X) per un
generico processo X; ¢ la seguente:

P(X s € A|F) =P(Xeys € A| Xy) per ogni s,t > 0.

(nel caso dei processi di Markov regolari

P(Xt+s €A | Xt) = p(t7t+ S,.Z',A) ’x:Xm



dove p(u, v, x,-) sono le probabilita di transizione)
La proprieta di Markov forte (che non ¢ sempre verificata per un generico processo di Markov)

¢ invece

P(X,ys € A|F)=P(X,;4s € A| X;) per ogni tempo d’arresto finito 7 ed s > 0.

Si noti che € necessario che 7 sia finito affinché abbia senso X, ed ¢ necessario che X, sia
una variabile aleatoria, e che sia F,.-misurabile.

Questa proprieta di misurabilita € sempre verificata per processi X; cadlag, in realta potrebbe
bastare un poco meno e precisamente la progressiva misurabilita)

Dimostrazione (della proprieta di Markov forte per il processo di Wiener standard)

La tesi equivale a richiedere che per ogni Rk > 1,0 <ty < --- <, Ay, -+, A; boreliani di
R, e per ogni C' € F,

P(Y;, € Ay, -+ )Y, € A, C) =P(Wy, € Ay, -+ W, € Ap)P(C)

I CASO: 7 assume al pitt un’infinita di valori {sp,}>1.
]P(}/;h € Al?'” 7Ytk € Akac) = Z]P(}/tl € Ala"' 7}/tk S Ak,C,T = Sh) =
h=1
= ZP(Wt1+Sh - Wsh € A17 e 7Wtk+8h - Wsh S Ak7 077— = Sh) =
(Cn{r=s,} €F,, poiché C € F. e W; ha incrementi indipendenti)
= P(Wits, = We, € Ar, o, Wipg, = Wi, € A)P(C,7 = 53) =
(W ha incrementi omogenei)

=Y P(W, € Ay, W, € AYP(C,7 = 5,) = P(W,, € Ay, -+ | W,, € A)P(C)

II CASO: 7 generico.

Per individuare la distribuzione congiunta in realta basta verificare che per ogni £ > 1,
per ogni funzione continua e limitata ®(yy,--- ,yx) e per ogni C' € F;

E[@(Y}/l, T 7Y;fk>IC] = E[(D<Wt1> T Wtk)]]P)(C)



in quanto le funzioni continue determinano univocamente la legge di una variabile
aleatoria. Per il Caso I, presa {7,,} una successione di tempi d’arresto, con 7, > 7 e

T — T

E[@(th+7m - WTm’ e 7Wtk+7'm - WTm)IC] - E[®<Wt17 e 7Wtk)]P(C)

Essendo le traiettorie di W; continue (ma basterebbe che fossero continue a destra),
possiamo affermare che (W;,, ~—W, ) — (W, . —W;)=Y;, e quindi

Tm

q)<Wt1+Tm - WTm7 e 7Wtk+7’m - WTm) - (I)O/tu e 7Ytk)

Essendo @ limitata si puo passare al limite sotto il segno di media.

OSSERVAZIONE

E evidente che questa dimostrazione (e quindi la proprieta di Markov forte) rimane valida
se al posto del moto browniano si mette un qualsiasi processo ad incrementi indipendenti ed
omogenei, con traiettorie cadlag.

9.3 PRINCIPIO DI RIFLESSIONE

Sotto questo nome vanno diverse proprieta ma la pit nota e la seguente, per a > 0,

2 o x? \/5 o 9
P(r, <t) =2P(W; > a) \/ﬁ/A exp{ 57 tdx - /A/\/z exp{—y~/2}dy

dove 7, = inf{t > 0 t.c. W; > a}, cioe¢ il primo tempo di uscita da (—oo, a), che ¢ un tempo
d’arresto se come al solito prendiamo la versione continua di W,.

Per a < 0 si definisce 7, = inf{t > 0 t.c. W; < a}.

Notando che 7, = inf{t > 0 t.c. — W, > —a} e che —W, & ancora un moto browniano si
ottiene che per ogni a € R

P(r, <t)=2P(W; > |a|]) = \/—_ . ex p{— }dx = \/g/lojﬁexp{_fﬂ}dy.

e quindi la sua densita e
\/ t3/2 exp{—a2/2t}.

< /1 al 2 * )1 el 5
]E[Ta]—/o BY Sy exp{—a”/2t} dt = A= exp{—a®/2t} dt =

e il suo valore atteso ¢ infinito:



> |a| 2 > /1 d 2
/0 571 exp{—a®/2t} dt > 5713 exp{—a®/2t} dt

/ \/7151/2 exp{—a®/2} dt =

Inoltre questa proprieta permette di calcolare la distribuzione del massimo di un moto
browniano (per a > 0):

P(sup(W,) > a) = B(r, < t) = 2B(W; > a)

s<t

DIMOSTRAZIONE INTUITIVA

PW;>a)=PW, >a |71, <t)P(1, <t)+PW, >a |71, > t)P(1, > 1) =

1

—P(r, <t)

=PWi>alr <t)P(r, <t) = 3

in quanto ovviamente

1
P(Wt2a|ra>t):0eIP’(Wt2a|Ta§t):p(Wt§a|Ta§t):§‘

Nell’'ultima uguaglianza ¢ implicito 1'uso del fatto che I'informazione contenuta nell’evento

{7a < t} e riassumibile nel fatto che {W.,, = a} e che W,, s — W, & ancora un moto browniano.
In realta formalmente c’e¢ qualche problema in quanto pur essendo {7, < t} € F,, e quindi

PW,>a|ma<t)=PW, >W, |7 <t)=P(W,— W, >0|71,<t)=
:]P)(Yt—Ta ZO|Ta§t>:P(lft—Ta 20)

essendoci di mezzo 7, non ¢ chiarissimo, anche se intuitivo che P(Y;_,, > 0) = %

DIMOSTRAZIONE FORMALE:

Faremo vedere che le trasformate di Laplace rispetto a ¢, di P(W; > a) e di 3P(r, < 1)
sono uguali, utilizzando il fatto che W, = a, per la continuita delle traiettorie di W, e che
W..s — W, ¢ indipendente da F,, e quindi da 7: qualunque sia a > 0,

oo
/ e *"P(W; > a)dt = (& necessario usare la congiunta misurabilita
0

in (t,w) di W, per scambiare gli integrali)

_E| / e Loy (W)dt] =
0

(W, < apert<m,)

— EJ / e iy 1oo) (Wy)dt] = E| / e e T [ L (W, — W, )dt] =



(W, — W,, =Y,_,, e cambio di variabile)

_ B0 / e T 1oy (Y,)ds] =
0

({Y;,t > 0} e 7, sono indipendenti)

= ]E[e‘”“}E[/ e 1o 100y (Ys)ds] = E[em“]/ e “P(Ys > 0)ds| =
0 0

1
= —E[e ™.

2c
In modo analogo

[e.e] o0 [e.@] 1
/ e “P(r, < t)dt = E[/ e i <pydt] = E[/ e *dt] = —E[e™™].
0 0 - Ta @

In alcuni testi viene dato come principio di riflessione la seguente proprieta (la cui
dimostrazione ¢ simile alla dimostrazione della proprieta di Markov forte):

PRINCIPIO DI RIFLESSIONE: seconda formulazione
Per ogni tempo d’arresto 7 finito, il processo “riflesso*

Y, =W, pert <,
Yo=Y, = (W, = W,) pert >,

¢ ancora un moto browniano.

9.4 TEMPI DI USCITA DA UNA STRISCIA

Anche nel caso del moto Browniano si possono ottenere delle applicazioni simili a quelle della
rovina del giocatore. Pil in generale si puo considerare il processo di Wiener con coefficiente
di drift p e coefficiente di diffusione o, cioe

Xt = UWt + ,ut,

e il tempo 7 di prima uscita da una striscia

T=71(—a,b):=inf{t >0: X, ¢ (—a,b)},a,b >0,

e cercare di calcolare la probabilita p = p(x,a,b) = P.(X, = —a), e la trasformata di
Laplace E,[exp{—art}], per z € (—a,b).

Sappiamo che, essendo W; = (X; — ut)/o, il processo
Zy = exp{0(X; — ut)/o — 0*t/2}

¢ una martingala con

E. (2] = exp{ ).



Anche Z;,,, € una martingala che inoltre converge a Z,. La convergenza ¢ limitata:
0 62
Zinr < exp{|f| max(a,b)/c}, se LA 5 >0
o
e quindi anche
E[exp{_ X} exp{—5(2> + 6)7}] = exp{_a}.

Scegliendo ¢ in modo che 22 + 0 = 0, ovvero #=—2%, la precedente uguaglianza diviene

Bulexp{> X:} = PalX, = —a]exp{~Za} + B.[X. = Hexp{ 20} = exp{ o},

da cui subito, tenendo conto del valore di 6,

pexp{?%a} +(1-p) eXp{—Q%b} = eXp{_Q%l_}’
o o i

e quindi
_exp{—25Lx} — exp{—250}
 exp{2&a{—exp{—24b}
Per ogni a > 0, si pongano ora 67 e 6, i due valori per cui « := §(2§ + 0), cioe le due

soluzioni di 6% + 2260 — 2a: = 0, ovvero

2
0.0, = By <H> +2au.
o

Come prima si ottiene che

Ex[exp{%XT} exp{—art}] = exp{%x}, Ex[exp{%_‘XT} exp{—ar}] = exp{%:x}.

Considerando che per 6 = 61,60~

a) o

E, [exp{gXT} exp{—ar}] = exp{—ga}Ew Uix ——a} e><:p{—oz7}]+exp{gb}EJU [I{x_—p exp{—arT}]
si ottiene immediatamente il seguente sistema lineare nelle incognite
Yoo = Ex[I{XT:_a} exp{—ar}|
vy = Eu[lix_—pexp{—ar}]

of

+ +
exp{—%aly_, +exp{®bly, = exp{La}

exp{—%;a}y,a+exp{%;b}yb = exp{%;x}

di cui si ricava la soluzione, ovvero



exp{vd =} exp{vy b} —exp{vd b} exp{va =}
exp{—vda} exp{vy b} —exp{rd b} exp{—vg a}

exp{—vd a} exp{rg 2} —exp{vd &} exp{—vg a}
exp{—vd a} exp{rg b} —exp{rd b} exp{—vga}’

avendo posto

Basta poi considerare la somma

E.lexp{—at}] =y_oa+ 1y =

_exp{vgatexp{y b} —exp{rb} exp{r 2} + exp{—v a} exp{rga} — exp{rjz} exp{—1;a}
B exp{—vja}exp{r b} — exp{rfb} exp{—v;a} '

ESERCIZI

1) Nel caso z = 0, u > 0 mandare a ad infinito in modo da ottenere la trasformata di Laplace
di 7:=7(—00,b)

Soluzione:

Si noti che, essendo «, 1 > 0, si ha v} > 0 e v, < 0. Di conseguenza exp{—v, a} — 0o, mentre
exp{—via} — 0, e dalla precedente espressione per Eo[exp{—aT(—a,b)}] si ricava, per a — oo

Eolexp{—ar(—a,b)}] — Eglexp{—aT(—o0,b)}] = v exp [(ﬂ — < o >2 + 2%) b] )

~exp{yib} o? o?

2) Si consideri il caso del moto browniano o Wiener standard, cioé con p=0 e o=1, e con
r=0ed a=h.

Soluzione:

o —a.an] — exp{v;a} —exp{via} + exp{—vla} —exp{—v,a}
Folexpt (=a,a)}] exp{—via}exp{v;a} — exp{vta}exp{—v,a}

e quindi, poiché in questo caso v, = —v} = —/2a,

Egfexp{—ar(—a,a)}] = exp{—Vv2aa} — exp{v2aa} + exp{—v2aa} — exp{v2aa}
’ exp{—v/2aa} exp{—v2aa} — exp{v/2aa)} exp{v/Zaa}
. exp{v2aa} — exp{~vZaa)
exp{2v2aa} — exp{—2v2aa}
5 sinh(v2aa) 5 sinh(v/2aa)

sinh(2v2aa) ~ 2sinh(v2aa) cosh(v2aa)
1

cosh(v2aa)




