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Introduzione

Questi appunti sono una raccolta di vari appunti, scritti durante vari anni di insegnamento di
corsi universitari sui processi aleatori. E questo spiega la ancora non completa coerenza della
presentazione degli argomenti. Nella preparazione delle lezioni ho utilizzato diversi testi e i
principali sono il testo di Baldi [1] e quello di Shiryaev [8]. Ma andrebbero citati anche altri
testi, come ad esempio il testo di Ross, Introduction to stochastic processes. Inoltre, per le
parti dedicate agli esempi in finanza, ho utilizzato, rimaneggiandole, anche alcune parti delle
tesi di laurea di due studentesse Valeria Belleudi e Stefania Latella, che ringrazio per il lavoro
svolto. Questo spiega la grande discontinuita di stile delle varie parti di questi appunti.

Quest’anno il corso di Metodi Probabilistici per I’Economia e la Finanza e divenuto un corso
complementare della laurea triennale in Matematica, di conseguenza si € posto il problema di
riuscire a presentare argomenti come il valore atteso condizionato e le martingale in modo che
uno studente con un minimo di bagaglio di conoscenze in probabilita possa ugualmente capire
I'utilita di questi concetti e le sue applicazioni in finanza.

Lo sforzo principale fatto consiste appunto in questo tentativo, ma per ora si tratta solo di
un tentativo preliminare.

Nonostante cio rimangono nel testo alcune note che erano state scritte per studenti con un
bagaglio di di conoscenze piu elevato, quelle parti pero non sono state ancora riguardate.



Capitolo 1

Richiami su spazi di probabilita

1.1 Esempi di spazi di probabilita
Come dovrebbe essere noto uno spazio di probabilita ¢ una terna (€2, F,P), dove

F e una o-algebra, ovvero F & una famiglia di sottoinsiemi di {2, cioe F e un sottoinsieme
di P(Q), tale che

Qe F,; (1.1)
se A e F, allora A° € F; (1.2)
se A, € F,n €N, allora U,y A, € F;

P & una misura di probabilita, ovvero
P:F+—10,1; A~ P(A)

con le proprieta che

P(Q) = 1; (1.4)
se A, €e F,neN, con A, N A, =0 per n # m, (1.5)
allora IP’( U An) = Z]P’(An).
neN neN

La o-algebra F rappresenta 'informazione disponibile, ovvero gli unici eventi di cui abbiamo
la possibilita di verificare se si sono verificati oppure no sono gli eventi appartenenti a F.
Vediamo ora alcuni esempi elementari di spazi di probabilita:

Esempio 1.1. Qualunque sia €, la o-algebra banale F = {0,Q} é una o-algebra, e
necessariamente P(2) =1 e P()) = 0.
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Esempio 1.2. Qualunque sia ), preso un sottoinsieme proprio A di Q la o-algebra F =
{0, A, A°,Q} € una o-algebra, e necessariamente P(Q) = 1, P() =0, P(A) = p, P(A°) = 1—p,
per un p € [0, 1].

Esempio 1.3. Qualunque sia 2, sia {H,,, m =1,2,..., N} una partizione finita di (2, cioe
se
H,NH, =0 pern#m, nme{l,2,... N}
N
U Hn =9,
m=1
allora la famiglia M = {A = ,,c; Hm, al variare di I C {1,2,...,N}}, (con la convenzione
che U H,, =0) é una o-algebra. Inoltre se py,pa,...,pN SONO numeri non negativi, a Somma
mef
1, ovvero
N
Pm >0, m=1,2... N, > pm=1,
m=1

allora P: M [0,1]; A P(A), con
P(A) = pm: per A=) Hp, (1.6)
mel mel

definisce una probabilita su (2, M).

Esempio 1.4. Le proprieta dell’esempio precedente valgono anche nel caso di una partizione
numerabile {H,,, m € N} con i dovuti cambiamenti: cioe, se

H,NH, =0 pern+#m, nmée&N,
U Hn =9,

allora la famiglia
M={A= U H,,, al variare di I C N},

mel

(con la convenzione che U H,, =0), ¢ una o-algebra*.
med

'La verifica ¢ banale:
Q= U H,,, ovvero I =N
meN
se A= U H,,, allora A° = U H,,

mel mele

se A, = U H,,, n>1, allora G A= U H,,, per I =U;21,.

mel, n=1 mel
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Inoltre se py,pa, ..., Pm,- .. Sono numeri non negativi, somma 1, ovvero
meO,mEN, § pm:17
meN

allora P: M [0,1]; A P(A), con

P(A) = me, per A = U H,,, (1.7)

mel mel

definisce una probabilita su (S, F)2.
Elenchiamo adesso alcune proprieta e notazioni relative alle o-algebre:

1 l’intersezione di o-algebre é una o-algebra
Sia {G,, @ € A} una famiglia di o-algebre, allora F := m G, © una o-algebra3.
a€A

2 l'unione di c-algebre non é (in generale) una o-algebra
Basta mostrare con un controesempio che l'unione di due o-algebre non ¢ una o-
algebra: ad esempio se G; = {0, A;, A5, Q}, con A; N Ay # 0, Ay, Ay, allora Gy U Gy =
{0, Ay, Ag, AS, A5, Q} non ¢ una o-algebra.

3 la o-algebra generata da una collezione di event:
Sia K un sottoinsieme di P(£2), I'insieme delle parti di 2, allora

o(K) = ﬂ

G:KCG

2La funzione P : M s [0,1] definita in (1.7) & una probabilita, infatti

P(Q) =Y pm =1,
meN

se A4, = U H,eM,neN, con A,NA, =0 pern#n,
mel,

allora UA”: U H,, con I = UI”’ econ I, NI, =0 pern#n/,

neN mel neN
e quindi IP’( U A,,L) = IP(A) = Zpg = Z Z P = ZP(A”),
neN el neNmel, neN

3La verifica & banale:
€ F, in quanto € G,, per ogni a € A;
se A e F, cioe se A € G,, per ogni a € A, allora A° € G, per ogni o € A, e quindi A° € F;

se A, € F,n € Ncioe se A, € G, per ogni o € A,n € N allora U A, € G,, per ogni o € A, e quindi U A, € F;
neN neN
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¢ la o-algebra? generata da K.

In particolare quindi la o-algebra M, generata dalla partizione {H,,; m € N} come
nell’Esempio 1.4, coincide con o({H,,; m € N}), in quanto, come gia visto M & una
o-algebra, e inoltre ogni o-algebra che contenga {H,,; m € N}, deve necessariamente
contenere tutte le unioni del tipo U,,crH,,.

4 la o-algebra generata da una collezione di c-algebre
Nel caso in cui K = |J,cp Ga, dove G, sono o-algebre, allora si pone

In particolare se M = o({H,,; m € N}) e N' = o ({K,; ¢ € N}), allora

MVN =oc({H,NK; meN, (eN})={E= |] H,NK;conJCNxN}.
(m)eJ

5 la o-algebra dei Boreliani Nel caso in cui K = A, la famiglia degli aperti di R,
allora

B(RY) := o(A)

¢ detta o-algebra dei boreliani, o o-algebra di Borel, ed ogni elemento di Z di B(R¥) &
detto boreliano.

1.2 Variabili aleatorie

Definizione 1.1. Dato uno spazio di probabilita (Q, F,P)®, una variabile aleatoria reale X
e una funzione F-misurabile, ovvero una funzione

X:Q0-R; wr X(w),

tale che la controimmagine di ogni aperto O € A sia un elemento di F°, cioé tale che
XHO :={w tali che X(w) € O} € F, per ogni aperto O € A.

St dice anche che X é una variabile aleatoria F-misurabile.

Una definizione analoga vale nel caso di variabili aleatorie multidimensionali

X: Q=R we X(w) = (Xl(w>7~--7Xk(w))7

basta infatti sostituire R con R¥.

411 fatto che ﬂg: xcg Sia una o-algebra, deriva dalla proprieta che l'intersezione di o-algebre ¢ una o-algebra.

5In realtd basta che ci sia uno spazio probabilizzabile, ovvero basta solo la coppia (Q, F), mentre non &
necessario specificare la misura di probabilita P.

6Si noti I’analogia con la definizione di funzione continua f : R¥ +— R? come una funzione tale che le
controimmagini di aperti sono aperti.
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Vediamo alcuni esempi di variabili aleatorie F-misurabili, al variare della o-algebra F.

Esempio 1.5. Se F = {0,Q}, allora le uniche variabili aleatorie reali X F-misurabili sono le
costanti:

Se X : Q— R, w— X(w) = c, allora X~ HO) ¢ l'evento impossibile(=insieme vuoto (), se
c ¢ O, oppure & l'insieme certo(=Q2), se c € O.

Viceversa se X : Q +— R; w — X(w) non é costante allora X assume almeno due valori c; e co
distinti (cioe esistono w; tale che X (w;) = ¢;, peri = 1,2, con ¢ # ¢3). Quindi se ¢c; € O, ma
ey & O, allora w, € X71(O), mentre ws ¢ X 1(O), ovvero ) C X~ 1(O) C Q (dove le inclusioni
sono in senso stretto), e quindi X non é F-misurabile.

Si noti che 'esempio precedente mostra anche che tutte le variabili aleatorie costanti sono
misurabili rispetto a qualunque o-algebra ({0, 2} C F, per ogni o-algebra F).

Esempio 1.6. Sia {H,,, m € N} una partizione numerabile, e sia M come nell’esempio 1.4.
Allora X : Q — R; w— X(w) ¢ M-misurabile, se e solo se esiste una successione di costanti
{¢m, m € N}, tale che

X(w) =Y culn, (). (1.8)

meN

Se X ¢ definita come in (1.8) allora X é M-misurabile, infatti per ogni aperto O,

X Ho)y= |J Hn

m:cm €O

ovwvero X 1O) =U,e; Hn € M, per I ={m : c,, € O}.
Viceversa se X é M-misurabile, cioe, per ogni aperto O, esiste un I C N tale che

Xﬁl(o) = U Hp,

allora qualunque sia ¢ € R, preso O™ lintervallo aperto (¢ — 1/n,c+ 1/n) si ha che

X'{eh=x(o=Nx"'O0Y=( Hu= |J HueM,

n meln me(),, I

Esempio 1.7. Sia X : Q — R; w+— X(w), una funzione discreta, ovvero tale che 'immagine
X(Q) = {x € R, tali che esiste un w con X(w) =z} di X sia un insieme numerabile (finito o
infinito), cioe X (Q2) = {x,,, m € N}, con x,, # x, per m # m. Allora

X(w) =) awlp, ). (1.9)

meN

7Si noti che non si assume che i valori di {c,,} siano tutti distinti, ad esempio nel caso della successione
costante, cioé ¢, = ¢ per ogni m € N, si trova una variabile aleatoria costante.
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dove
Hy= X" ({zm})-

Si noti che {H,,, m € N} forma una partizione numerabile.

La funzione X é una variabile aleatoria semplice o elementare, F-misurabile, se e solo

se
H,, = X'({z,}) € F, per ogni m € N,

come & immediato da (1.9), osservando che, come nel caso precedente,
X'0)= |J Hn
m:xm €O
Si puo dimostrare che

1 se X ¢ una variabile aleatoria F-misurabile, allora la controimmagine X !(Z) € F, per
ogni boreliano Z € B(R),

2 la variabile aleatoria X ¢ F-misurabile, se e solo se ciascuna componente X; ¢ F-
misurabile®, per ogni ¢ = 1,..., k. In particolare X '({z}) € F, per ogni z € R, in
quanto {z} =, (z — 1/n,x + 1/n).

Connessa con la precedente Definizione 1.1 ¢ la seguente definizione:

Definizione 1.2. Sia data una funzione X : Q@ —» R*  w— X(w) = (Xi(w),..., Xp(w)). Si
dice o-algebra generata da X, la o-algebra

o(X) = ﬂ g
GeRX
dove RX ¢ la famiglia delle o-algebre, per le quali X ¢ G-misurabile®.
Si dimostra che

3 La o-algebra generata da X, si puo caratterizzare come:

o(X) = {A = X\(T), per T € BRY)},
4 la funzione X ¢ F-misurabile, se e solo se 0(X) C F,

5 le variabili aleatorie o(X )-misurabili a valori in R? sono tutte e sole le variabili aleatorie
Z per le quali esiste una funzione g boreliana!® tale che

Z = g(X).

8Dimostriamo solo la necessita, che ¢ immediata: basta prendere O =R x --- x R xO0; x R x --- x R.
i—1 volte k—1i volte

9La famiglia R* non & vuota, in quanto contiene almeno G = P(2), I'insieme delle parti di 2.

10Una funzione g : R¥ - R?, si dice boreliana se & una funzione tale che le controimmagini di aperti sono
boreliani.
Ovviamente le funzioni continue sono boreliane. Sono boreliane anche le funzioni continue a tratti, o meglio
ancora costanti a tratti.
Per chi non avesse familiarita con i concetti di misurabilita puo pensare a queste funzioni, o a funzioni che siano
limite puntuale di funzioni di uno dei due tipi precedenti.
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Esempio 1.8. Sia X una funzione semplice, come in Esempio 1.7, allora

o(X) = o({Hpn, meN}) ={A= | ] Hy,; I N},

mel

dove H,, = X *({zm}).

Inoltre tutte e sole le variabili aleatorie o (X )-misurabili sono le funzioni
Z:Q—R w Z(w) = Zcm]IHm,

come discende immediatamente dall’Esempio 1.6. Di conseguenza se g : R — R tale che
9(xm) = cm, per ogni m € N, allora

Z(w) =Y cnln, = Z(w Zg Ton) Lx =1 ({am ) ( Zg T Lz} (X (W) = g(X (w)).

Terminiamo questa sezione, ricordando che le operazioni di massimo, minimo, somma,
prodotto, di due funzioni misurabili, danno luogo a funzioni misurabili: quindi se X ed Y
sono variabili aleatorie F-misurabili, lo sono anche X VY = max(X,Y), X AY = min(X,Y),
X +Y, XY. In particolare sono variabili aleatorie X*:= XV 0e X+ :=(=X) V0.

1.3 Valori attesi

Definizione 1.3 (Valore atteso per variabili semplici). Sia X una variabile aleatoria in
(Q, F,P), non negativa e semplice, cioe come in Esempio 1.7,

= Z Tmly, (W), con Hy, € F per ogni m € N,
meN

allora si definisce

=Y z.P(H

meN

Osservazione 1.1. Ogni variabile aleatoria X in (Q,F,P), non negativa, ammette una
successione di variabili aleatorie X, semplici e non negative, tali che

0<X,(w) < Xpii(w), etaliche lim X,(w) = X(w).

Infatti'' basta prendere

n2"—1 n2"—1
m

m
Xolw) =Y oL (W) + 1l = > e ) (X (@) + 1l 00) (X (@), (1.10)

1 T,a monotonia della successione delle variabili aleatorie X,, & evidente:
se X,(w) = m/2", con m < n2", allora i soli casi possibili sono X,,41(w) = (2m)/2""1 = m/2" = X,,(w),
oppure X, 1(w) = (2m +1)/2""t =m/2" +1/2" > X, (w); se X,,(w) = n allora X,,;1(w) pud assumere un
valore compreso tra n ed n + 1.
Per la convergenza basta osservare che, qualunque sia w, pur di prendere n sufficientemente grande e in modo
che X (w) < n, si ha che 0 < X(w) — X, (w) < 1/2™.
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OVVETO COoM

1
H, =X ({;L m; >) €EF per0<m<n2"—1, Hym =X ""([n,00)).
E infine interessante notare che, posto || la parte intera inferiore'® di x, si puo riscrivere
nel sequente modo
[2"X (w)]

Xo(w) = =5,

An.
Definizione 1.4 (Valore atteso per variabili nonnegative). Sia X una variabile aleatoria
n (2, F,P), non negativa, si definisce

E[X] = lim E[X,],
dove {X,; n € N} ¢ la successione monotona definita come in (1.10) dell’Osservazione
precedente. Il limite esiste ed ¢ monotono, per la proprieta di monotonia del valore atteso,
sulle variabili aleatorie semplici. St noti bene che tale limite puo valere anche 400, nel qual
caso si dice che la variabile X ha valore atteso infinito.

Arriviamo ora alla definizione generale del valore atteso:

Definizione 1.5 (Valore atteso per variabili generali). Sia X una variabile aleatoria in
(Q, F,P), Siano Xt ed X, le variabili aleatorie non negative, definite alla fine della sezione
precedente. Si noti che X = X — X~ e che invece | X| = Xt + X~. Si definisce allora, se ha
senso 13

E[X] = E[X*] — E[X].

12La parte intera inferiore |z] di z ¢ quel numero intero k tale che k <z < k + 1.
13Si considera che la somma E[X 7] — E[X ~] ha senso

1 se E[XT] < 0o, E[X™] < oo, nel qual caso E[X] € R e inoltre si ha anche E[|X|] = E[XT] +E[X ] < oc;
2 se E[XT] < 0o, E[X ™| = 00, nel qual caso E[X]| =
3 se E[XT] = o0, E[X ]| < o0, nel qual caso E[X]| = +o0;

[

Il caso che rimane escluso ¢ quindi il caso in cui E[Xt] = oo, E[X~] = oo, del resto si avrebbe la forma
indeterminata oo — oo.



Capitolo 2

Valori attesi e probabilita condizionali

2.1 Definizioni

Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e sia X una variabile aleatoria. Si supponga di avere
una sotto o-algebra G C F. Cerchiamo una variabile aleatoria X che sia G-misurabile e che “in
qualche senso” abbia un comportamento simile a X. Vale la pena di ricordare che una o-algebra
puo essere interpretata come “informazione” disponibile, e quindi cercare una variabile X che
sia G-misurabile con un comportamento simile ad X, significa cercare una variabile aleatoria
che, sulla base dell'informazione disponibile G, sia simile. Un’altro modo di definire questa
variabile X consiste, pitt banalmente, nel richiedere che sia una variabile aleatoria G-misurabile
“vicina” ad X. Naturalmente e necessario definire il senso di vicinanza, cioe quale metrica
mettere sullo spazio delle variabili aleatorie.

Diamo ora due pre-definizioni, in cui perd mancano le ipotesi da fare su X e delle precisazioni,
affinché risultino definizioni ben poste.

pre-Definizione 1. Si cerca una variabile aleatoria )?, G-misurabile, per la quale valga

E[X|A] = E[X|4], VAeG, conP(A) > 0. (2.1)
dove
E[X|A] = EIE(Z;‘].

Si noti che (2.1) equivale a
E[X14 =E[XI4], VAe€G, conP(A)>0. (2.2)
e che quindi la richiesta che P(A) > 0 si puo omettere.

Si noti inoltre che la precedente (2.2) per A = ), implica che, se una tale variabile aleatoria
X esiste, allora E[X]| = E[X].

pre-Definizione 2. Si cerca una variabile aleatoria )?, G-misurabile, per la quale valga

9
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E[(X — Z)?] > E[(X — X)),  VZ G — misurabile. (2.3)

Prima di tutto, dobbiamo trovare sotto quali condizioni le pre-definizioni siano ben poste,
ciog, in questo caso, che esista una variabile X per cui valga la (2.1) (o equivalentemente
la (2.2)) oppure valga la (2.3), ed in che senso ne viene individuata una sola. Notiamo che
intanto ci sono delle condizioni necessarie da rispettare: chiaramente, per la pre-definizione 1,
¢ necessario che X sia una variabile aleatoria integrabile!, ciot E[|X|] < oo, mentre, per la
pre-definizione 2, & necessario richiedere che X sia di quadrato integrabile 2, cio¢ E[| X |?] < oo,
ed inoltre anche la (2.3) va modificata, nel senso che e necessario richiedere che anche Z sia di
quadrato integrabile, oltre che Q misurabile®. Inoltre & chiaro che se X’ & una Varlablle aleatoria
G-misurabile, che differisce da X a meno di un insieme di misura nulla, anche X/ gode della
proprieta (2.2) o (2.3) rispettivamente e quindi non si individua una sola variabile aleatoria,
ma una classe di variabili aleatorie. Queste modifiche in realta sono sufficienti a garantire che
le due pre-definizioni diventino due definizioni.

Definizione 2.1 (valore atteso condizionale 1). Sia X una variabile aleatoria integrabile,
cio¢ X € LYQ,F,P). Sia data una variabile aleatoria (integrabile) X, G-misurabile, per la
quale valga

E[X1 =E[XI,], VAeg. (2.4)

In questo modo si individua univocamente una classe di funzioni che si indica con E[X | G|
e che si chiama anche media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice inoltre

che X ¢ una versione di E[X | G].

!L’insieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili ed integrabili, cio¢ per le quali E[|X]|] < oo,
forma uno spazio vettoriale reale: se E[|X;|] < oo, per i = 1,2, con X; F-misurabili, allora la variabile aleatoria
a1X1 + as X5 & ancora F-misurabile e inoltre

Efla1 X1 + ag Xo|] < Eflay|[X1] + |az||Xa|] < |aa[E[|X1]] + [az|E[| X2|] < oo

L’insieme di tali variabili aleatorie & indicato con L'(Q, F,P) che & uno spazio metrico completo e separabile

rispetto alla distanza d(X,Y) = E[|X — Y]] (modulo passare a classi di equivalenza X ~ Y se e solo se
E[|X — Y] = 0, perché altrimenti d(X,Y") non gode della proprieta delle metriche che d(X,Y’) = 0 se e solo se
X =Y).

2 Anche in questo caso 'insieme delle variabili aleatorie X, che sono F-misurabili e quadrato integrabili, cioe
per le quali E[|X|?] < oo, forma uno spazio vettoriale reale che si indica con L?(Q, F,P), che inoltre & uno
spazio metrico completo e separabile rispetto alla distanza d%,(X,Y) = E[|X —Y|?] (modulo passare a classi di
equivalenza X ~ Y se e solo se E[|X — Y|?] = 0). Inoltre L?(£2, F,P) & uno spazio di Hilbert. Questo significa
che e possibile introdurre un prodotto scalare

< Xl, X9 >:= E[XlXQ},
e definire d7,(X,Y) =< X =Y, X =Y >=E[|X — Y|?]. Si noti che, per la disuguaglianza di Cauchy,
(X1 X5)| < B(IX1Xa]) < EY2(1X0 P)EV2(1X, ),

e quindi < X1, X5 > ¢ finito se E[|X;|?] < oo, peri=1,2.
3Si noti che quindi deve essere Z € L2(€, G, P) dove P = P|g, cioe la restrizione di P a G
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Definizione 2.2 (valore atteso condizionale 2). Sia X una variabile aleatoria di quadrato

integrabile, cio¢ X € L*(Q, F,P). Sia data una variabile aleatoria (di quadrato integrabile) X,
G — misurabile, per la quale valga®*

E[(X — Z)%] > E[(X — X)),VZ G — misurabile, con E[Z?] < co. (2.7)

In questo modo si individua univocamente una classe di funzioni che si indica con E[X | G]
e che si chiama anche media condizionale (o condizionata) di X data G. Si dice inoltre
che X é una versione di E[X | G].

Rimandiamo la verifica che effettivamente la Definizione 2.1 e la Definizione 2.2 sono ben
poste a dopo aver trattato alcuni esempi, e anticipiamo che, se X & di quadrato integrabile®,
allora le Definizioni 2.1 e 2.2 sono equivalenti, e quindi non c¢’e ambiguita nello scegliere una
definizione o l'altra e che in seguito, riferendoci a E[X | G|, intenderemo riferirci alla Definizione
2.1, che valendo per variabili aleatorie integrabili, e pitt generale. Non c¢’¢ quindi ambiguita nella
seguente definizione che viene data in analogia con P(A) = E[14].

Definizione 2.3 (probabilita condizionale di un evento). Sia A € F un evento e G una
sotto o—algebra di F, allora
P(A[G) :=E[l|J]

¢ detta probabilita condizionale di A data G.

Va inoltre sottolineato un abuso di notazione per cui si identifica la classe di equivalenza
E[X | G] e la variabile aleatoria X che ne & un rappresentante.

2.2 Esempi

Esempio 2.1. Caso in cui G = {Q, 0}.

4La proprieta (2.7) & equivalente alla proprieta

E[(X —X)?]= min _(E[(X—2)%), (2.5)
ZeL?(Q,G,P)
ovvero _
(X, X)= min _d2.(X,2). (2.6)
ZeL?(Q,G6,P)

(vedere le note precedenti per la definizione di L2(Q,G,P) e di d3.)
5Si ricordi che se X & di quadrato integrabile allora se X & integrabile:
E[X?] < 00 = E[|X]] < oo,
come si vede immediatamente, ad esempio, con la disuguaglianza di Cauchy:
E[|IX[) = E[LX]) < (E[12)'/2(E[X?)'/2 = (E[X?])'/2,
oppure direttamente considerando che |z| < 1+ 22, e per la proprietd di monotonia del valore atteso

E[|X]] < 1+E[X?.
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In questo caso E[X | G] si riduce al valore medio usuale, cioe
E[X | G] = E[X],

in quanto owviamente E[XIg] = E[E[X]|lo] = E[X] -1, mentre banalmente E[XIj] =
E[E[X]]y) = E[X] - 0.

Esempio 2.2. Caso in cut G = M = o{H,,, m € N} ed {H,,, m € N} ¢ una partizione.

Intanto ricordiamo che in questo caso le variabili aleatorie G-misurabili sono le funzioni del

tipo
= 2{: Cnlﬂfﬂn(“07
m=1

dove ¢, sono costanti reali, e gli insiemi G-misurabili sono le unioni di sottofamiglie numerabili
di elementi della partizione. Basta quindi calcolare i valori ¢,, che caratterizzano X, imponendo
la condizione® che

E[XIy, ] =E[XIy ]| = Z Gl 1n,] = E[G,0y,| = &,P[H,,] (2.8)

Quindi

~ HE[)(]}{ ] ad * HE[)(H}{ ]

Cp=——— seP(H,) >0 e X=EX|G = ———=1y,,

P(H) 2 B(A,)
dove Y-, & la somma estesa agli indici n per cui P(H,) > 0.
Si noti I'abuso di notazione: in realta
E[XTy, ] "
E[X | G] = {£ v.a. G — misurabili, t.c. £ = Z (T;I[H" + Z cmly, , per e, € R}
n>1 n m>1

dove Y-, € la somma estesa agli indici m per cui P(H,,) = 0.

In particolare se X =1g, con B € F, e ponendo (come é usuale)

P(B | G)(w) = Ellp | G](w),

OE’ chiaro che la condizione che E[XT4] = E[)?]IA] per ogni A =
prendere A = H,,.
Tuttavia vale anche il viceversa, in quanto

E[XI\] =E[X > Iy,]=> E[XI,]

nel nel

=Y E[XIy,] =E[X Y In,]=E[XL].

nel nel

ner Hyn, implica la condizione (2.8): basta
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otteniamo che una versione’ di P(B | G)(w) ¢ data da

P(B|G) = Z*%m = Z*%m =S BB | Ho)la, (2.9)

Ritroviamo quindi forse pit chiaramente 1'idea che se si verifica H,, cambiamo la probabilita

prendendo P(B | H,) al posto di P(B), che consideriamo se non abbiamo alcuna informazione
(corrisponde al caso in cui la o-algebra a nostra disposizione ¢ quella banale).
Vale la pena di considerare il caso in cui B sia un evento della o-algebra G a nostra disposizione:
B € G, o equivalentemente B = U,¢;H,, per un insieme di indici I. A parole si tratta del
caso in cui B e un evento completamente osservabile, ovverosia il caso in cui B sia un evento
che possiamo conoscere perfettamente. In tale caso una versione di P(B | G)(w) ¢ proprio la
funzione indicatrice di B, ovvero Ig(w). Infatti P(B | H,) = 1 per n € I e P(H,) > 0, mentre
P(B| H,) =0pern¢lIelP(H,) >0.

E interessante osservare che, se F ¢ a sua volta generato da una partizione { K, £ € N}, piu
fine® di {H,,, m € N}, e nel caso in cui P(H,) > 0 per ogni n € N, allora (2.9) definisce una
probabilita su F:
per iniziare

. Z JIQ]IHn HRZZE[H;%HHH S Iy, =

n>1 n>1

inoltre, se B = [J,¢;,, Ko, allora

P(B|g)w) = Y Bl @y Bl @)y - B0,

2« " B(i,) 2 B(H,) 2 B(iL,)
K N H K N H
=y PO E =2 Z E = P | G)(w
n>1¢clp lelg n>1 lelp

e da questa relazione immediatamente si ricava che, qualunque sia w, ['applicazione
B — P(B | G)(w) definisce una probabilita. Anche nel caso in cui non si faccia Iipotesi che
P(H,,) > 0 per ogni n € N, si puo trovare una versione di P(B | G)(w) in modo che per ogni w
la funzione

P(-| G)(w): F—1[0,1]; B— P(B|G)(w)

sia una probabilita:

"La versione di P(B | G)(w) data in (2.9) non & in generale una probabilita per ogni w: ad esempio se w € H,,
e P(Hp,) =0, allora P(Q2 | G)(w) = 0 invece di 1.
8La partizione {K,, ¢ € N} & piti fine della partizione {H,,, m € N} se e solo se per ogni m € N esiste un

I, C N tale che
Hy, = | K.
Lel,,
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fissata a piacere una probabilita PY su F?, si definisce

P(K, | G)(w) = Z*%L{n w) + Z**PO(KZ)HHn (w) = (2.10)
- Z*—P B i () + P s ) (211)
P(B|G)(w) = P(K/|G)w (2.12)

lelp

Si vede immediatamente che la parte a destra di (2.12) ¢ effettivamente una versione di P(B | G),
e si vede facilmente che in questo modo, qualunque sia w, P(- | G)(w) definisce una probabilita!.
Inoltre questa probabilita gode della proprieta che se X ¢ F-misurabile, cioe se

X => clg,
LEN

allora

EX | G)w) = 3 eP(Ke | O)(w / X()dP(de | G)(w).

¢eN
Per o-algebre F piu generali del caso di o-algebre generate da una partizione, non ¢ detto che
queste proprieta valgano (per approfondimenti vedere la Sezione 4).

Esempio 2.3. Ritorniamo nel caso dell’Esempio precedente, quando G = o(Y), e Y & una
variabile aleatoria discreta, a valori in {y,; m € N}. Infatti allora

G=oc({Hn = Yﬁl({ym})Q m € N}),

e di consequenza, se P(Y = y,,) > 0 per ogni m € N, si ha

ELX |o(Y)](w) =Y EX [{Y =y} lly—,y (@) = D EIX [ {Y =y}, (Y (@),

meN meN

9Ad esempio fissando una successione {py; ¢ € N}, con py > 0, per ogni £ € N e > venPe = 1, in modo che
PO(K) =
OTnfatti in questo caso & come se avessimo definito una successione {p;(w);¢ € N}, con > renPe(w) = 1 per
ogni w
pe(w) = P(K¢|Hy,) sew € Hy, con P(H,,) >0,
pe(w) = PO(Ky) se w € Hy,, con P(H,,) =0,

e poi avessimo definito, per B = J,¢;,

P(B|G)(w) = > pe(w)

Lel

Cosi, ad esempio,

Q|H se w € H,,, con P(H,,) >0
P(Q ] G)(w) =Y P(K; | §)(w P(QHp) = (Hyn)
¢eN PO(Q) =1 se w € H,,, con P(H,,) = 0.
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con il solito abuso di notazione (il secondo membro é un rappresentante della classe di
equivalenza E[X | o(Y)]).

Quindi posto

= EX [{Y = g}y, (),

meN
e indicato con

EX [{Y =y}] = ¥(y),

cioé la funzione, che vale E[X | {Y =y}, se y € {ym; m € N}, e zero altrimenti, si ha:

EX [o(Y)[(w) = E[X |[{Y =yj] =Y (w)).

y=Y (w)
Cio giustifica il fatto che si usa scrivere
EX [o(Y)] =E[X |Y],

e ci fa ritrovare il concetto elementare di valore atteso condizionato di una variabile aleatoria
discreta X rispetto a una variabile aleatoria discreta Y .

Analogamente a quanto fatto nell’esempio precedente si ottiene che in tale caso, cioée se anche
X ¢ una variabile aleatoria discreta a valori in {x,; n € N}, allora

ELX | Y]() = 3 @P(X = 2, | {Y = y})

neN

y=Y(w)

Infine notiamo che é facile ripetere quanto sopra nel caso in cui al posto di X ci sia una
variabile aleatoria Z = h(X), integrabile, e ottenere che

E[h(X) | Y](w) = ) ha,)P(X =z, [ {Y = y})

neN

y=Y (w)

Nel caso in cui non si abbia che P(Y = y,,) > 0 per ogni m € N, si ottiene, fissata una
probabilita PV, come nell’esempio precedente,

EX | o(Y)]@) =Y EX [ {Y = gl liympy @) + Y E°[X)Ly—y (@)
meN meN
=S EX Y = gy (Y (@) + Y E° X)L, (Y (@),

con il solito abuso di notazione (il secondo membro & un rappresentante della classe di
equivalenza E[X | o(Y)]).

Quindi posto

V() = Y EIX [{Y = gLy (0) + > E[X]L, 3 (9),

meN meN
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e indicato con
EX [{Y =y} =¥(v),

cioé la funzione, che vale E[X | {Y = y}|, se y € {ym; m € N} e se P{Y = y}) > 0, e vale
E°[X] altrimenti, si ha:

EX [Y](w) = EX |[{Y =yj] e (Y (w))-

Piu in generale st ha anche che posto

Uay) = 3 ERX) [{Y =y gy () + > E°R(X) Ly (9),

meN meN

st ottiene che
E[r(X) | Y](w) = ¢n(Y (w)).

Esempio 2.4. Caso in cui G = o(Y), con Y una variabile aleatoria a valori in R?, e (X,Y)
ammette densita di probabilita congiunta fxy(z,y). Allora, posto

fxy(zly) = [{z:fy(z)>0}(y)%&y) + Iz py (2)=03 () fo (@)

dove fo(x) € una densita di probabilita prefissata, si ha

() =X V1) = [ @ frrlell, oy @

X(w) = /Rx (I{Zify(z)>0}(y)%>

dove E[X | Y] é una abbreviazione per E[X | o(Y)].

Y=

dz + / T Liaepy (9501 ()] oy ) 92
Y(w) R

Per la verifica ¢ intanto importante notare che o(Y) = {A = YY(B), per B € B(R)},
quindi Ix(w) = Ig(Y(w)) e

E[X1,] = E[XI5(Y)] = / 2In() frer(@,y) dr dy.

RxRd

Cominciamo con il caso in cui fxy(z,y) > 0 per ogni (z,y) € R x R, cosi anche fy(y) > 0
per ogni y € R?, e quindi

(Y)]
fx

E[X(w)4] = E[X(w)p
J«xuy)
xfy—(y) d-T) [B<y)fY<y) dy

- LU
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ovvero, per il Teorema di Fubini!,

E[X(w)I)] = / / dxfB@%%é’)”fy(y) dr dy

- / / tIn(y) fry(@,y) de dy.
R JRd

D’altra parte, nel caso generale

BRI =
— E[X()I5(Y)]

_ Ty ooy 22 00 1) () dy
/]Rd (/]R fr(y)

# [ ([ ottt de) i)

ovvero, per il Teorema di Fubini,

- furto)
= /R/Rd :L‘IB(y)[{z:fY(z)>0}(y) Fr(v) fy(y) dz dy

# [ [ el gm0 ole) frlo) o dy
R JR
fxy(z,y
= // mIB(y)]{z:fy(z)>o}(y)—XY( )fy(y) dz dy
R JRd fr(y)
= //dMB(y)f{z:fy(z)>o}(y)fX,Y(x,y) dz dy
R JR
Si tratta quindi solo di controllare che, qualunque sia B € B(R?)

/ / () gy o0y () Py (2, y) d dy = / / Iy fry (@, y) do dy.
R JRR4 R JRd

La verifica ¢ immediata in quanto

//d:L“IB(y)I{z;fY(z):o}(y)fx,y(x,y) dr dy =0,
R JR

1Una versione del Teorema di Fubini & la seguente: se 1) : R" x R"2 — R; (z,7) € R™ x R"2 s 1)(z,y) € R
€ una funzione boreliana, allora le seguenti condizioni sono equivalenti

[ (] wtemiay) de < .
[ ([ wtenae) dy < oc

/ (@, y)ldedy < oo
R™M1x 2

Inoltre se vale una delle precedenti condizioni vale, allora tutti i valori dei precedenti integrali coincidono.
Il Teorema di Fubini ¢ quindi usato per scambiare I'ordine degli integrali.
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infatti, se Ip..p ()=03(y) = 1, owvvero se fy(y) = O(: Je fxy () d:v), allora l'insieme
{z: fxy(z,y) > 0} ha misura di Lebesgue nulla, e quindi, per tali y

/ xIp(y) fxy(x,y) de = 0.
R4

fX,Y(x7y)

Si osservi che anche in questo caso, se fxy(z,y) > 0 per ogni (z,y), allora ) € una

densita di probabilita in x, qualunque sia y, e che

P(X € C | V) = Ello(X) |o(v)] = [ L&),

c fr(y)

definisce una probabilita sui boreliani di R.

Esempio 2.5. Caso in cui G = o(Y) e (X,Y) & una variabile (congiuntamente) gaussiana
bidimensionale, di media nulla. Come caso particolare dell’esempio precedente si ottiene

EX | Y] =Yy,
Ty
A sua volta questo risultato si ottiene dal caso pit in generale: (Xy,---,X,) € un vettore

aleatorio gaussiano di media nulla e densita congiunta

1n n n
flzy, - x,) = cexp{— Z a; ;T = cexp{— Z Z Q; T} CoOn Qi j = 0, Olpy >0
g i=1 j=1
e
n—1 s
E[X, | Xp, Xpg] ==Y — X, (2.13)

i=1 Qn.n

(Pur essendo possibile utilizzare la tecnica dell’esempio precedente si consiglia lo svolgimento
dei calcoli dopo lintroduzione delle distribuzioni condizionali) Svolgimento: Si tratta del caso
d=n—-1cmnX =X, eY = (Xq,---,Xp1) e con fxy(z,y) > 0. Per calcolare
E[X, | X1, -, X,_1] dobbiamo innanzitutto

fxy(ey)  frx@z)  fxoxex (W, 7)
fr(y) Iy () fxixn 1 (1Y)

Abbiamo quindi

I,n—1 n—1 n—1

2

flxy, @1, T,) = cexpl — E QLT — Ty, E QT | — E QT | Tn — O,
i j=1 i=1

Tenendo presente che o, j = j;, e che o, , > 0 si ha che

, cony = (Ty...,Tp_1).

n—1 n—1

QU j o
m(y) = m(xy,...,Tpo1) = Za—wxj = Z ST,
n,n

j=1 " i=1
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e quindi che

1,n—1
a. .
flxe, 1, 2n) = f(y,2n) = cexps —ann Z Ly + 2x,m Ty, .. Ty) + xi
i n,n
1,n—1 o
=cexpq =t | Y —am; +mP(y) + 2em(y) + ;= mP(y)
ij n,n

= c(y) exp { —nn [M*(y) + 2zam(y) + 22] } = c(y) exp { —ann [ + m(y)]*}

Di consequenza

Potti) — ) exp (b = (mi)*} = K(exp § — 2= 50

Q(Xn,n

Come osservato nel caso generale dell’esempio precedente, qualunque sia v, f)};—((;cy) deve essere

una densita di probabilita: e quindi chiaro che deve coincidere con la densita di una variabile
aleatoria gaussiana®> N(—m(y), s——), di media —m(y) e di varianza s-~—. Il valore atteso si

? 2an,n 2am,n "

calcola quindi come

2
E[X, | X1, -+, Xpa] = /xK(y) exp ] — [ 2( 1m(y))] dr
- 20n,n y=(X1,.. Xn1)
= —m(y) :
y=(X1,0. Xn_1)

da cui si ottiene (2.13).

E infine interessante notare che essendo l'espressione del wvalore condizionato E[X,, |
X, , Xno1], una funzione lineare di Xy,---,X,_1, si ottiene che coincide con la retta di
regressione’® di X, rispetto a X1, -+, Xp_1.

1213 funzione K (y) di y deve inoltre necessariamente valere:

1 Qnn
K(y) = = =
(v) i\«

20, n

13Ricordiamo che il problema di trovare la retta di regressione lineare di X rispetto ad Y corrisponde al
problema di trovare il punto di minimo, tra tutte le funzioni affini a - y + b del valore atteso del quadrato della
differenza tra X, ovvero trovare a e b tali che

E[(X — (@Y +5)°] = minE[(X — (a-Y +b))"].

a,b

Tenendo presente che le variabili aleatorie o(Y")-misurabili sono le variabili aleatorie Z = g(Y'), con g boreliana,

allora il valore atteso condizionato, secondo la Definizione 2.2, ¢ quella variabile aleatoria E[X|Y] = X = g(Y)

tale che ) )
E[(X—g(Y)) ] = min E[(X—g(Y)) L

g boreliane

di conseguenza si ha che se E[X|Y] = X = a-Y + b & una funzione affine, allora coincide anche con la retta di
regressione.
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Esempio 2.6. L’Esempio 2.4 si generalizza facilmente al caso in cui X é una variabile aleatoria
a valori in R*, e si vuole calcolare il valore atteso condizionale E[h(X) | Y], dove h(-) ¢ una
funzione misurabile, a valori reali, ripetendo tutti i passaggi con i dovuti cambiamenti:

) = EIRC) | V(@) = [ hle) frlali)],—y da

2.3 Proprieta del valore atteso condizionale

Enunciamo ora (senza dimostrarle, per il momento), le proprieta fondamentali della media
condizionale (secondo la Definizione 2.1).

Siano X e Y variabili aleatorie integrabili in (2, F,[P) e siano G e H sotto o-algebre di F,
allora valgono le seguenti proprieta:

1. Linearita
ElaX +bY | G] = aE[X | G] + bE[Y | G]

2. Monotonia

P(X <Y)=1implica P(E[X | G| <E[Y |G] ) =1
3. Formula dei condizionamenti successivi (caso particolare G = {Q,0})

se G CH, allora E[X | G] = E[E[X | H] | G]

quindi, in particolare,

se G ={Q,0}, allora E[X] =E[E[X | H]]
4. Fattorizzazione
Se Z ¢ G-misurabile e ZX ¢ integrabile allora

E[ZX |G|l = ZE[X | G]

5. Condizionamento rispetto a o-algebre indipendenti

Se X e G sono indipendenti allora

E[X | 6] = E[X]



versione 15-12-2003 21

6. Condizionamento ridondante, cioe rispetto ad allargamenti indipendenti di o-algebre

Se X e G sono indipendenti da H, allora
E[X |GV H]=E[X|{]

7. Disuguaglianza di Jensen per funzioni convesse (caso particolare ¢(r) = x?)

Se ¢ & una funzione convessa, e ¢(X) € integrabile, allora
P(E[X | G]) < E[¢(X) | ]

Osservazione In particolare per ¢(z) = 22 ed X in L*(Q, F,P), si ottiene che

(E[X | 6])* <E[X*| 4],

e quindi, passando al valore atteso, che

E[(E[X | 6])*] < E[E[X* | g]] = E[X"].

8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata

Se { X}, }n>1 € una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili, convergente
con probabilita 1 ad X, monotonamente, cioe 0 < X,, < X,,1, allora

E[X, | G] T E[X | G], con probabilita 1,

Se invece la successione converge ad X dominatamente, cioe | X,, |[< Y, allora

E[X, | G] — E[X | G], in L'

La Definizione 2.1 & ben posta, in quanto esiste almeno una variabile aleatoria che verifica
la (2.4).

Si definisca infatti la misura v(:) su G come v(A) = E[XI4], per A € G. La misura
v(+) risulta assolutamente continua'® rispetto a P = P|,, in quanto se P(A)=P(A)=0, allora

v(A) = 0. Esiste quindi la derivata di Radon-Nikodym di v rispetto a @, cioe una funzione

flw) = Z—%(w), G — misurabile, per la quale valga, qualunque sia A € G

1Date due misure v e p su una o-algebra G, si dice che v & risulta assolutamente rispetto a u se e solo se
per ogni A € G con pu(A) = 0 risulta v(A) = 0. Questa proprieta si pud anche esprimere dicendo che la famiglia
NY ={A:v(A) =0} degli insiemi di v-misura nulla contiene la famiglia N* = {A : u(A) = 0} degli insiemi di

p-misura nulla. La derivata di Radon-Nikodym Z—Z € una funzione h, che sia G-misurabile, e per la quale valga

v(A) = /Ah(w)u(dw) = /Q]IAh(w),u(dw), per ogni A € G.
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v(A) = / f(w)dB(w) = / f(w)dP(w)

ovvero

E[X14] = E[f]4].

La derivata di Radon-Nikodym ¢ definita a meno di insiemi di P-misura nulla. Infatti se
g(w) & un’altra funzione G-misurabile per la quale valga E[X 4] = E[gl4] per ogni A € G,
allora E[f14] = E[gl4] per ogni A € G, ed in particolare per A = {w : f(w) > g(w)} e per
A={w: f(w) < g(w)}, per cui E[| f — g [] = 0. Basta quindi prendere come X la derivata di

Radon-Nikodym f o qualunque altra variabile aleatoria che differisca da X al pit in un insieme
(G-misurabile) di probabilita nulla.

Anche la Definizione 2.2 ¢ ben posta, per convincersene basta considerare che lo spazio
L?(Q, F,P), pensato come classi di equivalenza, & uno spazio di Hilbert con la norma || X ||*>=
E[| X 2] ed L2(€2, G, P) & un suo sottospazio chiuso. Quindi la classe di equivalenza E[X | G]
della Definizione 2.2 ¢ la proiezione di X su L*({, G, @)

Si noti la (2.4) potrebbe essere modificata come

E[XW] =E[XW], Vv.a W G — misurabile e per cui XWe integrabile. (2.14)

Dimostrazione. [Attenzione: la dimostrazione si basa sulle proprieta di linearita e di
monotonia dei valori attesi condizionali, che dimostreremo piu in la, basandoci solo sulla
Definizione 2.1 e quindi sulla (2.4) ]

Ovviamente (2.14) implica (2.4). Per mostrare il viceversa, basta considerare il caso in cui
W > 0. In tale caso esiste una successione W,, TW, con W, funzioni elementari, cioe
combinazioni lineari di funzioni indicatrici. D’altra parte ¢ facile vedere (confronta le proprieta
di linearita e di monotonia, dimostrate nella sezione successiva) che, posto

X=X"-X", con XT=XV0, econ X~ =(-X) V0,
siha X = X+ — 5(\:, per la proprieta di linearita, con X*te X > 0, per la proprieta di
monotonia. Inoltre si ha che
E[XW,] = E[X*W,] — E[X W, = E[XtW,] — E[X-W,].

Per la proprieta di convergenza monotona dei valori attesi, (se Z > 0 allora 0 < ZW,, <
ZWyi1 1T ZW), si ha

EX*W,] TEXTW],  E[X W,]TEX W],
E[X+W,] 1 EX*W],  E[X-W,]1EX W],
quindi E[XW] = E[XW], in quanto

E[XW] « E[XW,] = E[XW,] — E[X+TW] — E[X-W] = E[XW]
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2.4 Equivalenza tra le definizioni di valore atteso
condizionale
per variabili aleatorie di quadrato sommabile
Mostreremo ora che, se X ¢ di quadrato sommabile, allora ogni variabile aleatoria X, che
soddisfa la Definizione 2.2, soddisfa anche la Definizione 2.1. Per I'implicazione inversa, sempre
nel caso in cui X sia di quadrato integrabile, abbiamo bisogno di alcune delle proprieta della

media condizionale secondo la Definizione 2.1, enunciate precedentemente e che dimostreremo
in seguito.

1) Se )?2 ¢ la (o meglio un rappresentante della) media condizionale di X secondo la
Definizione 2.2, allora lo ¢ anche secondo la Definizione 2.1. R
Se infatti X, soddisfa la condizione (2.7) allora, qualunque sia Z € L*(, G, P) la funzione

do(t) = E[(X —{(1 = )Xo +tZ})}] = E[(X — X2)? — 26(X — X2)(Z — X3) + 3(Z — X,)?]
ammette un minimo in ¢t = 0, e quindi
Sy = TEIX — {1 0% 412))]] = —2E[(X ~ K)(Z ~ %)) = 0

t=0

Quindi posto W = Z — X, deve valere, qualunque sia W € L*(Q, G, I?P)

E[XW] = E[X,W].
Considerando che tutte le funzioni indicatrici del tipo I4, con A € G, sono in L*(f, g,@),

otteniamo che se vale la (2.7) allora vale la (2.4).

2) Se X ¢ la media condizionale di X secondo la Definizione 2.1 (o meglio ne ¢ un
rappresentante), allora lo & anche secondo la Definizione 2.2.

Infatti, allora X & di quadrato sommabile (confrontare 1'osservazione alla disuguaglianza di
Jensen, proprieta 7.) e quindi la seguente funzione ¢ finita per ogni Z di quadrato sommabile

) =E[(X —{(1 =X +tZ})}] =E[(X — X)? = 26(X — X)(Z — X) + t*(Z — X)?]
Poiché si tratta di una parabola essa ammette un minimo nel punto ¢, in cui la derivata si
annulla:
¢'(f) = —2B[(X — X)(Z — X)|+ 2E[(Z - X)) =0

Posto W = Z — X e tenendo conto della (2.14), si ottiene ¢/(7) = 2LE[(Z — X)?] = 0, da
cui, per 'arbitrarietd di Z, segue che ¢ = 0. Quindi X gode della proprieta che per ogni Z di
quadrato sommabile ¢(1) > ¢(0), ovvero la (2.7).
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Osservazione 2.1. Si noti l’analogia*® con il problema classico di geometria euclidea del trovare
la proiezione di un vettore x € R"™ su un sottospazio vettoriale V- C R™ come quel vettore x € V'
che gode della proprieta di minimizzare la distanza da V', ovvero

lz — 2|* = min |z — 2%,
zeV
che e notoriamente equivalente alla condizione di ortogonalita

<x—x,z>=0perognizecV & <x,z>=<xT,z2> perognizeclV.

2.5 Dimostrazioni delle proprieta del valore atteso
condizionale

Daremo ora le dimostrazioni delle proprieta enunciate nella sezione precedente utilizzando solo
la Definizione 2.1.

Si noti che cio permette di concludere che la dimostrazione dell’equivalenza delle Definizioni
2.1 e 2.2 e autocontenuta: in realta andrebbero prima dimostrate le proprieta 1,2, e T;
successivamente la (2.14) e infine I'equivalenza delle Definizioni 2.1 e 2.2.

1. Linearita: E[aX +0Y | G] = aE[X | G] + VE]Y | G]
La dimostrazione ¢ ovvia infatti se E[X 4] = E[XI4] e E[Y14] = E[Y I4] per ogni A € G
allora

E[(aX +bY)I4] = aR[X 1] + BE[Y [4] = aE[X 4] + bE[Y I4] = E[(aX + bY )1 ]

2. Monotonia: P(X <Y) =1 implica P(E[X |G| <E[Y |G] ) =1

Se P(X < Y) = 1, allora E[(Y — X)I4] = E[(Y — X)I4] > 0 per ogni A € G
e quindi in particolare per A = {X < Y}, si ottiene che P(X < Y) = 1, ovvero
P(ELX | G <E[Y |G]) = L

3. Formula dei condizionamenti successivi: se G C H, allora E[X | G| = E[E[X | H] | G]
Sia G C 'H e siano X e X tali che E[XI,] = E[XI4] per ogni A € G C H e
= E[XIp] per ogni B € H, ed in particolare per ogni A € G. Allora

E[X14] = E[X14](= E[XI4]), perogni A€G

e quindi X = E[X | G]. La seconda parte deriva dal fatto che per la o-algebra banale la
media e la media condizionale coincidono.

151’ analogia si vede meglio se si sostituisce || — z||? con dz2(X,Z) = E[|X — Z|*| e < &,z > con E[X Z].
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4. Fattorizzazione: e Z ¢ G-misurabile e ZX ¢ integrabile allora E[ZX | G] = ZE[X | G].

Infatti allora E[XZI4] = E[XZI4], per ogni A € G ¢ la funzione ZX ¢ ovviamente
G-misurabile.

5. Condizionamento rispetto a c-algebre indipendenti: se X e G sono indipendenti

allora E[X | G] = E[X].
Infatti allora, per ogni A € G

E[X Z1,) = E[X]E[Z]4] = E[ZE[X]]4]
e la funzione ZE[X] ¢ ovviamente G-misurabile.

6. Condizionamento ridondante: se X e G sono indipendenti da H allora, per il Lemma
di Dynkin'® E[X | GV H]=E[X | G].

La dimostrazione si basa sul fatto che gli eventi del tipo AN B, con A € Ge B € H,
formano un sistema chiuso rispetto all’intersezione e generano G V ‘H, per il lemma
precedente bastera quindi verificare che

E[X I4np] = E[XI4lp5] = E[XIAE[l5] = E[XIA]E[I5] = E[XI415] = E[X14n5].

(Alternativamente'”, senza bisogno del Lemma di Dynkin: le unioni finite di eventi di
questo tipo formano un’algebra che genera G V H, le due misure E[X I4np] e E[X 14n5]
coincidono sull’algebra e sono g-additive, quindi coincidono su tutta la o-algebra GV H.)

7. Disuguaglianza di Jensen'®:

P(E[X | G]) < E[¢(X) | G].

se ¢ ¢ una funzione convessa, e ¢(X) ¢ integrabile, allora

16Ricordiamo ’enunciato del Lemma di Dynkin, che tra l’altro & la base per molti risultati di unicita.

Lemma 2.1 (Lemma di Dynkin, Billingsley 1984). Sia A una famiglia di eventi che genera la o-algebra G
e che é chiusa rispetto alla intersezione finita. Se due misure finite v e p coincidono su A, allora le due misure
coincidono su G.

1TVa tuttavia osservato che comunque, la dimostrazione del risultato sull’unicita dell’estensione da un’algebra
A alla o-algebra generata da A, si basa a sua volta sul Lemma di Dynkin.

18Si noti che nel caso particolare in cui G & la o-algebra banale la disuguaglianza di Jensen per i valori attesi
condizionali diviene 'usuale disuguaglianza di Jensen

P(E[X]) < E[p(X)].
Infine va notato che la precedente disuguaglianza di Jensen, nel caso particolare di una variabile aleatoria X

semplice, a valori in {x1,...,2,}, con P({X = x;}) = A; si scrive come

O(ELX]) = 6(3_ Aiwi) < 3 Nid(ws) = B[$(X)], con Ai >0, 3 A =1

=1
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Per risultati classici di analisi ¢ ¢ I'inviluppo delle sue tangenti (o sotto tangenti) ovvero
esistono una successione di rette ¢,(x) = o,z + 3, per cui ¢(x) = sup, {¢,(x)}, per ogni
x in R. Per le proprieta 1. di linearita e 2. di monotonia si ha allora che

On(E[X | G]) = anE[X | G] + Bn = E[¢n(X) | ] < E[¢(X) | G];

passando all’estremo superiore su n si ottiene

sup{én(ELX | G1)} = o(ELX [ G]) < E[6(X) | G].

Si noti che nella dimostrazione vengono utilizzate solo le proprieta di linearita e di
monotonia del valore atteso condizionato.

8. Convergenza sotto il segno di media condizionale, monotona e dominata

8i) Se {X,}.>1 ¢ una successione di variabili aleatorie non negative ed integrabili,
convergente con probabilita 1 ad X, monotonamente, cioe 0 < X,, < X, 1, allora

E[X, | G] /" E[X | G], con probabilita 1.

Dalla proprieta di monotonia si ottiene che se {X,, },>1 € una successione monotona allora
anche la successione delle medie condizionate X,, = E[X,, | G] € una successione monotona,
ed e quindi convergente ad una variabile aleatoria Z , G-misurabile. (E importante notare
che per ogni n esiste un insieme A,, € G di probabilita nulla nel cui complementare vale
X, < )Afnﬂ, che queste disuguaglianze valgono contemporaneamente nel complementare
di A=J,~, An, ed infine che A ha ancora misura nulla).

Per mostrare che la successione converge ad un rappresentante di E[X | G], basta notare
che E[X,14] = E[X,14] 1 E[X14], per la convergenza monotona di {X,} a X (e quindi
di {X,I4} a XI4), e che E[X,I4] 1 E[Z1,], per la convergenza monotona di {X,}aZ
(e quindi di {X,/4} a Z14). Di conseguenza E[X 1] = E[Z14],VA € G.

8ii) Se {X,},>1 ¢ una successione di variabili aleatorie integrabili, convergente con
probabilita 1 ad X, dominatamente, cio¢ | X,, |< Y, per una variabile aleatoria Y
integrabile, allora E[X,, | G] — E[X | G], in L.

La disuguaglianza interna e equivalente alla definizione di funzione convessa. Lo € esattamente nel caso n = 2

d(Ax1 + (1 = N)z2) < Ap(x1) + (1 — N)d(w2)

Il caso generale si ottiene per induzione su n: Se

allora

d)(z Aixi) < Z)\iéf?(%‘), per ogni A; > 0, Z A; =1, e per ogni x;

i=1 i=1 =1

n+1 n+1 n+1

OO piwi) <Y pid(a;), per ogni p; >0, > p; = 1,e per ogni y;
=1 =1 =1
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La dimostrazione relativa alla convergenza dominata si basa sulla seguente osservazione:
se X, » X q.c.e| X, |<Y allora X,, — X in L' (infatti allora | X,,— X |[<|Y |+ | X |e
quindi | X,, — X |— 0 dominatamente e percio E[| X,, — X |] — 0). Di conseguenza per le
proprieta di linearita e per la disuguaglianza di Jensen applicata alla funzione ¢(x) =| z |
e alla variabile aleatoria X,, — X,

| E[X,, | 6] — E[X | G] [=| E[X,, — X | ] [< E[| X, — X[ [ G].
Passando ai valori medi

E[| E[X, | G]-E[X | G] || = E[| E[X,—X | G] |] < E[E[| X, =X || G]] = E[| X,—X [] = 0.

Osservazione. Dalla dimostrazione ¢ chiaro che basta la convergenza X, — X in L1,
per ottenere la convergenza delle rispettive medie condizionali in L'. In realtd, nel caso
di convergenza dominata, c’e anche la convergenza puntuale delle medie condizionali. La
dimostrazione di questo fatto e rimandata a dopo aver mostrato I'esistenza di distribuzioni
condizionali regolari.
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2.6 Probabilita condizionali regolari

Il problema ¢ il seguente:

E possibile trovare una versione di P(A | G) in modo che applicazione
P(-|G)(w): F—=[0,1;A = P(A]G)(w)
sia una probabilita per ogni w?

Ad un primo sguardo superficiale sembrerebbe di si:
Ovviamente P(Q | G)(w)=1. Dalla proprieta di monotonia si ha che P(C' | G) € [0,1], per
ogni evento C' € F. Dalla proprieta di convergenza monotona, applicata alla successione
Xn =114, dove {A,} ¢ una successione di eventi di F, oppure di una o-algebra A C F,
si ottiene che, comunque scelta una successione di eventi di A, disgiunti a due a due, vale

P(JA4.16)=) P4, |G)

n>1 n>1

nel senso che al piu differiscono per un insieme di misura nulla N.

Sembrerebbe quindi tutto funzionare. Il problema sta nel fatto che I'insieme N puo dipendere
pero, in generale, dalla particolare successione {A,,n > 1} scelta e I'unione su tutte le
successioni possibili € un’unione non numerabile, quindi non ¢ detto che sia un evento e, anche
se lo fosse, non e detto che sia di probabilita nulla. E proprio questo che in generale impedisce
di affermare che A — P(A | G)(w) € una probabilita.

Lo stesso tipo di problema si pone nel caso in cui invece si cerchi una versione di P(A | G)(w)
per A € A C F, mentre non c¢’e nessun problema del tipo precedente se A e un’algebra finita
(e quindi una o—algebra).

Comunque, nel caso in cui sia possibile trovare un nucleo di misure di probabilita, cioe una
famiglia

@('7 ) : A X ) — [07 1]7 (A7w> = @(Auw)
1) per ogni w € 2, Q(-,w) € una misura di probabilita su (£2,.4)
2) per ogni C € A, Q(C,-) & G-misurabile ed & una versione di P(C' | G)(w),

allora si dice che Q(-,w) ¢ una versione regolare di P(- | G)(w), cioé delle probabilita
condizionali.

L’interesse di tali versioni deriva dal fatto che allora, per ogni v.a. Z, A-misurabile e
integrabile, vale

B(Z|9)w) = [ Z(w)Qdsw).

Q
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Per convincersene basta capire che cio e vero per Z = I, e quindi per ogni funzione
elementare, cioé combinazione lineare di funzioni indicatrici. Quindi (3) vale per ogni v.a.
non negativa integrabile, in quanto limite monotono di funzioni elementari, e quindi per ogni
v.a. integrabile in quanto differenza di due v.a. non negative ed integrabili.

L’interesse per 'esistenza di una versione regolare delle probabilita condizionali sta anche nel
fatto che tutte le dimostrazioni delle proprieta delle medie condizionali sarebbero immediate
(in particolare la disuguaglianza di Jensen e la convergenza monotona e dominata, anche nella
versione dell’osservazione relativa, con la convergenza puntuale).

Non sempre, purtroppo, si hanno versioni regolari delle probabilita condizionali. In generale
dipende dalla o-algebra A, qui di seguito viene dimostrato che cio e vero se A = o(X), dove X
¢ una variabile aleatoria a valori in R, cioe se C'={X € H}, H € B(R). In realta si potrebbe
vedere che cio e vero anche se X ¢ una variabile aleatoria ddimensionale, oppure se X e una
variabile aleatoria a valori in uno spazio metrico S, completo e separabile (ovvero uno spazio
polacco). In questi casi si ottiene anche una probabilita sullo spazio S degli stati di X e si parla
di distribuzione condizionale invece che di probabilita condizionale, che invece e una misura di
probabilita su €.

L’idea & molto semplice: si considera F(t | G)(w) :=P(X <t | G)(w) per t razionale. Per la
proprieta della monotonia, possiamo prendere una versione per cui, per ogni t; < t razionali,
F(ty | G)(w) < F(t2 | G)(w), in un evento 2y di probabilita 1: in questo caso I'evento in cui
cio non si verifica € un’unione numerabile di eventi di probabilita nulla. Per w € Q) si definisce
F(t | G)(w) = Fo(t), con Fy una fissata funzione di distribuzione, ad esempio (sempre sui
razionali). Su tale evento € esiste, per monotonia, il limite di F(¢ | G)(w) sia per t — 400
che per t — —oo, sempre per t razionale. Tali limiti sono rispettivamente uguali ai limiti di
F(n|G)(w)edi F(—n | G)(w), e, di nuovo a parte un insieme di probabilita nulla, coincidono
rispettivamente con 1 = P(X < 400 | G) e 0 = P(X < —oo | G).(Di nuovo su tale insieme si
definisca F(t | G)(w) = Fo(t) )

Per ogni valore s reale, ma non razionale, si definisce una successione t,, |s. Per la proprieta
della convergenza monotona (applicato a 1 — Itx<;,}) si ottiene che il limite di F (¢, | G)(w)
esiste ed e una versione di P(X < s | G)(w). In questo modo si ¢ ottenuta, per ogni w
una funzione F(s | G)(w), definita su tutti i reali, e che soddisfa tutte le proprieta di una
funzione di ripartizione, come si puo vedere facilmente. Ad ogni w € quindi associata una
misura px (- | G)(w) di probabilita, che definisce appunto la distribuzione condizionale di X
data G.

Si faccia attenzione: px (- | G)(w) € una probabilita su (R, B(R)), mentre Q(- | G)(w) ¢ una
misura su (£2,0(X)). Comunque accade che P{X € H} | G)(w) = pux(H | G)(w). Inoltre
poiché le v.a. o(X)—misurabili sono le variabili aleatorie del tipo Z = f(X), con f boreliana,
si ha che

E(f(X) [ 9)(w) = px(f [ 9)(w),
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dove, in generale,
u(f)i= [ f@)duta),

Per la verita esiste una generalizzazione a tutti gli spazi di Borel (S,S), cioé quegli spazi
misurabili (S5, S) per cui esiste un insieme £ € B(R) e una funzione biunivoca ¢ : S — E che
sia (5,S) — (£, B(R)|,) misurabile, e la cui inversa sia (£, B(R)|;) — (5, S) misurabile.

In particolare quindi il risultato di esistenza della versione regolare ¢ valido per (S5,S) =
(RY, B(R?)) o (S,8) = (RN, RY), che sono spazi di Borel (vedere ad esempio P. Billingsley [2]
“Convergence of Probability measures® pag. 218 e seguenti).

Prima della dimostrazione va notato che questo fatto permette di applicare il risultato anche
al caso in cui siano coinvolte le variabili aleatorie X,, n > 1, ed X (confrontare di nuovo
'osservazione alla proprieta della convergenza dominata per i valori attesi condizionali).

La dimostrazione e basata sull’osservazione che se Y e una variabile aleatoria a valori in S,
allora X := ¢(Y') ¢ una variabile aleatoria reale,e quindi esiste una distribuzione condizionale
wx (-] G). La distribuzione condizionale di Y su (S, S) si ottiene, per J € S, come

v (J [ G)(w) = px(6(J]) | G)(w)

in quanto la seconda e una versione di
P({X € ¢(J)} | G)(w) =P({¢7(X) € J} | G)(w) =P({Y € J} | G)(w).

Abbiamo gia usato il fatto che ogni funzione ¢(X )—misurabile si puo esprimere come f(X).
Supponiamo ora che G = o(Y) allora, necessariamente deve accadere che ux(H)(w) sia una
funzione di Y (w), ovvero che, per ogni boreliano H, esista una funzione f(H,y), misurabile in
Y, per cui

1) f(H,Y(w)) = px(H)(w)

2) f(-,y) sia una misura di probabilita per ogni y

(questo ¢ sicuramente verose y € Y (§2), mentre se y ¢ Y (€2) basta definire f(H,y) = v(H)
per una fissata misura di probabilita v).

Indicheremo f(H,y) con la notazione pill evocativa di ux(H | Y = y) o anche px)y (H | y).
Analogamente indicheremo con Fx(t | Y = y) o con Fxy(t | y) la funzione di distribuzione
condizionale di X data Y, “valutatain Y = y”. Ovviamente tale espressione non va confusa con
P(X <t|{Y =y}), che tra I'altro potrebbe non avere senso nel caso in cui P{Y = y}) = 0.

2.7 Esempi

Esempio 2.7 (caso dominato). Si tratta della generalizzazione dell’Esempio 2.4. Siano X
ed Y due variabili aleatorie con legge congiunta assolutamente continua rispetto ad una misura
prodotto vi(dz) X vo(dy) cioé con legge congiunta data da
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pxy (de, dy) = f(z,y)v(dz) x va(dy).

E facile vedere che la legge di X ¢é assolutamente continua rispetto a v1(dx) e la legge di' Y
lo ¢ rispetto a vo(dy), o meglio

- { / f(x,y)l/Q(dy)} vi(dz) = fx(z)1(dz),

_ [ / f(x,y>yl<dx>] valdy) = fy (y)va(dy).

In questo caso anche la legge condizionale di X data Y e assolutamente continua rispetto a
v1(dx) e risulta

pxy (dzly) =
per [y —quasi ogni y.
Infatti e facile verificare che, per ogni funzione g : R — R, misurabile,

Elg(X)h(Y)] =E[p(Y)h(Y)], per ogni funzione h misurabile  (x)

dove

o) = [ at@ynvtdsly) = [[olo) 22

(ovviamente g ed h devono soddisfare ipotesi che garantiscano l'integrabilita delle v.a. g(X)
ed h(Y))

v1(dx);

Tutte le v.a. W che siano o(Y)—misurabili sono del tipo W = h(Y) per h boreliana, di
consequenza

f(z,y) vy (d)

E[g(X) | Y] = 6(Y) = / 9(x) iy (o), _y ) = / 5w )

Un risultato analogo vale ovviamente anche per la legge di 'Y data X.
Casi particolari sono i casi in cui vi(dx) = dz, e w(dy) = dy, cioé torniamo al caso
della misura di Lebesque esaminato nell’Esempio 2.4, oppure vy(dx) = > 70, (dx), e
vao(dy) = >"07 00y, (dy) e si trova allora che

Elg(X) | Y Zg ) xpy (e} 9]y ) Zg ) P(X =20 | Y =)oy (o)

Esempio 2.8 (caso non dominato). Siano X edY due variabili aleatorie con legge congiunta
data da

px,y (de,dy) = p fi(x) dzdaw) (dy) + q folz,y) dz dy,

dove
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d.(dz) é la misura concentrata in z (ovvero §,(A) =1 se z € A, mentre 0,(A) =0 se z ¢ A),
ptrqg=1,

fi(z) é una densita di probabilita su R

fo(z,y) ¢ una densita di probabilita su R?,

a ¢ una funzione invertibile, C* e con | /() | strettamente positiva.

Le distribuziont marginali sono equivalenti alla misura di Lebesgue, essendo

pix (dz) = {pf1($)+€1/f2($ay)dy] dz,

iy (dy) = [pma-l(y))

L’ultima uguaglianza deriva da

il +q/f2(a:,y)d:v] dy.

lo/ (a1

E[h(Y)] = p / ha(@)) fi()de + g / h(y)dy / folw, y)dz =

= [ B Al )y a [ Wy [ BGe)de = [ by ()

Come si procede per calcolare la media condizionata di g(X) data Y ?

Come nell’esempio precedente si deve trovare una v.a. o(Y')-misurabile, cioé una funzione
o(Y) per cui valga

E[lg(X)h(Y)] = E[¢(Y)h(Y)], per ogni funzione h misurabile ()
Se poi troviamo che

oly) = / g(z)v(dz;y)

per una misura di probabilita v(-;y), allora potremo affermare che v(-;y) é una versione regolare
della distribuzione condizionale di X data Y =y.
Ora, qualunque sia la funzione h

Elg(X)h(Y)] — / / W) f1(2)dedamy(dy) + g / / o) fo(, y)dady
— » [t s q [ ( g(x)ﬁ(w)dw)h(y)dy

= [ st e W) et +a [ ([ o) e )by

= [ [pter s ) ol [ st o) | as



versione 15-12-2003 33

mentre invece

Bo(h(Y)] = [ Gwh)fila <>>‘ Syt a [ oty [ e

= [ 6t prr0 ) /f2 ra)de) | oy

Quindi affinché valga l'uguaglianza (*), qualunque sia h, € necessario e sufficiente che

ot D0 0 iy + o f o) e )| =
= 000) [phi(e” ) oy + o [ At

ovvero che

po(a (1) Filo™ ) gy + 1 o) ol )

5(y) =
’ P10~ () ey + a(J fole,)de)

Si noti ancora che
0™ ) = [ 9(@)5arsgy(do)

Per questo motivo, qualunque sia g, si puo riscrivere il numeratore come

PR ) i [ 9@ ) + o [ o). g)as)

e quindi la legge x|y (dzly) di X, condizionata adY =y, é proporzionale a

P ) o L i (da) + afala, y)da

o/(a~(y))|

Si noti che quindi la legge di X condizionata a'Y = y non é assolutamente continua rispetto
alla distribuzione iniziale di X, che ha invece una densita rispetto alla misura di Lebesque.



Capitolo 3

Martingale

Per definire una martingala abbiamo bisogno di dare prima la seguente

Definizione 3.1 (Filtrazione). In uno spazio (0, F), la famiglia {F;,t > 0} si dice una
filtrazione se ¢ una famiglia crescente di o-algebre di F, cioe Fs C F; C F, per 0 < s < t.
(La definizione ha senso anche nel caso in cuit = n € N, e nel caso in cui t € I C R, ad
esempio t € [0,T]).

La o—algebra F; rappresenta l'informazione disponibile fino al tempo ¢, e pill in generale
la filtrazione {F;} viene detta anche flusso di o-algebre, in quanto rappresenta il flusso di
informazioni disponibili, al variare del tempo.

Definizione 3.2 (Martingala). Un processo aleatorio X;, definito in uno spazio di probabilita
(Q, F,P), si dice una martingala rispetto ad una filtrazione {F;}, con F; C F, se

0) X, é Fi-misurabile per ogni t > 0. (o pit rapidamente il processo X, é adattato ad F;)
1) X, ¢ integrabile per ognit > 0, cioé E[| Xy || < 400 per ogni t > 0.
2) E[Xus | o] = Xi, per ognit,s >0
Nel caso in cuit =n € N la 2) puo essere sostituita con la richiesta che
E[X,1 | Fnl = X, per ognin € N.

Si noti che la proprieta 0) & sovrabbondante in quanto la 2) implica che X; sia F;-misurabile.
Cio non e vero nella seguente definizione:

Definizione 3.3 (Submartingala (Supermartingala)). Un processo aleatorio X; si dice
una submartingala (supermartingala) rispetto ad una filtrazione {F;} se

0) X; ¢ Fi-misurabile per ognit > 0. ( o piu rapidamente il processo X; ¢ adattato ad F)
1) X, é integrabile per ognit > 0, cioé E[| X; || < 400 per ogni t > 0.

2) E[Xp | ] > Xy(E[ Xy | Fo) < Xy), per ognit,s > 0,

34
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Di nuovo, nel caso in cuit =n € N la 2) puo essere sostituita con la richiesta che

E[Xy1 | Fr] = Xo(E[Xoyq | Fu] < X5), per ognin € N.

Osservazione 3.1. Se X; ¢ una martingala (o submartingala) rispetto a una filtrazione {F;} e
se {G¢} € una filtrazione per cui o(X;) C G C Fy, per ognit > 0, allora Xy lo é anche rispetto
alla nuova filtrazione:

E[Xi1s | Gi] = E[E[Xs1s | 2] | Go] = E[X: | Gi] = X

In particolare per ogni martingala (o submartingala) si puo prendere sempre la filtrazione
minimale F7X = a({Xu,u < t}) = U(U0<u<ta(Xu)), che per la proprieta 0) é sempre
contenuta in F,. Quindi, in genere ', se la filtrazione non ¢ specificata, si deve intendere
che si tratti della filtrazione naturale.

Se invece {H;} & una filtrazione per cui H; é indipendente da F; (e quindi da X;), allora X,
¢ una martingala (o submartingala) anche rispetto alla filtrazione Gy:=F, V H,; (confrontare la
proprieta 6. delle medie condizionali: il condizionamento ridondante).

Osservazione 3.2. Ogni martingala ha media costante e ogni submartingala ha media crescente
(in senso lato): basta passare al valore medio nella proprieta 3. delle medie condizionali
(condizionamenti successivi) e tenere presente che il valore medio di Y coincide con il valore
medio di E[Y | G].

Osservazione 3.3. Data una submartingala X; st ottiene una supermartingala considerando
—X;, e viceversa.

3.1 Esempi di martingale e di submartingale

Esempio 3.1. Sia data una variabile aleatoria Y integrabile ed una filtrazione {F}. Si definisca
X, :=E[Y | F]. Si dimostra facilmente che X; é una martingala:

E[Xt+s ‘ ft] = E[E[Y ’ -7:t+s] | ft] = E[Y ‘ ft]

(per def.) (condiz. successivi)

L’esempio precedente aiuta a capire il nome di submartingala: sia ora X; una submartingala,
allora, fissato v =t + s, il processo

Zy = E[Xeps | ] = E[X, | 7],
¢ una martingala per ¢ € [0, v], quindi la proprieta 2) per le submartingale diviene
Zt = E[XU | E] Z Xtv per te [O’U]v

ovvero che X, sia sotto la martingala 7, := E[X, | F], per t € [0, v].

L Attenzione: ovviamente la filtrazione potrebbe essere specificata anche all’inizio di una sezione, o di un
capitolo
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Esempio 3.2. Sia data una successione di variabili aleatorie Y, indipendenti, identicamente
distribuite?, integrabili e a media nulla. Si definisca

So=0,  Sy=) Y n>1,
k=1

o equivalentemente

3

Sn = Yk, n 2 0,
k=1
(con la convenzione che Y p_, aj, = D i<k<o @ = D pep @ = 0).
{0,Q} sen =0,
o({Y1, -+ ,Yn}) sen >0,

E[Sni1 | Fu] = E[Sn + Yot | Ful = Sp +E[Yoiy | Fu] = S + E[Yoi1] = S,.

Si ottiene facilmente che S, ¢ una martingala, rispetto® a F> = {

Se le variabili aleatorie Yy non sono a media nulla, basta sostituire Yy, — p, se p = E[Y1], ed
ottenere che

gn:Z(Yk—u):ZYk—nu:Sn—nu
k=1 k=1

¢ una martingala*.
Infine si osservi che, nel caso in cui p > 0, si ottiene che S, €& una submartingala, mentre,
nel caso in cui p < 0, st ottiene che S, € una supermartingala.

Esempio 3.3. Se siamo nelle stesse ipotesi del precedente Esempio 3.2ed inoltre le variabili
aleatorie Y}, ammettono momento secondo finito, e quindi varianza o, allora M, := S? — no?
e una martingala:

My —M, = SZ+1—(7L+1)02—(5’2—HUZ) = (SZ+2Yn+ISn+Yn2+1)_SZ_‘72 = 2Yn+15n+Yn2+1_02
Passando alle medie condizionali si ottiene che

E[M1 — M, | 7)) =E[2Y, 1S, + Y2, — 0% | F)

n

=28,EY 1 | F)+EY | Fl—02=2S,-0+0>— 0> =0

n

2Non & necessario che le variabili aleatorie Y;, abbiano la stessa distribuzione, basta che siano integrabili e
abbiano valore atteso nullo.
3La successione {Y;} si ottiene immediatamente dalla successione {Sy}:

Y, = Sn - Sn—17 per n > 1,

di conseguenza F2 = FY pern > 1.
4Sempre nel caso in cui le variabili aleatorie Y}, non abbiano la stessa legge si dovrl sostituire Y3, — p, dove

ur = E[Y%]. In questo caso
Su=Y YVi—m)=> Yi—>
k=1 k=1 k=1
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in quanto Y,y € indipendente da F, e quindi i valori medi condizionali E[Y, 1 | F,] ed
E[Y2,, | F,] coincidono con i rispettivi valori medi.
Se le variabili aleatorie Yy non sono a media nulla, allora

M, := (S, — nu)* — no?

¢ una martingala®.

Il seguente esempio permette di generare submartingale a partire da martingale e da
submartingale.

Esempio 3.4. Sia X; una martingala con E[| X; |*] < 400, per un a > 1. Allora il processo
| Xy |* € una submartingala: basta applicare la disuguaglianza di Jensen alla funzione |x|*, che
e convessa per a > 1

| Xo [*= | E[Xuys [ ] [7< Ell Xiys [ Fi-

(Xt & una MQG) " (dis. Jensen per |z|*)

Questo esempio si generalizza immediatamente al caso di ogni funzione convessa ¢, purché,
ovviamente, E[¢(X;)] < +00.

¢<Xt) = ¢(E[Xt+s ‘ ft]) < E[¢(Xt+s) | ]:t]-

(Xt & una MG) (dis. Jensen per ¢)

Per ottenere un risultato analogo nel caso in cui X; sia una submartingala bisogna aggiungere
[ipotesi che ¢ sia una funzione crescente, in modo che, essendo

Xy

N

> ]E'[Xt-i-s | f't])

(X¢ & una subMG)

IN <~

P(E[Xs | F]) < Elp(Xiys) | Fi.

(¢ & crescente) (dis. Jensen per ¢)

O(Xe)

Esempio 3.5. Se le variabili aleatorie W;, sono indipendenti identicamente distribuite®, con
E[W1] = 1, allora la successione di variabili aleatorie

o equivalentemente

5Di nuovo la stessa dimostrazione funziona anche nel caso in cui le variabili aleatorie Y; non hanno la stessa
legge, purché abbiano momento secondo finito e siano indipendenti. In tale caso

M, = (S, — Z#k)z - ZU’%
k=1 k=1

¢ una martingala.
SL’ipotesi che abbiano la stessa legge ¢ superflua, basta che le variabili aleatorie W}, abbiano valore atteso 1
e siano indipendenti.
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(con la convenzione che H2:1 ay = 1) definisce una martingala, rispetto " a
F o {0,Q} sen =0,
" o({Wh, -, W,}) sen >0,

ovvero, dato che la condizione di misurabilita ¢ ovvia, quella di integrabilita deriva
dall’integrabilita di ciascuna delle Wy, e dalla loro indipendenza, e infine

EZi1 | Ful = E[Z Wi | Fol = Z2EWoia | Fol = Z.E[Woia]| = Z,..

Come caso particolare si consideri la situazione dell’Esempio 3.2 con ['ulteriore ipotesi che per
un 0 € R valga
Elexp{0Y1}] = exp{¢(6)} < +o0

(si noti che non & necessario supporre E|Y1] =0). Allora ovviamente

Elexp{0Y1} exp{—4(0)}] = Elexp{0Y; — ¢ (0)}] = 1.
Come consequenza, posto Wy, = exp{0Yy, — ¥ (0)}, si ha che

Zn = exp{0S,, —ny(0)}

e una martingala strettamente positiva di media 1.

Esempio 3.6. Sia S, una martingala rispetto a F,, nello spazio (), F, I@’), e sia vy, predicibile
rispetto a F,, ovvero sia vy, misurabile rispetto a F,_1 per ogni n > 1. Allora ['integrale
stocastico discreto

(7-5)n = In(7) == Z’Vk(gk — gk—l) (3.1)

definisce una JF,-martingala, sotto una delle due sequenti condizioni:
a) per ogni k esiste una costante ¢y tale che P({w tali che y,(w) < ¢ }) =1
b) La martingala Sy e il processo v sono di quadrato integrabile, ovvero

E[|Sk]?] < 0o, per ogni k>0 E[|y]?] < oo, per ogni k> 1

Verifica: Per la misurabilita basta osservare che se k < n allora v, e Sp_1 sono Fj_1-
misurabile e quindi anche F,-misurabile, analogamente Sy e Fp-misurabile e quindi anche
Fn-misurabile, di consequenza

L(7) = > Sk = Sk-1)

"In questo caso FZ puo essere strettamente contenuta in JF,, = FV | infatti mentre Z,, = g,(Wy,...,W,),
e quindi ogni funzione misurabile rispetto a Zi,...,Z, € funzione misurabile di Wy,..., W, il viceversa in
genere non & vero: se Zi,...,Z, sono tutti positivi, allora Wy, = Zy/Z;_1, ma se Z,, = 0 allora Z,,,, = 0

per ogni m > 0 e quindi ¢ impossibile ricavare i valori di W, y,, per m > 0. Se tuttavia le variabili aleatorie
Wi (w), assumono valori strettamente positivi per ogni k e per ogni w, allora la corrispondenza tra {Z;} e {Wy}
¢ biunivoca e FZ = FV per ogni n > 1.
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e Fn-misurabile. Per lintegrabilita si osservi che
L)< ) el (1] + [Sk-a)
k=1

e che, se vale la condizione a), allora
Ellwl[Sel) < axE[|S[] <00 E[llISk-1]] < &E[|Sk-1]] < oo,
mentre se vale la condizione b), allora per la disuguaglianza di Cauchy
Ellwl[Sel) < BVl JEV2(1Sk] < 00 Ef|yel|Sp-1l] < EV2 [l JEV[|Sk- ] < o0
Infine basta osservare che

INE[]nH(V) —1,() | Ful = E[%H(Snﬂ - S*n) | Fol
= In+1 E[(Snﬂ - Sn) | Ful

(Yn4+1 & Fn—mis.)
_ = Ynt10 =10
(Sn & una Frn—MG)
Esempio 3.7. Dato uno spazio (Q, F) e su di esso una filtrazione F; e due misure di probabilita
P e Q, con P assolutamente continua rispetto a Q (di consequenza lo sono anche rispetto ad F;
per ogni t). Si definisca la deriwata di Radon Nikodym di P rispetto a Q, entrambe ristrette a
Fi, cioe

dP
Lt = = .
dQ|,
Il processo Ly & una Fy-martingala nello spazio (2, F,Q), anzi pit in generale risulta che se
X, & un processo adattato ad F, allora Xy € una Fy-martingala nello spazio (Q, F,P) se e solo

se Xy Ly & una Fy-martingala nello spazio (2, F, Q) (quindi il caso precedente deriva prendendo
banalmente X; = 1).

Infatti X, € una martingala in (2, F,P), se e solo ¢ integrabile rispetto a P e se per 0 < s <t
e Ae F,
EF [ X;] = EF[14X,],
mentre X;L; lo é in (2, F,Q) se e solo se ¢ integrabile rispetto a Q e se per 0 < s <t e
AeF;
EQI4 X, L] = ER[I4 X, L,].

Ovviamente, essendo 14X, una v.a. Fy-misurabile, si ha EF[[4X,] = EQ[I,X,L,] e, essendo
I14X; una v.a. Fy-misurabile, in quanto A € Fy C Fi, si ha EF[I4X;] = EQ[I4X;L]. La verifica
dell’integrabilita ¢ banale.
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Esempio 3.8. Sia X,, una catena di Markov con spazio degli stati finito e con probabilita di
transizione p; ;. Sta inoltre h una funzione armonica rispetto alla matrice delle probabilitaa
di transizione P = (p; ;)i j, cioé

h(i) = (Ph)(i) == Zpi,jh(j), per ogni i

(si noti che cio corrisponde a chiedere che h sia la soluzione di (P — I)h =0).
1l processo
M" .= h(X,)

¢ una martingala (rispetto a FX = 0{Xg, k=0, ,n}).
Questo risultato deriva da un caso pit generale: qualunque sia f

My = f(Xa) = ) (P = 1) f(X)

¢ una martingala rispetto a FX.
Cominciamo con il caso h armonica. Basta controllare che

E[MS-H ’ .7:2(] = E[MSH | XTL?Xn*la to ,XO] = Mh

ovvero che
E[h<Xn+1> ’ Xnu anla T 7X0] = h<Xn)

Essendo (X,,n > 0) una catena di Markov si ha®

E[f(Xn+1> | Xy Xp—1,° - ;XO} = (Pf)(Xn)

ed il caso f = h armonica ¢ immediato. Il caso generale deriva dall’osservare che

[y

n

M = M = [(Xnr) = Y (P = Df(Xe) = f(X0) + > (P = 1) f(Xe)
k=0 0

3

b
Il

qu—i—l 7{ = f(Xn-i-l) - (P - ])f(Xn) - f(Xn) = f(Xn-I—l) - (Pf)(Xn)a

e quindi

E[M,, — M] | Y] = E[f(Xnr1) = (PH(Xa) | F] = E[f (Xut1) | Fi] = (P(X0) = 0.

8Nel caso di variabili aleatorie discrete possiamo applicare i risultati sulle densitd condizionali: posto
X = (X, Xpn-1, -, Xo), sappiamo che

E[f(Xni1) | X]( Z FO) P(Xnp1 = j [H{X =x})[h—x ()

n) = Pa,;, quindi

Per la proprietd di Markov P(X,,41 = j | X = x) = P(Xp41 = j
= (Pf)(xn) e percio

P(Xny1 = J | X) = P(Xpp1 = J | Xp) = px,5 € 225 FU)P(Xna
E[f(Xn-i-l) I Xy Xn—1,--- 7X0] = (Pf)(Xn)

Nx
3
1
Il R
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3.2 Decomposizione di Doob

Tenendo conto dell’Esempio 3.4, possiamo affermare che, se sono soddisfatte delle condizioni
di integrabilita, il quadrato della martingala S, dell’Esempio 3.2 € una submartingala.
Nell’Esempio 3.3, si ottiene che S? — nu ¢ una martingala, quindi si pud scrivere come la
somma di due processi

S2 = (S2—no?) +np=M,+ A,
dove M, ¢ una martingala, ed A,, = no? & un processo deterministico crescente.

Il seguente teorema generalizza tale esempio a tutte le submartingale.

Teorema 3.1 (Decomposizione di Doob). : Sia (0, F,P) uno spazio di probabilita, e sia
(Fo)n € N una filtrazione con F,, C F. Data una F,-submartingala X,, a tempo discreto, essa
si pud sempre scrivere in modo unico (a meno di insiemi di misura nulla) come

Xn:XO+Mn+Ana
dove M, ¢é una martingala ed A, é un processo predicibile (cioé, per ogni n € N, A, ¢

Fn_1-misurabile) crescente in senso lato, con Ag = 0.

Dimostrazione. Se una tale decomposizione esiste necessariamente deve accadere che My = 0,
ed inoltre, essendo A, = X,, — Xo — M,,, deve accadere che

An—i—l - An = Xn+1 - Xo— Mn+1 - (Xn - Xo— Mn) = Xn+1 - X, - (Mn—i—l - Mn)

Essendo A, .1 — A, una v.a. F,-misurabile, passando alla media condizionale rispetto ad F,,
essa non cambia, per cui deve necessariamente accadere che

AnJrl - An = E[Xn+1 - Xn - (MnJrl - Mn) ’ -,'rn]
=E[Xp1 — X | Fo]l —E[Mypy — M, | F] =

(M, & una Fp-martingala)

=E[X,11 — X | Fu] = E[X11 | ] — X

Quindi I'unico modo per definire® A, ;, con Ay = 0, ¢ il seguente

n n

A = Appr — Ag =Y (Ape1 — Ap) = > (B[Xpp1 | Fi] — X5). (3.2)

k=0 k=0

E immediato verificare'® che con questa definizione il processo 4,, := S (EXe | Fooa] — Xom1)
e integrabile, predicibile e crescente, con Ay = 0.

9Da cui segue 1'unicita della decomposizione, in quanto A,, deve essere definito come in (3.2) e poi si dovra
definire necessariamente M,, := X,, — Xy — A,,.
10Per I'integrabilitd basta osservare che

n—1 n
|An| < Z (lE[XE ‘ .7:4” + |Xg,1‘) < Z (E“XZ‘ ‘ ‘7:271] + |X€71|)7
=1 (per dis. Jensen) —1

ed utilizzare il fatto che X,, sono tutte integrabili.
Per la predicibilta, basta osservare che, per ogni ¢ < n, E[X, | F(] ed Xy_1 sono Fy_j-misurabili e quindi
Fr—1-misurabili.
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Si tratta ora solo di verificare che con questa definizione di {4, },>¢ il processo M, :=
X, — Xo — A, & una martingala, con My = 0. Ma ovviamente

Mn+1 - Mn - Xn+1 - XO - An+1 - (Xn - X() - An) - Xn+1 - Xn - (An—i-l - An)a

per cui, tenendo conto che per definizione A, .1 — A, = E[X,.41 | F.] — Xy, e passando alla
media condizionale, si ottiene la tesi.

Osservazione 3.4. Si noti che nella dimostrazione del teorema di decomposizione di Doob, il
fatto che X,, sia una submartingala é servito solo nei sequenti punti:

(1) ha senso calcolare la media condizionata di E[X, 1 — X,, | Fn], in quanto Xy, é integrabile
per ogni k,

(ii) 4l valore atteso condizionato E[X, 1 — X, | F,] coincide con E[X, 11 | Fn] — X, in quanto
X, € adattato alla filtrazione {F,},

(iif) 4l processo A,, risulta crescente (in senso lato), in quanto E[X, 11 | F,] — X, > 0.

St vede quindi che il procedimento si applica a qualunque processo che sia integrabile ed F, -
adattato, si ottiene pero una decomposizione nella somma di una martingala e di un processo
predicibile (che, in generale, non é crescente).

Sarebbe interessante rivedere [’Esempio 3.8, sotto questa luce, in fondo applicando il
procedimento della decomposizione di Doob al processo F-X-adattato e integrabile f(X,), si
ottiene che

F(X) = F(X) - (BLf (Xier) | Fil - F(X5) + (L (X | Fil - £(X0)
(X - 2 (PFX0) — F(X0) + z (PFX0 — F0)
= f(X,) — :_: (P—1)f(Xy) + :_; (P—1)f(Xy) =M+ :_: (P—1)f(Xy)
— F(X0) + M — F(X0)] + (P 1) 7%
In effetti il processo :
Al = : (P—1I)f(Xk)

¢ un processo FX -predicibile, in quanto chiaramente Af ¢ FX |-misurabile.

Per la crescenza basta osservare che, per definizione
An+1 - An - E[Xn+1 | fn] - Xn > 07

dove la disuguaglianza vale in quanto X,, € una submartingala.
Infine il fatto che Ag = 0, & vero per definizione.
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Esempio 3.9. Se M,, ¢ una martingala di quadrato integrabile, allora M? ¢ una submartingala.
Se My = 0, allora la decomposizione di Doob in questo caso diviene:

ZE 2) | Fir +Z (M2); — E[A(M2)4| Fr1])

dove A(M?)y == M? — M? .
Cosi, posto

<M >, ZE Vie| Fr—1],

il processo predicibile, detto Variaz10ne quadratica predicibile, o caratteristica

quadratica, e posto
n

My =Y (AM?), — E[A(M?)i| Fia]) |

k=1
st ha la decomposizione
M? =< M >, +m,.

Va menzionato il fatto che, essendo M, una martingala,

<M >, —< M >,_1:= E[A(MQ)HF;C_J = E[(AMk)Q |}_k_1],

come si vede facilmente'!
Va menzionato anche il fatto che il processo

=AM,
k=1

viene detto variazione quadratica (opzionale).

Esempio 3.10. Nelle stesse ipotesi dell’esempio precedente, se vy, € un processo predicibile, di
quadrato integrabile, per I’Esempio 3.6,

Li(7) =Y v (My — My_y)

k=1

UTnfatti

A(M?), = M — M} | = (My_1 + AM)? — MZ | = MZ | +2 My AMy + (AM;,)? — MZ_,
=2 M1 AMy, + (AM})?,

da cui, per la Fj_i-misurabilita di Mj_,

E[A(M?)|Fr—1] = E[2 My_1 AMy|Fre—1] + E[(AM)? | Fr_1]
= 2 My_1 E[AM| Fr_1] + E[(AM)? | Fr_i],

e quindi, poiché E[AM|Fr—1] = 0, in quanto M,, & una martingala,

E[A(M?) | Fre1] = E[(AMy)? | Fr_i].
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e una martingala, con
Al =y (Mk - Mk—l) .

Lo scopo ¢é trovare condizioni sotto le quali I,,(vy) sia a sua volta una martingala di quadrato
integrabile e trovare la sua decomposizione. Per iniziare

L) = e (M = Mya) Y (M, — M)
k=1 h=1

n n—1 n
= Zvi (My, — My—1)* +2 Z% (Mg — My.—1) Z Y (My, — My ),
k=1 k=1 h=k+1
da cuil
n n—1 n
B[] =B ) 9 (My = Me1)* +2> e (M — Mygy) Y yn (My — M)
k=1 k=1 h=k+1
n n—1 n
=Y B[ (Mg — My 1)’} +2> > By (My — My1) v (M — My 1))
k=1 k=1 h=k+1
Ora

E [vi (Mg = My_1)*] = E [E [} (M — My—1)* [ Facn]] = B [RE [(My, — M—1)* | Fea] ]
=E [y (< M >, — < M >41)],
mentre, per k < h,

E [y (Mg — Mg—1) v (My, — My—1)] = E[E [y, (M}, — My—1) yo (Mp — My 1) | Fr1]]
= E [y (Mg — My—1) ME [(My, — Mp—1) |Fn-1]] = E [y (Mg — My—1) 7, 0] = 0.
Quindi

n

E[2(1)] =Y ENA< M >, — < M >)].

k=1

e la condizione affinché I,,(vy) sia di quadrato integrabile diviene

E D (<M >, — < M>,)| <oo.
k=1

Sotto la precedente condizione si ha che I,(7y) é una martingala di quadrato integrabile e quindi
che I2(v) ¢ una submartingala. Per trovare la sua decomposizione si puo notare che, posto

My = L) =) (< M >, — < M >_)

k=1

= Z%f (M, — Mk—l)Q — Zv,f(< M >, — <M >;_)
k=1 k=1
n—1 n

+ 22 Z Ve (Myy — My—1) v (Mp, — Mj—1)

k=1 h=k+1
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si ottiene che M,, é una martingala (vedi sotto), ed essendo il processo

D M >, — < M >4)
k=1

predicibile, si ¢ ottenuta la decomposizione di Doob, della submartingala I2(v). Per verificare
che M,, é una martingala si osservi che

E (M| Foct] = E [ Fact] = D (< M >p — < M >p_y)

k=1
=Y B[ (M — My_1)* |Faca] = > 9R(< M >, — < M >, 0)+
k=1 k=1
n—1 n
+2 Z Z E [ve (M), — My—1) v (My, — My_1) | Fr—i]
k=1 h=k+1
n—1
= Z/y]% (Mk - Mk—1)2 +E [%% (Mn - ]\477,—1)2 |‘Fn—1]
k=1
n—1
2 2
Y R M > = < M >pq) =A< M >, — < M >,_0)+
k=1
n—2 n—1
+2) 0> e (M — My—y) y (M, — My_y)
k=1 h=k+1
n—1
+2) By (M — My—1) yn (M — M) | Fui]
k=1
= M1 +E[V2 (M — My_1)* | Foca] = 2(< M >, — < M >,_4)
n—1
+2) e (My = My—y) 1B (M, — M) | Fui]
k=1
— Mn—l-

Va osservato infine che se X; ¢ una F;-martingala di quadrato integrabile, e se t) < t; <

.- < ty, allora
A4% :3)(%

¢ una martingala rispetto a G, = F, .
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3.3 Martingale, submartingale e tempi d’arresto

Definizione 3.4. . Sia {F;} una filtrazione e sia 7 : Q@ — Rt U{oo}, una variabile aleatori (la
v.a. T deve prendere valori negli indici del tempo preso in considerazione e quindi, ad esempio,
in N se si tratta tempo discreto, ma puo anche prendere il valore infinito). La v.a. T si dice
tempo d’arresto (o stopping time) rispetto ad {F,}, se per ogni t

{r<tye R

Si dice inoltre che 7 ¢ un tempo d’arresto finito se

P(r < 400) =1

e che T € un tempo d’arresto limitato se esiste un numero L< 4+0o0 per cui

Pir<L)=1

(Si noti che a volte la filtrazione in considerazione ¢ ovvia, e quindi non viene specificata.)

Nel caso in cui 'insieme dei tempi sia N & equivalente chiedere che {7 = n} € F, per ogni
n in quanto ovviamente

{r=n}={r<n}\{r<n-1}
e quindi se {T <n} € F,e{r <n-1} € F,_1 C F, allora {r = n} € F, per ogni n,
mentre

{r <n}=Ui_o{r =k}

e quindi se {7 = k} € Fj per ogni k, essendo F, C F, per k < n, si ha che {r <n} € F,
per ogni n.

Esempio 3.11. Con le stesse notazioni dell’Esempio 3.3, e per ogni a € R,

T(w) =inf{n : S, > a}, (con la convenzione che inf{p} = +o0)

¢ un tempo d’arresto rispetto ad F2 , in quanto per decidere se ’evento {7 < k} si & verificato,
basta esaminare le prime k v.a. Sy, ,Sk.

Invece o(w) = sup{n < 10 : S, > a}, se un tale n esiste e 10 altrimenti, non é un tempo
d’arresto, in quanto, ad esempio, per decidere se l'evento {o < 3} si e wverificato, bisogna
esaminare tutte le v.a. Si,--+,S10 e non solo Si,Ss,Ss, percio {o < 3} non é misurabile
rispetto a Fy .

Definizione 3.5. . Dato un tempo d’arresto 7, si definisce la o-algebra degli eventi fino
al tempo 7 come

F.={A e F, per cui AN{r <t} € F; per ogni t}
dove Foo = \t/j:t'
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Si tratta cioe degli eventi, per i quali stabilire il loro verificarsi insieme al verificarsi di {7 < ¢}
dipende solo dall’informazione disponibile fino al tempo ¢.

Esercizio 3.1. Controllare che F, é una o-algebra.
(suggerimento: se A € F, allora l'evento AN {r <t} ={r <t]\{An{r <t}} e &)

Esempio 3.12. Se F,, = o{Xy, -+, X,} e =inf{n t.c. X,, € I}, con I € B(R), allora T ¢
un F, tempo d’arresto, infatti evento {T <n} ={3k <n t.c. Xpyel} e F,.

Nel caso tempo continuo non e cosi’ semplice, pero qualcosa si puo dire.

Definizione 3.6. Sia

T4 =inf{t >0 t.c. X, ¢ A},

con la convenzione che l’estremo inferiore dell’insieme vuoto e uguale a +00.

La v. a. T4 € detta tempo di prima uscita da A.

Lemma 3.2. Se X; ¢ un processo a traiettorie continue e A é aperto, allora T4 € un tempo
d’arresto.

Dimostrazione Si tratta di notare che, essendo A° chiuso la funzione z +— dist(z, A°)
e continua, e di conseguenza, essendo X; a traiettorie continue, si ha che la funzione s —
dist(Xs, A°) e continua. Percio

inf dist(X,, A°) = min dist(X, A°)
0<s<t 0<s<t

e quindi

. . c o : : c 1
{Ta>t}= {Olgr;fStdlst(Xs,A ) >0} = U{olgr;fgtdISt(Xs’A ) > ﬁ}

c 1 . c 1
= U{Ogg dist(X,, A°) > E} = U ﬂ {dist(Xs, A°) > ﬁ} e F
seQ n 0Zs<t

Si noti che se il Oi<nf< . dist(Xs, A°) non fosse un minimo, allora potrebbero verificarsi
S

contemporaneamente gﬁ eventi
{ta>t}e {ogfgtdISt(Xs’A ) =0},
e la prima delle precedenti uguaglianze non sarebbe valida.

Nel caso in cui l'insieme A non sia aperto non e detto che 74 sia un tempo d’arresto. Se A
e un insieme chiuso allora 74 ¢ un tempo d’arresto in senso debole, ovvero

{T4a <t} € F, per ogni t > 0.
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Osservazione 3.5. Affermare che T ¢ un tempo d’arresto debole ¢ equivalente ad affermare
che € un tempo di arresto rispetto alla filtrazione

./Tt+ =N fs.
s>t
Infatti in generale, se {T <t} € F; per ogni t > 0, allora, qualunque sia m > 1
1
{r <t} :ngm{f < H’ﬁ} € Fry,

e quindi {7 <t} € F, per ogni s > t, ovvero 2 {1 <t} € Fy+ per ogni t.

Lemma 3.3. Se X, ¢ un processo con traiettorie continue a destra con limiti a sinistra (cadlag
acronimo dal francese continue a droite limite a gauche), la filtrazione é continua a destra (cioé
Fi=F = NF) ed F e un chiuso allora T é un tempo d’arresto.

s>t

Dimostrazione. Basta dimostrare che 77 € un tempo d’arresto in senso debole, e difatti

{rr>t}= [ {X. € F},

0<s<t

ed essendo il processo X; a traiettorie cadlag ed F' chiuso si ha

N {X.eF}= ({X.eF}eF.

0<s<t 0<s<t
seQ

(infatti se Xs € F per ogni s € QN [0,¢), alloraVr <t X, =lim ., X;€F)

seQnN(r,t)

3.4 Alcune proprieta dei tempi d’arresto

1) Se 7 e o sono tempi d’arresto allora 7 A o e 7V o sono tempi d’arresto.

Infatti, per ogni ¢,
{rveo<ti={r<t}n{oc<tte Fe{rno <t} ={r<t}u{o <t} eF

2) Se 7 ¢ un tempo d’arresto allora la successione Tn:@ € una successione di tempi d’arresto

per cui 7, — T, con 7, > T per ogni n. (qui [x]| denota la parte intera superiore)
Infatti, V¢, posto t, = %, risulta

{m <t} ={[mn] <nt} ={r < LnTtJ} e F, C F,

12 Alternativamente: per ogni s >t si ha {1 <t} = QI{T <t4+ =ty e Frpsety = Fs
n_
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in quanto, posto k = [tn], cioe k — 1 < ™n < k, e k < nt, allora |nt] > k > mn, ovvero
7 < Ufl—”, ed ovviamente risulta t,, < t.
Per la convergenza di 7,, a 7, basta osservare che qualunque sia x € R si ha

(nz] 1 [nz] -1 [nx]

<z < ——
n n n n

Si osservi che, se di prende 7, = 7o, allora 7,, \, 7, cioe 7, € anche una successione
monotona non crescente, e che inoltre {7,,} C D, dove D & l'insieme dei diadici. Infine
va notato che tale risultato e interessante solo nel caso di tempi d’arresto che assumono
valori in un insieme non discreto.

3) Lav.a. 7 ¢ F,-misurabile.

Infatti, per ogni s, {T <s}€ F, in quanto, qualunque sia ¢,

{r<sin{r<t}={r<snt} e Fsnu CF

4) Se 7 e o sono tempi d’arresto e P{oc < 7} = 1, ed Fy contiene tutti gli eventi trascurabili
(cioe gli insiemi contenuti in insiemi di probabilita nulla), allora F, C F..

Infatti se A € Fow e AN{o <t} € F; per ogni t, allora

An{r<t}=An{r<t}n{o<tHhHUAN{r <t}n{o >t}) =

=(An{o<thn{r<thuCeF

in quanto C := (AN {7 <t} N{o > t}) € Fy C F;, essendo un evento trascurabile, e
{r <t} e An{o <t} sono in F; per ipotesi.

Si osservi che se invece o0 < 7 certamente, allora la condizione che F{ contenga tutti gli
eventi trascurabili non e necessaria.

Conviene qui osservare che se una filtrazione soddisfa le condiziont “abituali“, cioe
i) Fo contiene tutti gli eventi trascurabili non ¢ necessaria.
ii) la filtrazione ¢ continua a destra (cioe¢ F; = Fy+ 1= N Fy)
s>t

si possono applicare sia il Lemma 2 (e ottenere dalla ii) che i tempi di uscita da un chiuso
sono tempi d’arresto) sia la proprieta 4 (e ottenere dalla i) che F, C F,).
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3.5 Caso a tempo discreto

Proposizione 3.4 (Martingale arrestate). Data una F,-martingala (o submartingala) X,
ed un tempo d’arresto T, il processo

Y, = Xn/\T
¢ una F,-martingala (o submartingala).

Dimostrazione. Cominciamo con il dimostrare che Y, ¢ F,-misurabile e che ¢ integrabile. Si
noti che

Y, = XTI{TSn} + XnI{T>n}7

e quindi

Yn = X()I{T:()} + X1[{T:1} + X2]{7-:2} +o 4+ XnI{T:n} + XnI{T>n}7 (33>
Y, = Xolgr=oy + Xilprmy + Xolr=oy + - + X frony (3.4)

e che {1 =k} € F, C F,, {7 > n} € F, e che X} sono F,-misurabili per k& < n, da cui la
Fn-misurabilita di Y,,. Per ottenere 'integrabilita basta notare che dalla (3.4)

[ Yo [<I Xo |+ [ Xo [+ Xo [+ 4| Xo |

e sfruttare 'integrabilita delle Xj.
Per ottenere il resto dobbiamo notare che dalla (3.4), con n + 1 al posto di n, si ha

YnJrl = XOI{T:()} + Xll{’r:l} + X2I{7-:2} +oee XnI{T:n} + Xn+ll{7'>n}7 (35>
e quindi, confrontando (3.3) e (3.5)

Yn+1 Y, = (Xn+1 - Xn>[{7>n}

Di conseguenza, essendo I(;~,} una v.a. J,-misurabile, ed X,, una martingala,

ElY, =Y, | Fol = EXnp — Xo | Fullrsny = 0.

Nel caso in cui X,, sia una submartingala risulta ovviamente E[Y,,.; — Y, | F,] > 0.

Proposizione 3.5. Data una F,-submartingala (o martingala) X, ed un tempo d’arresto T,
limitato quasi certamente, ovvero per cui

P1<7t<n)=1

allora

E[X,] < E[X.] < E[X,)].
(Nel caso di martingale E[X,] = E[X,] = E[X,].)
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Dimostrazione. Per la proposizione precedente si ha che {X;\;}r € una submartingala, e
quindi in particolare il valore medio & crescente (in senso lato). Poiché X, ,; = X7, la prima
disuguaglianza segue immediatamente.

Per la seconda disuguaglianza basta mostrare che E[X,, — X;| > 0 e infatti

n

X, — X, = Z(Xn - XT)]{Tzi} = Z(Xn - Xi)I{T:i}
i=1

i=1
e quindi

n n

E[X, — X:] = ) El(X0 — X)Ir—p] = Y EIE[(Xy — Xi)Iir—y | Fi]

i=1 i=1

La tesi segue in quanto

nel caso delle submartingale (= 0 nel caso delle martingale).

3.6 Applicazione: la rovina del giocatore con le
martingale

1) caso simmetrico
Sia Y} una successione di v.a. indipendenti, con

1
PV =1) = P(¥i = —1) = -,
e sia

oy
k=1

Sappiamo (vedi Esempio 3.2 che S, € una martingala. Siano a e b numeri naturali non nulli e
sia

7 =71(a,b) :=inf{n t.c. S, ¢ (—a,b)} =inf{n t.c. S, = —a o S, = b}.

La variabile aleatoria 7 ¢ finita '* con probabilita 1, cioe¢ P(1 < 4+00) = 1.

13Si puo dimostrare direttamente, anche nel caso generale, con P(Y}, = 1) = p, che

P(r = 4o00) = lim P(r > n(a+b)) =0.

n—oo
Infatti, si ha {7 = +oc0} = gl{r >n(a+0b)}eP(r>n(a+b)) <a” per un a < 1. La prima uguaglianza &
nz
ovvia, mentre la seconda si puo vedere facilmente osservando che

{w tali che esiste & < n per cul Yy(aqp)+1 = Yi(atb)+2 = = Yi(atb)tats = 1} C {7 < n(a+b)},

e che quindi

P( U Yitato)+1 = Yitatv)+2 = = Yi(atb)4+ats = 1}) < P(7 < n(a +0))
k<n
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Per uno dei risultati precedenti sappiamo che S,,, € una martingala e che quindi

E[Surr] = E[Sinr] = E[S1] =0

Inoltre S,r, — S; per n — +00, € |Syar| < max(a,b) e quindi per il teorema della
convergenza dominata

E[Suns] — E[S,].

Di conseguenza
E[S;] = —aP(S, = —a) + b(1 — P(S, = —a)) =0,

da cul immediatamente

2) caso generale
Come nell’applicazione 1) ma con P(Yy, = 1) = pe P(Yy = —1) = ¢ = 1 — p. Si procede in
modo analogo al caso precedente, ma questa volta si prende come martingala

Zn = exp{0S,, —ny(0)}

dove
exp{(0)} = Elexp{0Y1}] = exp{0}p + exp{—b}¢.

Si cerca, se esiste # in modo che v(0) = 0 ovvero, posto exp{f} = «a, si cerca ap +a ¢ =1,
ovvero a?p — o + ¢ = 0. Cid & possibile solo per

1+T—4dpg 1+/1—4dp+4p* 1+£/1—dp+4p*> 1£[]1-2p] 14(1-2p)
&: = = = =

2p 2p 2p 2p 2p
ovvero per @ = 1 o a = 1 (come del resto si pud vedere anche subito). Il caso a = 1
corrisponderebbe a Z, = 1 e non porterebbe ad alcun risultato, mentre exp{f} = a = %

n
corrisponde a Z, = (%) . Di nuovo, sempre per convergenza dominata,

1 =E[Z,] — E[Z,] = (g)“P(ST = —a) + (%)bu —P(S, = —a)] = 1,

ovvero, passando ai complementari, e utilizzando I'indipendenza delle v.a. Y},

P(() {Vetast)+1 = Yi(arty+2 = - = Yi(atb)+asd = 1}°)
k<n
= HP({Yk(a+b)+1 = Yiatn)+2 = = Yi(atb)+ats = 1}°)
k<n
= [T -p") = (- p™")" = a" 2 B(r > n(a +b)).
k<n

Si noti che in fondo si & dimostrato che 7 < T'(a + b), dove T' & una variabile aleatoria geometrica di parametro
B=p*t =1—aq.
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Da cui di nuovo si puo ricavare, posto p = 1%

1 — b a _ . bta b+a _ ,a
IP’(ST _ —a) _ P P P P P _
p—a _ pb 1— pb—I—a pb-‘ra -1
Si noti che b
P(S, = —
( @) = a+b

1
5

per p — 1, cioe per p —

3.7 Disuguaglianza di Kolmogorov per submartingale
non negative

Proposizione 3.6 (Disuguaglianza di Kolmogorov). Sia X, una submartingala non
negativa allora

EX,]
gl

(i) P(max(Xy, Xo, - -+, X)) > 7) <

Sia X, una martingala con E[|X,|*] < 400, > 1, allora
B[ X[

(ii) Pmax(| Xy, [ X, -+, [Xa]) > 7) < va

Dimostrazione. Cominciamo con il primo caso. Si definisca

{7’ = inf{k tali che 1 <k <n, X, >}, seun tale k esiste
T

=n, altrimenti.
Ovviamente 7 ¢ un tempo d’arresto e {X,; > v} = {max(Xy,---,X,) > v} e quindi per la
disuguaglianza di Markov
E[| X, E[X
P(maX(XhXQa Y Xn) > 7) = P<XT > 7) < H’)/ H N [7 T]

Basta quindi mostrare che E[X,] < E[X,], ma ci0 discende immediatamente dalla
proposizione precedente in quanto 7 € a valori in 1,2, - -, n.

Per il caso di martingale, la tesi segue osservando che

Pmax(| Xy, [Xaf, -+ - | Xal) > ) = P(max([Xq|%, | Xa|*, - [Xn]") > 9%),

la funzione |z|*, per @ > 1 & convessa e quindi |X,|* & una submartingala non negativa
(confrontare proprieta 4) e infine applicando la disuguaglianza precedente.
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3.8 Convergenza di martingale
Proposizione 3.7. Sia X,, una martingala uniformemente limitata in L', cioé tale che
supE[| X,|] < M < +o0.
Allora
P({w t.c. 3 finito nh_}rEOXn(w)}) =1
Dimostrazione. Daremo la dimostrazione solo nel caso in cui valga una ipotesi piu forte:

supE[| X, [?] < M < +o0.

1/2
(si noti infatti che in tale caso E[|X,|] < (E[|Xn|2]> < M)

Basta mostrare che la successione X, € una successione di Cauchy con probabilita 1. Cio
significa che
{wtc. Ye > 03Im > 1 t.eVk > 1| Xk (w) — X (w)| < €}

ovvero

5 mgl kgl{lx””‘*’“ ~Xn| <€}

¢ un insieme misurabile di probabilita 1. La misurabilita segue osservando che e equivalente
prendere € razionale positivo. Per calcolare la probabilita, ricordiamo che in generale se By,
sono eventi P(hQ1Bh) =1 se e solo se P(B),) = 1Vh > 1.

Infatti se Mh@lBh) = 1 allora, poiché hngh C By, ne segue che P(By) = 1, comunque fissato
h>1. Se Vicevgrsa P(By) = 1Vh > 1, all(;ra
— 1 _ c cy « ) — (.
B0, B0) = 1~ P(Y,Bi). B0, B]) < S P(B)) =0

Di conseguenza la tesi equivale a mostrare che, per ogni € > 0,

P(U O {[Xmen — Xpn| <e€}) =1,

m>1 k>1

ovvero che, per ogni € > 0,

P(N U {| Xy — Xpn| > €}) = 0.

m>1 k>1
Si osservi che,Vm > 1,

mgl kLZJl Xy = Xonl > e} kglﬂXerk — Xom| > €}

e che
PCY X — Xl > €}) = lm P(U {[Xvr — Xim| > €}).
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Di conseguenza

IP)(m>1 k>1 Xk = Xon| > €}) < ,}LTOP(kL:Jlﬂka — Xl > €}),
e quindi
P(2 >1 k>1 Y {Xmst = X > €}) < lim ~ lim P( U {‘Xm+k Xim| > €}).

Non rimane che dimostrare che
Jim  lim ]P’( U {|Xm+k X > €}) = 0.

Si osservi ora che X}, := Xmir — X, © una martingala rispetto alla filtrazione G := Fmps
e che

Y Ui — Xl > €} = {max(| X, [ Xof, -+ [Xa]) > €}
Basta quindi applicare la disuguaglianza di Kolmogorov per o« = 2 per ottenere che
" E[| X4n — Xoml? E[X7..,) —EX;]
B0 {1 X — K| > o) < men = Xl ) B

Infatti
E[| Xt — Xnf?] = EIX2

m+n

|+ E[X2] — 2E[ Xm0 X =

= E[XZ.,] + E[X2] — 2E[E[ X n Xem | Fm] =
= E[XZ,,| + E[X2] - 2B[XmE[Xmyn | Fm] = E[XZ,,] + E[XZ] - 2E[XZ]

A questo punto si noti che E[X2] ¢ una successione convergente ad un numero pu < M,
in quanto ¢ una successione limitata per ipotesi, e monotona non decrescente (X2 ¢ una
submartingala). Quindi

E[XZ . —E[X2
lim hmP<U{\Xm+k Xm| > €}) < lim  lim ——"+= g P BN

m—00 N—00 m—00 N—00 62 m—00 62

3.9 Disuguaglianza di Doob

Proposizione 3.8 (Disuguaglianza di Doob). Sia data una submartingala non negativa
X, con E[(X,)?] < +o0, per un p > 1. Posto X} = r]£1<aX(Xk) vale la sequente disuguaglianza:

% P\’
E[(X;)") < (=) El(X.)")
p
Nel caso di una martingala X,,, con E[|X,|?] < +o0, e posto X = r&ax(]Xk\) vale la sequente

disuguaglianza:

EX;P) < (25) EIX.P)
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Dimostrazione. Si definisca
= inf{k tali che 1 <k <n, Xy > ~}, se un tale k esiste
Tyi=n+1 altrimenti.

Ovviamente 7, € un tempo d’arresto e {X;* >~} coincide con kﬁl{a =k} e quindi per ogni 3

X;: oo [e'e) n
X;i)ﬁZ/ ﬁvﬁ‘ld“y:/ ﬁvﬁ‘lf{x;w}d’y:/ B iy
0 0 0 k=1

Passando al valore medio, per § > 0,
E[(X:)") =" / By PR gy <Y / BY B[ XL (7, -y )y
k=170 k=170
in quanto yIt. —py < Xpl(r 4. Inoltre, essendo X,, una submartingala Xj < E[X,, | F%], non
negativa, ed essendo {7, = k} € Fj, si ha
E[ Xy I —iy] < EELX,, | Fillir,—iy) = E[E[XoI(r, =iy | Fil] = E[XnI{r,—1y]

e quindi
E[(X})"] S / By PEX I =iy )dy = / By PE[X. ZI{H—k}

| / 512X, I ey ]
0

ovvero

g \f
E[(X;)"] < BE[X, / 2 xrsydy] = ﬁE[Xn(Xn)ﬁ 1.
Questa disuguaglianza non e banale (ovvero non & del tipo +00 <+o00) prendendo f=p, in
quanto si ha che E[(X})?]< E[>"7_(Xg)P]< +o00. Inoltre, usando la disuguaglianza di Holder
si ottiene la tesi osservando che

E[(X;)"] < FE[(X n)’ ]l/pE[((Xi)p_1>p/(p_l)](p_1)/p = ]%IE[(X VPYPR[(XF)P) D/



Capitolo 4

Mercato (B, S): investimenti, proprieta
e caratteristiche

4.1 Struttura del mercato (B, S5)

Si considera un mercato che opera sotto condizioni di incertezza, rappresentabili in termini
probabilistici da uno spazio di probabilita dotato di filtrazione

(Qv','t? (fn)nZ(J?P)'

Come al solito il flusso F = (F,)n>0 di o-algebre puo essere interpretato come il flusso di
informazioni J,, accessibile fino all’istante n, con n > 0.
Si definisce mercato-(B, S) la coppia di elementi formata da d + 1 operazioni finanziarie:

un conto bancario o bond B titolo non rischioso

d azioni o stocks S=(S...,9% titoli rischiosi

in cul si assume che ’evoluzione del conto bancario sia descrivibile tramite una successione
stocastica (strettamente) positiva

B = (By)n>o0, con B, > 0 per ogni n,

dove le variabili B,, sono JF,_i-misurabili per ogni n > 1, e By ¢ F_; = Fy-misurabile, ovvero
il processo B = (B,,)n>0 ¢ predicibile! rispetto alla filtrazione (F,,).

Anche la dinamica dei valori dell’i-esimo titolo S® puod essere descritta da una successione
stocastica

S = (S))n>0

dove pero le S sono variabili F,,-misurabili per ogni n > 0, ovvero i processi S* = (.S%),,>0 sono
adattati? rispetto alla filtrazione (F,).
Dalle definizioni date si vede che esiste una differenza sostanziale tra un conto bancario e

1Come al solito il lettore pud pensare all’esempio in cui F, = o{&, k < n}, e allora cio significa che
Bn - bn(§07£15 te 757171)-
2Come al solito il lettore puo pensare all’esempio in cui F,, = o{&, k < n}, e allora cio significa che

S’fL = 82(507517 te 7571,)~

57
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un’azione; ovvero, la F,_j-misurabilita di B,, indica che lo stato del conto bancario al tempo
n risulta gia conosciuto (si hanno tutte le informazioni) al tempo n — 1: la successione di
variabili aleatorie (B,) ¢ detta predicibile appunto per questa sua caratteristica. La situazione
per i prezzi delle azioni ¢ differente: le variabili S’ sono F,-misurabili, cio significa che i loro
valori attuali si possono determinare solo dopo che risultano disponibili tutte le informazioni
F, arrivate fino al tempo n.

Tali considerazioni permettono di capire perché si dice che un conto bancario € un’operazione
non rischiosa mentre le azioni sono dei titoli rischiosi.

Ponendo
B, — B,_1 AB, . diint
Tn = = asso arinteresse
Bn—l Bn—l
. K AS:
JUSIIES nSi = — rendimento dell'azionei, peri=1,2,--- .d,
n—i n—1
si puo scrivere
ABn = ’I"anfl, (41)
ASH = pt St peri=1,2,--- ,d, (4.2)

dove le r,, sono F,,_j-misurabili (ovvero predicibili) e le pf, sono F,,-misurabili (ovvero adattati).
Allora per n > 1 si ha

B, = B, ﬁ(l + ) (4.3)
5= s [0+ b (1.4
k=1

Si noti che l'ipotesi (ragionevole) che B, sia strettamente positivo si traduce nellipotesi che
rr > —1 per ogni k. Inoltre spesso per comodita si assume che By = 1.

4.1.1 Strategia di investimento di un portfolio

Si consideri un investitore sul mercato (B, S) che puo:
1 depositare o prendere soldi dal conto bancario
2 vendere e comprare azioni.

Si assume che un trasferimento di denaro da un’operazione ad un’altra non richieda costi
di transazione e che le operazioni risultino infinitamente divisibili, cioe¢ che l'investitore
possa comprare, o vendere, qualunque porzione di azione e prelevare, o depositare, qualsiasi
ammontare dal conto bancario.

Si vogliono ora introdurre alcune definizioni in merito alle operazioni, alle posizioni e alle
strategie finanziarie possibili in tale mercato.
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Definizione 4.1 (Portfolio o Strategia d’investimento). Una successione stocastica
predicibile

m=(5,7)
dove 3 = (Ba(w))nso €7 = (YL (W), ..., YHw))ns0 son0 predicibili, ovvero tali che B,(w) e (w)
risultano F,_1-misurabili per ognin >0 ei=1,...,d ¢ detta investimento di un portfolio

(o piu semplicemente portfolio) sul mercato (B, S).
Per enfatizzare il dinamismo al quale risulta sottoposto linvestimento di un portfolio viene
spesso usato il termine strategia di investimento. (o pit semplicemente strategia)

Si osservi che le variabili ,(w) e 7% (w) possono essere positive, nulle e anche negative;
quest’ultimo caso indica che I'investitore puo prendere un prestito dalla banca e vendere azioni
che non possiede (vendita a corto, o vendita allo scoperto, o short sale).

Un altro punto importante da sottolineare e che la F,,_;-misurabilita indica che le variabili
Bn(w) e 7 (w), che descrivono la posizione finanziaria dell’investitore al tempo n (ovvero
I"ammontare presente sul conto bancario e le azioni in suo possesso), sono determinabili tramite
le informazioni ottenibili fino al tempo n — 1 mentre non dipendono da quelle relative al tempo
n: (la posizione di domani é completamente definita dalla situazione presente 0ggi).

Il tempo n = 0 gioca un ruolo importante; infatti la predicibilita in tale istante, formalmente
equivalente alla F_;-misurabilita, corrisponde alla Fy-misurabilita, si assume cioe F_; = Fy.
Si e gia assunto n > 0 verra fatta anche l'ipotesi aggiuntiva di tempo limitato (orizzonte
finito), ovvero n < N da cui segue che si considereranno solo gli istanti di tempo 0 < n < N.
Nellindicare una generica successione (a,)Y_, si useranno, equivalentemente, le espressioni:
(@n)n>0, (an)o<n<n O addirittura (a,).

Definizione 4.2 (Valore di un portfolio). Il processo aleatorio valore associato a una
strategia di investimento m ¢ la successione stocastica:
X7 = (X7)nz0

dove, all’istante n

d
XT=B.Bu+ Y 7S (4.5)
=1

La definizione (4.5) significa solo che se al tempo n possediamo [, titoli bancari (o bond), il
cui valore unitario® ¢ B, e 7% azioni del titolo 4, che al tempo n vale* S¢, allora il valore totale
del portfolio ¢ la somma dei valori investiti nei singoli titoli.

Per evitare di appesantire le notazioni si indichera con 7,5, il prodotto scalare dei vettori
Yo= v e S, =(Sk ..., S9) per cui la (4.5) diviene

3 Allora il valore globale investito in banca (o nel bond) & 3, B,
4Allora il valore globale investito nel titolo i & v S?.
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Si assume inoltre che le uniche strategie ammissibili siano le strategie autofinanzianti, ovvero
se non ci sono consumi o costi di transazione, e neppure ulteriori investimenti esterni, ma ad
ogni istante tutto (e solo) il valore viene semplicemente reinvestito nel mercato®.

Definizione 4.3 (Strategia autofinanziante). Una strategia m = (8,7) si dice
autofinanziante (o self-financing), se per ogni n
5n—1Bn—1 + ’)/n—lSn—l = ﬁan—l + ’YnSn—la (47)

o equivalentemente

(ﬁn - ﬁn—l)Bn—l + (’}/n - 7n—1)Sn—1 = 0. (48)

Da questa definizione si ottiene immediatamente che

Xy — X, = BuBn 4+ YSn — (Bn—1Bn—1 + Yn-15n-1)
= BBy + 1mSn — (BaBn-1 + YnSn-1)
= ﬁn<Bn - anl) + 7n<5n - Snfl)
= G,AB, + 7,AS,.

Dalla precedente relazione si ottiene quindi che

n

X7 X5 =Y (X[ - X[, =

k=1

= (BeABy + 1ASy)

k=1

= ZﬁkABk + Z%Ask-
k=1 k=1

T

Da quanto osservato si puo concludere che il capitale guadagnato (o capital gains) X7 — X7,
tramite l'investimento di un portfolio 7 autofinanziante, puo essere descritto da una successione

G™ = (Gg)nzo, dove

n

0= e Gh=> (BABy+1ASk), (4.9)

k=1

SPer capire il significato della (4.7) si pud ragionare cosi : nell'istante n — 1 si ha che il valore del portfolio &
Xg_l = ﬂn—an—l + '-Yn—lsn—h

durante Uintervallo (n — 1,n) si cambia strategia e ci si ritrova con (3, titoli bancari, che pero valgono ancora
By,_1, e con v}, titoli 4, che perd valgono ancora S?_;. Il fatto che la strategia sia autofinanziante si riflette nel
fatto che per fare questa operazione non ho bisogno di prendere altro denaro da fuori 'investimento (ad esempio
comprando azioni con il ricavato di un lavoro) e neppure di effettuare consumi (ad esempio per comprare beni,
come case, automobili, etc.) o di pagare dei costi (si ipotizza che non ci siano costi di transazione), ma tutto il
denaro necessario per avere il nuovo portfolio, ovvero

ﬂanfl + ’YnSnfl

¢ esattamente il valore X _; del portfolio all’istante n — 1.
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quindi il valore del portfolio al tempo n e dato dall’espressione
X, =X7+Gr, (4.10)

si arriva cosi alla seguente definizione alternativa ed equivalente®:

Definizione 4.4 (Strategia autofinanziante bis). Un portfolio = ¢ autofinanziante se il
suo valore X™ = (X[ )0 puo essere rappresentato dalla somma:

X7 =X7+ ) (DB +mAS) n>1. (4.13)

k=1
La classe delle strategie m autofinanzianti verra indicata con SF (da self-financing).

Osservazione 4.1. Le ipotesi fondamentali che caratterizzano il mercato finanziario
considerato, ovvero:

> assenza di costi di transazione;
> titoli infinitamente divisibili: non ci sono limiti sulle quantita minime dei titols
trattati;
> possibilita di vendite allo scoperto (short sale): ¢ possibile vendere titoli che non
st possiedono, cio equivale a ipotizzare che ¢ sempre consentito assumere la posizione di
debitore;
6Si osservi inoltre che prese due successioni arbitrarie a = (a,)n>0 € b = (by)n>0 sussiste la regola di

differenziazione discreta:
A(anby) = anAby, + by_1Aay, (4.11)

dove si & posto Aa,, = a, —a,—1. Applicando questo risultato alla parte destra della (4.6) si ottiene I'espressione:

AXT

A(BnBn) + A(7Sn)
= [BuABy + 70 ASn] + [Buo1ABn + Sp_1 Al (4.12)

Cio mostra che il cambiamento del valore del portfolio (AXT = X7 — XT_,) dipende, in generale, da due fattori:

1 dalla wvariazione dovuta al conto bancario e ai prezzi delle azioni

OnABy, + Y ASy;

2 dalla variazione della composizione del portfolio (cambio di strategia)

Bn—lAﬂn + Sn—lA’Wr

Risulta, dunque, che in caso di autofinanziamento (una sorta di autarchia) il reale cambio di valore di X[ sia
sempre dovuto alle variazioni AB,, e AS,, e non Aj,, e Ay, (si assume, cioe, che le posizioni finanziarie prese
dall’investitore non siano soggette a cambiamenti). Si vede immediatamente che assumere 7 autofinanziante
equivale al verificarsi della seguente condizione

B,_1AB, + SnflA’}/n =0 n > 1.

Si osservi infine che con la definizione bis di strategia autofinanziante, non ¢ importante conoscere il valore
esplicito di (8o, 70), ma bastano i valori di (8,,7n) per n=1,---,N.
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> assenza di rischio di insolvenza (default risk): si assume che i contratti di
compravendita stipulati vengano sicuramente onorati;

possono essere sintetizzate dicendo che il mercato & privo di frizionalita (per maggiori
dettagli si consulti, ad esempio, il testo di Moriconi [4]).

4.1.2 Mercato scontato (B, 5)

Si consideri un mercato (B,S) come descritto precedentemente. E interessante notare che
partendo da questo & sempre possibile” costruire un nuovo mercato (B,S) detto mercato
scontato o attualizzato tale che

B = (By)n>o0, con B,=1

e
~ ~ — Sn
S = (Sn)n>o0, con S, = B
Allora preso un portfolio 7 = (3, ) il suo valore scontato
~ - . Xn
X5 = (X7)n>0, con Xy = B_n
risulta dato dall’espressione
X7 = 3uBn + nSn = B + Sn (4.14)
in quanto
= X7 1
X, === — an nSn s
"B, B, Bt s

e nel caso in cui 7 ¢ autofinanziante nel mercato (B, S) si ha che questa proprieta si trasmette
al mercato (B,S), infatti la condizione (4.8) che caratterizza le strategie autofinanzianti e
equivalente® a

(ﬁn - ﬁn—l)Bn—l + (’771 - /Vn—l)Sn—l =0 (415)
In altre parole una strategia ¢ autofinanziante nel mercato (B, S) se e solo se ¢ autofinanziante
nel mercato attualizzato (B, S).
Pertanto vale la (4.13) attualizzata dove, cioe, al posto di X, B, S si considera )?, E, S ed
essendo ABg = 0 segue, inoltre, che per m € SF

Xr= X5+ Z%Agk, (4.16)
k=1

7Si ricordi che per ipotesi B,, > 0 per ogni n.
8Chiaramente la condizione (4.8), ovvero (8, — Bn_1)Bn_1 + (% — Yn—1)Sn_1 = 0, rimane invariata se si
divide per B,,_1, ovvero

~ ~ 1

(ﬁn - ﬁn—l)Bn—l + (fYn - ’Yn—l)Sn—l = B . [(ﬁn - 6n—1)Bn—l + (7n - 'Yn—l)sn—l] =0.
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quindi I'espressione esplicita del valore del portfolio e

n d i
X=X+ 3 S 4iAg, &= g_

k=1 i=1

(4.17)

Allora si conclude considerando la (4.14) e la (4.15) che il valore scontato X™ = ()?77{ ) =
n>0

(%) con w € SF soddisfa la relazione
"/ n>0

™

~ ~ X Sh
AXT =v,AS,, ovvero A (—”) =7 A (—) ) (4.18)
B, B,
Da quanto illustrato risulta chiaro che nel caso si sappia a priori che B, > 0 con n > 1 si puo
semplificare la struttura del mercato, senza ledere in generalita, assumendo B, = 1, invece di
passare al mercato scontato.

Dopo aver dato le nozioni base di mercato (B, .S) un punto fondamentale che si vuole sottolineare
e che si considerera sempre e soltanto un mercato che non prevede opportunita di arbitraggio
(non esistono free-lunch, cio¢ pasti gratis), ovvero:

Definizione 4.5. Un mercato ¢ detto privo di opportunita di arbitraggio (o arbitrage-
free), o anche razionale (o fair), se non permette di ottenere gquadagni sicuri, cioé se non si
possono ottenere dei profitti senza sottoporsi a dei rischi

N.B. La relazione illustrata nella (4.18), nella sua semplicita, risultera assumere un ruolo
chiave in molti calcoli relativi al concetto di arbitrage-free, cio spiega il perché dell’introduzione
del mercato scontato.

4.2 Nozione di copertura. Prezzo superiore e inferiore.

Sia fy = fn(w) una funzione non negativa Fy-misurabile detta obbligazione o pay-off
(prezzo di pagamento) terminale®, in questo paragrafo vengono illustrati alcuni concetti
di copertura (o hedge) per il pay-off terminale.

Definizione 4.6 (Copertura superiore, inferiore e perfetta). Un portfolio m = (3,7) con
B=(Bn), = (M), pern=0,1,...,N ¢ detto copertura superiore per (z, fx), con x > 0,
se il valore iniziale del portfolio € x e se X3, > fn, P q.c., ovvero se

XF=u e P(XT > fy) = 1.

Un portfolio m = (3,7) ¢ invece detto copertura inferiore per (z, fy),con x > 0, se il valore
iniziale del portfolio é x e se X3 < fn, P q.c., ovvero

XF=u e P(XT < fy) = 1.

9Esempio tipico, nel caso d = 1, & il caso della opzione call con prezzo di esercizio K, per cui fy = (Sy—K)*.
Altri esempi sono dati dal prezzo massimo dell’azione fy = max{S,;n = 1,..., N}, o ancora dal suo prezzo
medio fy = (51 + -+ SN)/N
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Infine un portfolio m = (3,) ¢é invece detto copertura perfetta per (z, fn), con x > 0, se é
sia una copertura inferiore che una copertura superiore, una copertura, cioe se il valore iniziale
del portfolio ¢ x e se X}, = fn, P g.c., ovvero

Xj=x e P(Xy = fv) = 1.

Il concetto di copertura gioca un ruolo di fondamentale importanza in ambito finanziario in
quanto rappresenta uno strumento di protezione che permette di ottenere un livello di garanzia
relativamente a un certo investimento.

Tramite le successive definizioni si potranno formalizzare le azioni che si devono compiere
per assicurarsi un livello di garanzia. Si indichi con

H*(z, fn; P) = {mammissibili - X[ =z, Xy > fn, Paqc}
= {mammissibili - X =z, P(Xy > fv)=1}

la classe delle coperture superiori per (x, fn) e con

H.(z, fn;P) = {mammissibili - X[ =2z, X§ < fn,Pq.c.}
= {mammissibili - X] =z, P(Xy < fv)=1}
la classe delle coperture inferiori per (x, fn).

Definizione 4.7 (Prezzo superiore e prezzo inferiore). Sia fy una funzione di pay-off,
allora la quantita

C*=C*"(fn;P) =inf{x >0: H*(z, fn;P) # 0}
= inf{x > 0: 3 mammissibile : X[ =z, P(X§ > fy)=1}

¢ detta prezzo superiore (di copertura per fy) e

C. = Cu(fx;P) = sup{z > 0: H.(z, fn;P) # 0}
= sup{x > 0 :: I mammissibile : XJ =z, P(X§ < fn)=1}

¢ detta prezzo inferiore (di copertura per fy ).

N.B. Per convenzione si pone C*(fy;P) = oo se H*(z, fx;P) = 0 per tutti gli x > 0 e
Ci(fn;P) = 00 se Hi(z, fn;P) # 0 per tutti gli « > 0.

Osservazione 4.2. Le definizioni date precedentemente assumono, implicitamente, che le
strategie w considerate sequono le costrizioni imposte sulla dinamica del valore del portfolio;
ad esempio se, come si fa in questo capitolo, ci si limita alle strategie autofinanzianti, allora
piu esplicitamente

H (z, fy;P)={mneSF: X[ =2z, Xy>fv (Pgqc)},
H (x,fn;P)={meSF: X[=2z, Xy<fv (Pgqgc)}
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Inoltre va osservato che nel mercato attualizzato (é, §), st ha
H' (. fxiP) = H'(T. fxiB), e Hi(x, fxiP) = H(Z, fa: P),
dove, T =x/By e

H' @ fviP)={reSF: X =% XL>fyv (Pqc)},
H(Z, fviP)={reSF: XI =%, Xi<fv (Pqc)}

Dopo aver visto formalmente i concetti di copertura, risulta interessante darne una visione
pratica, cioe spiegare il loro utilizzo in ambito finanziario e il loro legame con la condizione di
assenza di opportunita di arbitraggio.

Va osservato che nel seguito si dovrebbe considerare un mercato scontato (E .S ) e il valore
scontato X7 relativo ad una strategia m. Tuttavia, per semplicita di notazione tale mercato
viene denotato come (B, S) e il valore con X™, che & come dire che si suppone direttamente
che sia B, = 1, cio permette di considerare i guadagni ad esse relativi nell’istante iniziale senza
dover attualizzare i valori.

Si immagini di vendere a un prezzo x un generico contratto al quale corrisponde, all’istante
N, il pagamento di un pay-off fy. Naturalmente lo scopo e venderlo a un prezzo elevato, pero
si deve tener conto che il compratore lo vuole acquistare a un prezzo basso, ma vuole anche
essere certo che il venditore sia in grado di fornire al tempo N 'obbligazione promessa fy, cioe
che non ci sia rischio di insolvenza (o default risk). Considerando queste posizioni opposte si
pone il problema di determinare il pitt piccolo prezzo accettabile, ovvero quel prezzo che
permette al venditore di rispettare i termini del contratto (cioé di pagare 'ammontare fy al
tempo N) senza pero dare al venditore un’opportunita di ottenere un arbitraggio altrimenti il
compratore non avrebbe ragione di accettare la vendita.

D’altra parte acquistando un contratto lo si vuole comprare a buon mercato, ma non si puo
pretendere di ottenere un guadagno sicuro, senza rischi (ovvero un’opportunita di arbitraggio
per il compratore), altrimenti il venditore non avrebbe interesse a cederlo.

Da quanto richiesto si ottiene, come si spieghera tra poco, che i prezzi superiore e inferiore,
C* =C*(fn;P) e C, = Cu(fn; P), definiti precedentemente, soddisfano la seguente proprieta:

Gli intervalli [0,C,) e (C*,00) sono insiemi dei valori dei prezzi che danno,
rispettivamente, al compratore e al venditore opportunita di arbitraggio.

Verifica della proprieta (C*,00) € un intervallo dei prezzi con opportunita di arbitraggio per
il venditore:

Si assuma che il contratto venga pagato un prezzo x maggiore di C* allora il venditore puo
ottenere un free-lunch agendo in questo modo: egli preleva dalla somma totale x una quota y
in modo tale che

C*<y<wzeH(y fnv;P)#0
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(un tale y esiste per la definizione di estremo inferiore) e la usa per costruire un portfolio 7*(y)
che assume i seguenti valori

Xg*(y) =ye ]PJ(X;\T;(?J) > fN) =1
(un tale portfolio esiste perché H*(y, fx;P) # 0).

Si puo descrivere la stessa azione dicendo che il venditore investe la quota y nel mercato
(B, S) in accordo con la strategia 7*(y) = (8:(y), 7 (y))o<n<n-

11 valore!® di 7*(y) al tempo N & X5 ®) ] guadagno totale delle due transazioni (vendere il
contratto e comprare il portfolio 7*(y)) risultal! quindi

*

@)+ XN Y =@ -y + XY ) >z -y >0

Allora, ¢’¢ un guadagno netto senza rischio (arbitraggio) del venditore di almeno z —y > 0 .

Verifica della proprieta [0,C,) é un intervallo dei prezzi con opportunita di arbitraggio per
il compratore:

Si consideri ora 'opportunita di arbitraggio per il compratore. Se il compratore acquista,
per un prezzo x < C,, un contratto che preveda all’istante N il pagamento di un ammontare
fn, allora egli puo ottenere un free-lunch, come segue: prima di tutto il compratore sceglie y
tale che

r<y<CieHd(y fnv;P) #0
(un tale y esiste per definizione di estremo superiore). Sia ora m,(y) un portfolio che appartiene

a H.(y, fx;P), ovvero il cui valore iniziale ¢ y e il cui valore al tempo N risulti X @ < fy, in
formule

XgW=yePXy® < fy)=1.
Il compratore agisce come segue: al tempo n = 0 investe la quota —y in accordo con la strategia
T(—y) = —m.(y), dove
T (Y) = (Ben(y), Yen(¥) Jo<n<n -
Allora
T(=y) = (=Ben(y); =7en(y)Jo<n<n,
in modo tale che

—y = —Suo(y)Bo — 7+0(¥)So

e il valore di 7(—y) sia
X;f(*y) — X;,ﬂ*(y) — _Xjf\l'f*(y)’

10§ ricordi che abbiamo assunto per semplicitd che B, = 1 per ogni n = 0,..., N: altrimenti si dovrebbero
cambiare le quantita Xy @ con XN W Xy (y)/BN, ed fy con fx = fn/Bn.

1Al tempo 0 il venditore riceve x dal compratore e al tempo N gli deve restituire fy, inoltre tiene per sé il

()

guadagno Xy ¥/ — y, ottenuto investendo y con la strategia 7*(y).
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si ottiene, quindi, che il guadagno totale dato dalle due transazioni (ossia comprare il contratto

e investire —y, con la strategia 7(—y))!? &

(v —2)+ (X = (=) = (In = XF) 4+ (y—z) >y —z > 0.

Si vede, infine, che essendo questo il guadagno netto strettamente positivo del compratore
relativo all’acquisto di un contratto di prezzo x < C* implica un arbitraggio.

Osservazione 4.3. Nella discussione precedente e stato considerato un investimento con un
ammontare negativo —y, praticamente cio significa che esiste la possibilita di trovare uno
speculatore che mette a disposizione la quota y al tempo n = 0 al patto di ricevere X;i,*(y)
al tempo n = N; si noti che quest’ultimo valore puo essere superiore o inferiore a y data
l’aleatorieta dei prezzi.

Dalla serie di considerazioni fatte si evince che 'unica possibilita per non avere opportunita
di arbitraggio € porsi nell’ipotesi che C, < C* e prendere come prezzo del contratto un valore
x € [C,, C*]; per questo motivo si da a [Cy, C*] il nome di intervallo dei prezzi accettabili
( o razionali).

In altre parole: se non ci sono opportunita di arbitraggio (ne’ per il compratore, ne’ per il
venditore) deve necessariamente valere

C. = C(fn,P) < C*(fn,P) =C" (4.19)

La trattazione precedente dei prezzi razionali puo essere schematizzata come segue

arbitraggio compratore arbitraggio venditore
0 C. O

arbitrage-free

Si osservi, infine, che operare con prezzi appartenenti al range di quelli accettabili esclude
soltanto il caso di profitti sicuri, ma non la possibilita di profitti, e che un profitto sicuro e una
situazione logicamente e economicamente assurda anche perché un guadagno puo essere visto
come una compensazione per il rischio.

4.2.1 Mercato completo e incompleto

Si consideri ora il caso particolare in cui esista, per un fissato valore x e una funzione di pay-off
fn, una copertura perfetta = per (z, fi), cioé una strategia tale che

Xi=xzeP(Xy=fy)=1

12Per il contratto, al tempo zero deve pagare x e al tempo N riceve fy, mentre per Iinvestimento al tempo
0 deve pagare (—y) e al tempo N riceve X3 ¥ = — x5+,
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Assumere che X} = fn, P q.c., significa prendere una copertura 7 in grado di replicare la fy
richiesta.

Per molte ragioni risulta auspicabile che ogni obbligazione si possa replicare per qualche valore
di x = 7; il motivo principale ¢ che se questo accade 'intersezione tra le classi H*(z, fn;P) e
H.(z, fy;P) e diversa dall’insieme vuoto in quanto contiene la strategia 7 che da la replicabilita.
Dalla definizione dei prezzi di copertura segue allora

C*(fn;P) <7 < Ciu(fn; P)

ovvero, in questo caso, se inoltre non ci sono opportunita di arbitraggio e quindi deve valere
(4.19), allora 'intervallo dei prezzi accettabili si riduce a un unico prezzo

C(fn;P) = C*(fn; P) = Cu(fv; P) = 7,

detto prezzo razionale (o fair price) per larichiesta fy (¢ il prezzo che risulta accettabile sia
per il venditore che per il compratore: ogni deviazione da questo comporterebbe la possibilita
di ottenere guadagni senza rischi).

Il caso trattato, vista la sua importanza, presenta una terminologia specifica.

Definizione 4.8 (Replicabilita). Una obbligazione fy si dice replicabile, se esiste un z,
per il quale esiste una copertura perfetta w di (x, fn), ovvero esiste un portfolio 7 tale che

Xy =z, eP(Xy = fn)=1

Definizione 4.9 (Mercato N-perfetto). Un mercato (B,S) é detto N-perfetto o perfetto
rispetto il tempo N, se ogni funzione fn Fy-misurabile puo essere replicata, cioe, per un qualche
x esiste una copertura perfetta m di (x, fx), altrimenti il mercato viene detto N-imperfetto.

La condizione che un mercato (B,S) sia perfetto ¢ molto forte e impone delle costrizioni
severe sulla struttura del mercato. Fortunatamente, non e necessario, in molti casi, che la
copertura perfetta esista per tutte le funzioni fy Fy-misurabili a volte e sufficiente considerare
solo funzioni limitate oppure funzioni con opportune condizioni di integrabilita o di misurabilita:
e questo il caso di un mercato completo.

Definizione 4.10 (Mercato N-completo). Un mercato (B,S) si dice N-completo o
completo rispetto il tempo N, se ogni funzione fn di pay-off limitata e Fy-misurabile
¢ replicabile.

Osservazione 4.4. Si noti che nel caso in cut Fy € una o-algebra finita, allora tutte le variabili
aleatorie Fn-misurabili sono variabili aleatorie discrete e che assumono un numero finito di
valori, e quindi tutte le variabili aleatorie Fn-misurabili sono anche limitate. In questo caso
non c’e differenza tra le due condizioni di mercato N -perfetto e mercato N-completo.

Inoltre conviene osservare in questo caso, tutte le variabili aleatorie Fy-misurabili sono anche
ovviamente integrabili, essendo limitate. Quest’ultima proprieta sara wutile nel sequito per
semplificare alcune dimostrazioni.

Determinare se e quando un mercato ¢ perfetto o completo € uno dei punti di maggiore
interesse per la matematica finanziaria rispondere a queste domande risulta estremamente
difficile nel caso generale, ma, considerando delle ipotesi aggiuntive sulla struttura del mercato,
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si puo arrivare a una soluzione esaustiva del problema. E questo il caso di un mercato arbitrage-
free dove la completezza risulta strettamente connessa all’esistenza e all’unicita di una misura di
probabilita: la misura martingala equivalente, che viene trattata nelle sezioni successive
e che e l'oggetto principale dei cosi detti teoremi dell’Asset Pricing APT1 e APT2(vedere le
sezioni successive).

4.3 Mercato senza opportunita di arbitraggio

In poche parole, come preannunciato, dire che un mercato ¢ senza opportunita di
arbitraggio (o arbitrage-free) significa che il mercato € razionale: non si ottengono profitti
senza rischiare. La Definizione 4.5 di arbitrage-free ¢ piuttosto intuitiva la si vuole formalizzare
illustrandone i legami con gli elementi finanziari introdotti.

Si fissi un NV > 1 si e interessati al valore X} di una strategia m € SF' all’istante terminale.

Definizione 4.11 (Opportunita di arbitraggio). Si dice che una strategia autofinanziante
7 permette un’opportunita di arbitraggio (al tempo N ) se, per un capitale iniziale

Xi =
st ha
P(Xy >0) =1

e X% > 0 con probabilita P positiva, cioe
P(X} >0) >0

0, equivalentemente'3
E(XE) > 0.

Si indichi con SF,,; la classe delle strategie autofinanzianti con opportunita di arbitraggio.
Seme SEyp e XJ =0, allora

PXy >0 =1 = P(Xy>0)>0.

Definizione 4.12 (Assenza di opportunita di arbitraggio). Si dice che non esiste
opportunita di arbitraggio su un mercato (B, S) o che il mercato é arbitrage-free se SFy., = ().
In altre parole, se il capitale iniziale X[ di una strategia m € zero e al tempo N il guadagno
¢ non negativo P q.c., allora il guadagno ¢ nullo P q.c., ovvero in formule, per ogni strategia

autofinanziante
Xg=0ePXy>0=1 = PX;=0)=1.

Si noti che nelle definizioni date sopra si considerano eventi del tipo {X% > 0}, {XF > 0},
o {X7% = 0}, che sono, rispettivamente, gli stessi'* di {XF, > 0}, {X% > 0}, o {XF = 0} dove

13In generale una variabile aleatoria Z con P(Z > 0) = 1 si ha:
se P(Z > 0) > 0 allora E[Z] > 0;
se E[Z] > 0 allora necessariamente deve essere P(Z > 0) > 0 (se fosse P(Z > 0) = 0 allora sarebbe P(Z =0) =1
eE[Z] =0)

1Si ricordi che si ipotizza che By > 0, e quindi {w € Q: XF(w) > 0} = {w € Q: T2 > 0}

w)
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X = %. Una considerazione analoga vale per gli eventi del tipo {X% > fn}, {X% < fn}
e {XT = fx}, che sono uguali agli eventi {X7T > fy}, {XT < fv} e {XT = fy}, come gia
osservato in precedenza. Cio spiega perché la discussione relativa all’assenza o, alla presenza, di
arbitraggio su un mercato (B, .S), puo essere ristretta al mercato (B,S) con B, =1e S, = g_Z'
Nel seguito quindi si deve intendere che le ipotesi sono riferite al mercato scontato. Tuttavia,
per semplificare le notazioni (sempre nell’ipotesi che valga B,, > 0 per ogni n = 0,...,N) le

ipotesi saranno scritte per il mercato (B, S)'.

4.4 Primo e Secondo Teorema Fondamentale

In questo paragrafo si vogliono illustrare i legami esistenti tra le proprieta di assenza di
arbitraggio e di completezza in un mercato finanziario e la nozione di misura martingala'6
equivalente. Si consideri ora un mercato (B, .S) strutturato come descritto nel primo paragrafo,
in quest’ambito viene data la seguente definizione

Definizione 4.13. Una misura di probabilita P ¢ una misura martingala equivalente alla
masura P se la successione d-dimensionale scontata

e una (]TD, Fn)-martingala, cioé, esplicitamente, presa E come la media rispetto alla P si ha che
per ogni i =1,...,d

%
n

E|SiH| =E < 0 (4.20)

n
conn=0,1,...,N e
i

fn,1> = g;_l ovvero (%

n

n

E (5

]-"nl) _ S (P ¢.c.) (4.21)

pern=1,...,N.

Introdotti questi elementi si puo enunciare il seguente teorema che data la sua importanza
¢ chiamato Primo Teorema fondamentale del’Asset Pricing (o First Fundamental
Asset Pricing Theorem ), e verra richiamato nel seguito come APT1.

15Scrivere le assunzioni per il mercato (B, S), invece che per il mercato (E , S ), si puo esprimere anche dicendo
che si puo assumere senza ledere la generalita che B,, = 1, per ognin =0,...,N.

16Ricordiamo la definizione di martingala a tempo discreto per comoditd del lettore Un processo X =
(Xn)n>0 definito su uno spazio di probabilita filtrato (2, F, (F,),P) ¢ una martingala rispetto (F,) sotto
P, (P, F,)-martingala, se:

0) X, & F,-misurabile V n (X, & F,-adattato);
1) X, ¢ integrabile (E|X,| <o Vn);
2) E(X,|Fn-1) = Xn-1 (condizione martingala).
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Teorema 4.1 (APT1). Un mercato finanziario (B,S) con N < 0o e d < oo definito su uno
spazio di probabilita filtrato in cui Fo = {0,Q} e Fn = F & arbitrage-free se e solo se esiste
almeno una misura martingala P equivalente a IP.

Si e gia detto che 'assunzione di assenza di arbitraggio ha un chiaro significato economico:
questa proprieta rende il mercato razionale; e interessante osservare come tale caratteristica
puramente finanziaria sia in realta strettamente connessa a modelli probabilistici quali risultano
essere le martingale, considerando cio appare chiara I'importanza del teorema e il perché
dell’attributo fondamentale!

Pur avendo elogiato il valore del teorema APT1 bisogna sottolineare che le ipotesi su cui
poggia risultano abbastanza restrittive, infatti si sta immaginando di operare su un mercato con
orizzonte finito (N < 00) e numero di azioni limitato (d < 0o). Queste assunzioni pur limitando
notevolmente ’applicazione del teorema risultano, purtroppo, indispensabili: si possono, infatti,
fornire dei controesempi che mostrano la non validita del teorema nel casodid = coo N = oc.

Esempio 4.1. Questo esempio, dovuto a W. Schachermayer [7], mostra che se d = oo (e
N = 1) allora esiste un mercato arbitrage-free senza misura martingala equivalente, cosi che la
parte necessaria del teorema risulta non verificata per un numero infinito di azioni.

Sia Q = {1,2,...}, sia Fo = {0,Q}, sia F = F; la o-algebra generata dall’insieme delle parti
diQYesiaP =3 7" 2750, cioe, P{k} =27F.

St definisca la successione dei prezzi S = (S%) peri=1,2,... en=0,1 come seque:

' 1, w=1
ASj(w)=¢ -1, w=i+1 e Sy=1 Vi
0 altrimentsi

e si consideri il mercato (B, S) corrispondente alla successione S = (St), pern = 0,1, e con

BO = Bl == 1
Si inizi con il vedere che é arbitrage-free.

1l valore al tempo 0 e
Xy =co+ Z Ci;
i=1

ovvero co(= o) rappresenta la quantita di denaro investita nel conto in banca (o nel bond) e le
ci(= ) coni=1,2,... sono le quantita iniziali delle azioni (si assume che Y |¢;| < 00), che
inizialmente valgono S{ = 1.

Il valore XT(w) del generico portfolio ™ puo essere allora rappresentato con la somma

XT=cot+ Y aSi==X[+c+Y aSi— X=X+ cAS.

i=1 =1 =1



versione 15-12-2003 72

Se XT =0 (cioé co+ > 0, ¢; = 0) allora dalla condizione P(XT > 0) =1 si ottiene'”
X{(D)=c20;, XT(2)=co—c120; ... ; XT(k)=cx —cx-1>0; ...

ovvero si ottiene che la {c¢;} € una successione crescente in senso lato. D’altra parte la
successione {¢;} € assolutamente convergente, e quindi si devono avere tutte le ¢; uguali a
zero. Da cio seque che XT = 0(Pgq.c.) e, quindi, ricordando la Definizione 4.12 si ottiene
l’assenza di opportunita di arbitraggio.

_ Tuttavia non esiste nessuna misura martingala equivalente: se esistesse una misura
P ~ P tale che S ¢ una martingala rispetto a P si dovrebbe avere (si veda la (4.21)) che per
ogni 1 =1,2,... B B

E[AS}|Fo] = E[AS]] = 0.

Esplicitando tale condizione si ottiene

> AS{WBW) = ) ASj(w)P(w)

weN

= ASIG)P(>i) + ASi (i + 1)P(i + 1) = P(i) — P(i + 1) = 0,

cioé ﬁ(z) = I@(H—l), peri=1,2,...; cio e chiaramente impossibile per una misura di probabilita
o-additiva (si avrebbe, infatti, Y . P(w) = oo oppure =0).

Esempio 4.2. Questo controesempio, che ¢ il classico Paradosso di S. Pietroburgo, mostra
che nel caso N = oo [’esistenza di una misura martingala non assicura l’assenza di opportunita
di arbitraggio, ovvero la parte sufficiente del teorema risulta non verificata nel caso di orizzonte
infinito.

Sia & = (&)n>0 una successione di variabili aleatorie i.i.d. su uwno spazio di probabilita
(Q,F,P) tali che P&, = 1) = P(§, = —1) = 5. Se si considera il mercato (B,S) tale che
So =0, S, =& +...+& e B, = 1, si vede subito che P & essa stessa una misura

martingala equivalente in quanto S, = S, ¢ una martingala (confrontare I’Esempio 3.2)
Tuttavia se si considera la strategia w autofinanziante, con

. k=1 ge 61 =...= gk—l = -1,
=10 altriments,

e con capitale iniziale X nullo, si ottiene che il guadagno é

Xr= > wASi= > wle

1<k<n 1<k<n

Questa strategia permette arbitraggio, anzi per la precisione, questa strategia assicura
una vincita sicura di 1. Prima di dimostrare questa proprieta, che permette di affermare che il
Paradosso di S. Pietroburgo fornisce un controesempio al Teorema APT1, risulta interessante

17Se w = 1 allora AS}(w)AST(1) = 1, mentre AS%(1) = 0 per ogni altro valore di i > 1, da cui XT(1) = c;.
Se w =k > 2, allora AS} (w) = AS}(k) =1e AS] | (w) = AS]_,(k) = —1, mentre ASi(w) = AS{(k) = 0 per
ogni altro valore di ¢, da cul XT (k) = ¢ — cp—1.
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osservare che X7 puo essere visto come il guadagno associato a un giocatore d’azzardo che
sta giocando contro un avversario di pari livello (da qui la simmetria), che l’esito del gioco é
descritto dalle variabili aleatorie & (egli vince se & = 1 e perde se & = —1) e infine che la
strategia del giocatore consiste nel raddoppiare la puntata dopo una perdita e smettere di giocare
dopo la prima vincita.

Chiaramente se &, = ... = &, = —1 il giocatore e in netta perdita e il guadagno in questo caso

assume il valore
k

Xp==) 27'=—(2"-1),

i=1

tuttavia se all’istante successivo k + 1 si ha una vincita, cioe se g1 = 1, il guadagno diventa
Xi =Xf+2F=—-(2"-1)+2" =1

quindi la strategia scelta ammette un tempo di arresto (aleatorio) T, cui é associato un guadagno
positivo.
St puo definire T come

r=1inf{k: X =1}

e poiché P(T = k) = ( )k, risulta P(T < 00) =1, e quindi essendo P(XT =1) =1 si ha

XR=XIL=> m&= > wh=X=1

k>1 1<k<r

1
2

(e quindi anche EXT = 1) sebbene il capitale iniziale X[ sia nullo.
Allora nel mercato (B, S) considerato esiste un’opportunita di arbitraggio: esiste un portfolio w
tale che X[ =0 e EXT =1 > 0 per un qualche istante 7.

N.B. Ipotizzare una strategia che raddoppi la posta dopo ogni perdita significa considerare,
implicitamente, che egli possa prendere dei prestiti senza alcun limite (oppure che il giocatore
sia immensamente ricco); la possibilita di prendere in prestito una cifra di qualunque entita
(cosi come ’eventualita che il giocatore sia immensamente ricco) risulta altamente improbabile,
nel mondo reale. Per questo motivo si capisce che tra le considerazioni da fare, in relazione
a un mercato, vi e anche quella di considerare, fra le strategie ammissibili, solo quelle
economicamente ragionevoli.

Tornando al caso generale si denoti con P(P) l'insieme di tutte le misure martingala P
equivalenti'® a P N N N
PP)={P~P: S euna (P,F,) — martingala},

18Una misura P & equivalente ad un’altra misura P su (€2, F) se e solo se
{AeF:P(A)=0}={AeF: PA) =0}
Trattandosi di misure di probabilita la precedente condizione equivale a
{(BeF:P(B)=1}={Be F: P(B) =1},

come si vede subito passando ai complementari.
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ovvero la successione dei prezzi scontati S = (Sn = i) ¢ una (P, F,,)-martingala, per ogni
n>0

By
P e P(P).
Definito questo insieme si puo introdurre il seguente risultato che per la sua importanza viene
detto Secondo teorema fondamentale dell’Asset Pricing (o Second Fundamental
Asset Pricing Theorem) e denotato in seguito con APT2.

Teorema 4.2 (APT2). Un mercato finanziario (B,S) arbitrage-free con N < 0o e d < o0
definito su uno spazio di probabilita filtrato in cui Fo = {0,Q} e Fx = F & completo se e solo
se l'insieme P(P) delle misure martingala equivalenti contiene un singolo elemento.

Allora si puo osservare che mentre I'assenza di opportunita di arbitraggio implica
PP) #£0
la completezza di un mercato arbitrage-free puo essere scritta come

P®) = 1.

4.4.1 Sufficienza del Teorema APT1

In questa sezione si dimostra che ’esistenza di una misura di probabilita P equivalente a [P tale

che il valore g
5-(5-3)
By, 0<n<N

sia una (ﬁ’, F.)-martingala implica l’assenza di opportunita di arbitraggio per il mercato (B, .S).
Si ricorda che siamo nell’ipotesi B,, > 0 per n > 0 per cui si puo assumere, senza ledere in
generalita, che B, = 1, quindi, usando la formula (4.18) relativa al mercato scontato, si ha

XrT=X7+Gl e Gr=> yAS, (4.22)
k=1

dove S = (S,,) ¢ una (P, F,)-martingala.
Per provare quanto richiesto si deve mostrare che, presa una qualunque strategia autofinanziante
m € SF tale che XJ =0 e X5 > 0, P q.c. o, equivalentemente, P q.c., cioe

N N
P(Xf =G =) MmAS >0)=1P(Xfj =Gy =) nmAS >0)=1 (4.23)
k=1 k=1
si ha X}, = G}, = 0 P q.c. o, equivalentemente, P q.C.. OVvero

P(X,=GL=0)=1<PX, =Gy =0)=1.

Dimostrazione della sufficienza del teorema APT1.
Si cominicia qui la dimostrazione nel caso in cui Fy = F sia una famiglia finita, cio evita tutti i
problemi di integrabilita, in quanto in uno spazio di probabilita con un numero finito di eventi,
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tutte le variabili aleatorie sono limitate e quindi integrabili (ovvero ammettono valore atteso
finito).

Dall’espressione del guadagno (GT)N_, risulta chiaro che questa successione ¢ un integrale
stocastico a tempo discreto!® e quindi (vedere I'Esempio 3.6) ¢ una (P, F,)-martingala, purché
siano soddisfatte le condizioni di integrabilita®®. Inoltre, poiché si assume XT = 0, si ha
X7 = GT, per ogni n, e quindi si ha che (X7),, & una martingala. Quindi, ricordando che dalla
condizione di martingala discende che la successione considerata ha media costante, si ottiene
la seguente serie di implicazioni

XI=0 = E[X]]=0 = E[X}]=0

ed avendo assunto per ipotesi P(X5 > 0) = 1 ovvero P(X}5 > 0) = 1 si deve avere
X% =0(= G%) P q.c. e quindi anche P q.c., ovvero la tesi.

In cio che segue viene accennato a come si puo ottenere la dimostrazione anche nel caso
generale, ovvero senza l'ipotesi che F sia una famiglia finita.

Per poter arrivare a dimostrare che, sotto le ipotesi fatte, G}, = 0, occorre introdurre delle
definizioni e dei teoremi su nuovi elementi probabilistici: le martingale locali.

Definizione 4.14. Una successione stocastica X = (X,,) ¢ una (P, F,)-martingala locale se
esiste una successione di tempi di Markov (1y,)g>1 (cioé, di variabili aleatorie che soddisfano la
condizione {w : 1, < n} € F,, n>1)tali che Pty < 1p11) =1, P(1x T 00, perk — o0) =1
e per ogni k il processo arrestato al tempo Ty

X = (er/\n)nzo

e una (P, F,)-martingala.

Teorema 4.3. Sia il processo (M,)n>0 una (P, F,)-martingala e Y, un processo predicibile,
allora la trasformazione di martingala X =Y - M, cioé la successione stocastica definita come
integrale stocastico a tempo discreto

Xo=YoMy+ > Vi(My — My_) (4.24)

k=1
e una martingala locale.

N.B. Per approfondimenti del concetto di integrale stocastico e dei legami tra questo e le
martingale si rimanda alla lettura del Baldi [?].

Lemma 4.4. 1) Se il processo (X,)n>0 € una (P, F,)-martingala locale tale che EXy < oo e
risulta verificata una fra le due condizioni sequenti

EX <oo, n>0

19Tn alcuni testi viene denotato come una trasformazione di martingala rispetto a P
29Come si ¢ gia chiarito si sono fatte le ipotesi che garantiscano ’integrabilita di qualsiasi variabile aleatoria
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EX < oo, n>0

allora X = (X,)n>0 € una (P, F,)-martingala.

2) Sia X = (Xpn)o<n<n una (P, F,)-martingala locale e si assuma che N < 0o, EXy < oo e sia
EXy < oo oppure EX}, < co. Allora le ipotesi del punto 1) sono wverificate per ognin < N e
X = (Xn)o<nen € una (P, F,)-martingala.

Introdotte queste nozioni si puo procedere nella dimostrazione della sufficienza del teorema
APT1.
Dall’espressione del guadagno (GT)N_, risulta chiaro che questa successione ¢ una
trasformazione di martingala rispetto a Pe quindi per Teorema 4.3 € una martingala locale.
Inoltre, poiché si assume Gf = 0 e P(G}, > 0) = 1, risultano verificate le ipotesi di integrabilita
della parte 2) del Lemma 4.4 da cui (GT) ¢ una (P, F,)-martingala. Infine ricordando che dalla
condizione di martingala discende che la successione considerata ha media costante si ottiene
la seguente serie di implicazioni

r=0 = EGI=0 = EG} =0

ed avendo assunto per ipotesi P(GT, > 0) = 1 si deve avere G%, = 0 = X7 (P q.c. e P q.c.)
ovvero quanto desiderato.

Osservazione 4.5. Come illustrato, la sufficienza del teorema APT1 risulta banalmente
dimostrata se GT ¢ una (P,F,)-martingala.  Tale proprieta ¢ strettamente connessa
all’integrabilita della successione (v,S,); infatti, dall’ipotesi che (S,) é una (]?”, F,)-martingala
e data la F,_i-misurabilita delle (), si ottiene la condizione di martingala (si veda il punto 2
della Definizione 3.2) per il guadagno, risulta cioé:

E(GZ - GZ—1|‘7:71—1) = E(/yn(sn - Sn—l)l"rn—1> = 'VnE(Sn - Sn—1|fn—1) = 0.
Quindi per avere verificate tutte le condizioni di martingala serve l'integrabilita della successione
(nSn) rispetto a P, questo e, ad esempio, il caso in cui le (7,) sono uniformemente limitate.
Assumere la successione (7,S,) integrabile, pur semplificando notevolmente la dimostrazione
del teorema, lederebbe la sua generalita, e per tale motivo che si preferisce ricorrere al concetto
di martingala locale che permette di apprezzare [’efficacia dell’ APT1.

4.4.2 Necessita del Teorema APT1: trasformazione condizionale di
Esscher

Si deve dimostrare che I’assenza di opportunita di arbitraggio significa I'esistenza di una misura
di probabilita P ~ P in (€, F) tale che la successione scontata S = (S,)o<n<n € una (P, F,)-
martingala.

Esistono diverse dimostrazioni rigorose di questo risultato le quali sfruttano, in un modo o
in un altro, dei risultati relativi all’analisi funzionale. Nessuna di queste suggerisce, pero,
la costruzione esplicita delle misure martingala equivalenti: non compare mai lesplicita
descrizione di tutte le misure martingala P equivalenti all’originale misura P.

Per questo motivo si e cercata una dimostrazione alternativa che potesse portare a una
costruzione della misura martingala equivalente: 1'idea da utilizzare, come ha illustrato per
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primo L.C.G. Rogers nel 1994 [5], & quella di sfruttare la trasformazione condizionale di Esscher,
si veda il Lemma 4.6, tale trasformazione ¢ una generalizzazione della (4.35).

Per spiegare l'idea base si considera inizialmente un modello a un singolo passo (N = 1)
dove, per semplicita, si assume: d =1, By = By =1 e Fy = {0,Q}. Si ipotizza inoltre che
P(S; # Sp) > 0 altrimenti si avrebbe un mercato banale in cui si puo prendere come misura
martingala equivalente la misura originale P.

Considerato che ogni portfolio 7 ¢ una coppia di numeri (3, ), se X§ = 0 allora le sole coppie
ammissibili sono quelle per cui si ha g+ 7Sy = 0.

Assumere che il mercato sia arbitrage-free significa dire che devono verificarsi (sotto I'ipotesi
di mercato non banale) le condizioni :

P(AS; >0)>0 e P(AS;<0)>0. (4.25)
Si vuole dedurre dalla (4.25) che esiste una misura P ~ P tale che
1) E|AS| < oo;
2) EAS; = 0;

per poter giungere a questa conclusione si applicano i risultati ottenuti dal seguente lemma.

Lemma 4.5. Sia X una variabile aleatoria reale con distribuzione di probabilita su (R, B(R))
tale che
P(X >0)>0 e PX <0)>0. (4.26)

Allora esiste una misura P ~ P tale che

E ™Y < 0o (4.27)
per ogni a € R; in particolare, _
E|X| < 0. (4.28)
Inoltre, P ha la sequente proprieta: B
EX =0. (4.29)

Dimostrazione. Data la misura P, si costruisce a partire da questa la misura di probabilita
equivalente

Q(dz) = ce " P(dz), z € R,

dove c ¢ la costante di normalizzazione, cioe
-1 -X?
c =EKEe .

Considerando la funzione

a€R, (4.30)
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dalla costruzione di Q segue che 0 < ¢(a) < oo per ogni a € R (si verifichera cio nelle

Osservazione 4.6); quindi ponendo
ar

R (4.31)

si ha Z,(x) > 0 e EgZ,(X) = 1. Risulta possibile, dunque, definire per ogni a € R la misura
di probabilita

Po(dz) = Zo(2)Q(dx) (4.32)

tale chevaDanNIP’; o
Dalla definizione di P, segue che, per ogni scelta di a, assumendo P = P, vale la (4.27), infatti

2aX

g (AN _e2a) _
B = Bo (5) = 0 <o 439)

Si puo notare, inoltre, che la funzione ¢ = ¢(a) definita V a € R ¢ strettamente convessa poiché

¢ (a) = E();(Za;) )

> (;

per cui se si pone
. = inf{p(a) : a € R}

vi sono solo due casi possibili
1) esiste a, tale che p(a,) = @.;
2) non esiste a, tale che ¢(a,) = p..

. . . / .
Nel primo caso risulta, come ovvio, ¢ (a,) = 0 da cui

Xe“*X> _ ¢(a)
p(ax) p(ax)

Es X =Eg ( = 0; (4.34)

allora in virt della (4.33) e della (4.34) si ha che prendendo P = P,. il lemma ¢ dimostrato.

Il secondo caso ¢ irrealizzabile data ipotesi (4.26). Infatti, se un tale a, non esiste, si puo
prendere una successione {a,} per cui valgano le relazioni

0 <plan) e plan) L ps,

inoltre la successione {a,} deve tendere a +00 0 a —oo poiché, altrimenti, si potrebbe scegliere
una sottosuccessione convergente in modo tale che il valore di minimo venga assunto in un
punto finito e cio contraddice I’assunzione 2).

Sia u, = |Z—Z| e sia u = limu,, ne segue u = £1. Allora considerando l'ipotesi (4.26) e
I’equivalenza tra le misure P e QQ si ha

Q(uX > 0) > 0,

per cui esiste § > 0 tale che

Q(uX > 0) > 0;
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definendo ¢ := Q(uX > §) e scegliendo ¢ in modo tale che risulti un punto di continuita per Q,
cioe
QuX =96)=0
si ottiene
Q(anX > las|d) = Qu, X >6) — ¢ per n — oo.

Quindi per n sufficientemente grande

plan) = Eg(e™) > Eg(e™ (g, x>slan))
> €6|a"|EQ<H(anx>5|an|)) = 66‘a"|Q(unX > 5)

da cui definitivamente
1 dlan|
o(a,) > Jee — oo,

Si € giunti a un assurdo poiche, come visto, p(a,) \, @« € Y. < co. O

Si osservi che la dimostrazione di tale lemma porta a una costruzione della misura P, basata
sulla trasformazione

(4.35)

detta trasformazione di Esscher.

Osservazione 4.6. Nella precedente dimostrazione si € tralasciato di verificare l’asserzione
0 < p(a) < oo per ogni a € R; la prima disuguaglianza é ovvia, la seconda é diretta consequenza
della semplice relazione algebrica:

[§)

e T et — ef(xfg)ze%

infatti applicandola alla definizione di ¢(a) si ottiene

E(G_X26QX) %Ee_(x_%)z e%
=€

AR TR S Ee )

< +00.

Dalla limitatezza delle p(a) = Eg(e®™) sequono alcune considerazioni che sono state adoperate
nel corso della dimostrazione:

e v, <00 (p. e l’estremo inferiore di funzioni limitate)

o Eo(Xe™™) =Eq (45(e¥)) = £Eq(e™) = f(a).

Dimostrato il lemma e facile vederne la generalizzazione al caso vettoriale quando, cioe, si
considera al posto di X una successione di variabili aleatorie (Xg, Xi,..., Xy) tali che X, &
F,-misurabile per 0 <n < N con Fy = {(),Q} e Fy = F.

Per procedere nella trattazione del caso generale si deve tener presente il concetto di differenza
di martingala.
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Definizione 4.15. Un processo X = (X, )n>1 con E|X,| < oo é una (P,F,)-differenza di
martingala se
E(X,|Fn-1) =0 (P g.c.), n>1.

Lemma 4.6. Si ipotizzi che
P(X, > 0|F,-1) >0 e P(X, <0]F,-1) >0 (4.36)

per 1 < n < N. Allora esiste una misura di probabilita P ~ P nello spazio (2, F) tale che la
successione (Xo, X1,...,Xn) € una (P, F,)-differenza di martingala.

Dimostrazione. La dimostrazione di questo lemma ripercorre pari passo quella del precedente.
Data IP si considera la misura di probabilita Q tale che

Q(dw) = cexp {— Z Xf(w)} P(dw) (4.37)

N <o . : S o . . o
e Eqgexp {— > i aiXi} ¢ finito. Per costruire la misura [P richiesta si considerano le funzioni

n(a;w) = Eg(e™*"| Fo1) (W)

che fissato w risultano strettamente convesse in a. Si puo mostrare procedendo come fatto per
il Lemma 4.5 che esiste un unico punto (finito) a} (w) tale che il piu piccolo valore inf, ¢, (a;w)
viene assunto in questo punto, ovvero:

inf ¢, (a;w) = @n(ag(W);w).

La funzione inf, v, (a;w) ¢ F,_1-misurabile da cio segue che anche a} (w) ¢ F,_j-misurabile.
Ora si definisce ricorsivamente una successione Zy, Z;(w), ..., Zn(w) ponendo

exp{ay (w)Xn(w)}
Eq(exp{a}, Xp}|Fn-1)(w)

ZO =1 (§ Zn(w) = Zn_l(W)

per n > 1. Chiaramente, le variabili Z,(w) sono JF,-misurabili e formano una
(Q, F,,)-martingala
Eo(Zu|Fr1) = Zn-1 (Q q.c. e Pq.c.).

Quanto mostrato permette di definire la P richiesta come:
P(dw) = Zy (w)P(dw),
ricordando la dimostrazione del Lemma 4.5 si vede che ]E|Xn| <o00,0<n <N,

E(X,|Fni)=0 1<n<N

e inoltre IEXO:O. Quindi la successione (Xg, X1, ..., Xy) € una differenza di martingala rispetto
la P cio prova il lemma. O]
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Si evince immediatamente che nel caso d = 1, la necessita dell’esistenza di una misura
martingala P ~ P (in un mercato arbitrage-free) & conseguenza del Lemma 4.6: basta prendere
come successione di variabili aleatorie Xg = Sy, X1 = AS1, ..., Xy = ASy.

Considerando un mercato privo di opportunita di arbitraggio si puo assumere senza ledere la
generalita che
P(AS, > 0|F,—1) >0 e P(AS, <0|F,-1)>0 (4.38)

per ogni n = 1,..., N; infatti se esiste un istante n per cui P(AS,, = 0) = 1 questo puo essere
trascurato in quanto, preso un generico portfolio m autofinanziante, l'istante n non apporta
contributi al valore X%. Allora la (4.38) risulta vera per tutti gli n < N da cui si conclude,
come annunciato, che applicando il Lemma 4.6 a Xg = Sy e X,, = AS, per 1 < n < N esiste
una misura martingala equivalente (si veda la Definizione 4.13).

Per il caso generale, d > 1, la dimostrazione della necessita ¢ concettualmente la stessa del
caso d = 1, si deve pero tener conto della generalizzazione del Lemma 4.6 al caso di valori
vettoriali.

Lemma 4.7. Sia (Xo, X1,..., Xn) una successione di d-vettori F,,-misurabili
Xl
X, = , 0<n<N
xd

definita su uno spazio di probabilita filtrato (0, F, (Fn)o<n<n,P) con Fo = {0,Q} e Fxn = F.

S7 assuma inoltre che .
Tn

Tn

Tn
e un vettore di variabili vettoriali, diverse da zero, F,_1-misurabili avente componenti limitate
(VW) <e<oo, weQ)tale che

P((n, Xpn) > 0|F,—1) >0 e P((yn, Xn) > 0|F,—1) >0 (P q.c.)

dove (vn, X,) € il prodotto scalare.

Allora esiste una misura di probabilita P equivalente a P su (2, F) tale che la successione
(Xo, X1,...,Xn) € una differenza di martingala d-dimensionale rispetto a I?D, cioe: E]Xn] <
00, EXo=0 e E(X,|F,1)=0 1<n<N.

Risulta interessante notare che la costruzione della misura martingala basata sulla
trasformazione condizionale di Esscher da solo una misura particolare, sebbene la classe di
misure martingala equivalente all’originale possa contenerne altre. A titolo informativo si
osservi che esiste un procedimento rigoroso basato sulle trasformazioni di Girsanov che puo
essere usato nella costruzione di una famiglia di misure P (per un maggior approfondimento di
questo argomento si veda il capitolo V dello Shiryaev [8]).
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4.5 Completezza e S-rappresentabilita

In questo paragrafo si vuole illustrare l’equivalenza tra la completezza e la proprieta di
S-rappresentabilita di martingale locali.

Definizione 4.16. Sia (2, F,(F,), Q) uno spazio di probabilita filtrato con

una (Q, F,)-martingala  d dimensionale S = (S,,)

una (Q, F,,)-martingala locale unidimensionale M = (M,,).

Allora diciamo che la (Q, F,,)-martingala locale M ammette una S-rappresentazione rispetto
a Q, o una rappresentazione in termini della (Q,F,)-martingala S, se esiste una
successione predicibile v = (7,), dove v, = (L, ..., v%), tale che

M, = My+> WwASy=My+» (Z VS — 5,11]) (Q g.c.) (4.39)

k=1 k=1 \j=1

per ogni n > 1, cioe M ¢ [integrale stocastico di una successione predicibile ~,, ovvero M é

una trasformazione di martingala ottenuta dalla (Q, F,)-martingala S attraverso l'integrazione
di una successione predicibile 7, .

Lemma 4.8. Sia (B, S) un mercato arbitrage-free con orizzonte finito N e B, =1 pern < N.
Allora questo mercato ¢ completo se e solo se esiste una misura P € P(P) tale che ogni
(P, F,,)-martingala limitata M = (M,) (con |My(w)] < C n < N w € Q) ammette una
S-rappresentazione rispetto a P.

Dimostrazione. (=: la completezza implica la S-rappresentabilita) Si assuma che il
mercato (arbitrage-free) sia completo. Presa una misura arbitraria P appartenente a P(PP) si
consideri una (P, F,,)-martingala M = (M,) con |M,(w)| < C per n < N e w € Q. Si pud
scegliere come funzione di pay-off

v =My,

dall’ipotesi di completezza segue l'esistenza di un portfolio 7 autofinanziante e di un capitale
iniziale x tale che

X7 :x—i-Z%ASk
k=1

e X5 =fv=My (Pqec.e P q.c.), OVVvero
P(X% = fy = My) =1 & P(X5 = fy = My) = 1.

Dalla limitatezza dell’obbligazione |fy| = |My| < C segue *' che X™ = (X7),<y ¢ una
(P, F,,)-martingala. Le martingale X™ ed M presentano la stessa funzione terminale, il pay-off

2INel caso in cui F sia una famiglia finita, non ci sono problemi di integrabilita e risulta immediatamente che
(XT)n<n € una martingala.
Nel caso generale si ha che IEX}{, < o0 ed essendo X[ = z risultano verificate le ipotesi del Lemma 4.4, quindi
si ottiene ugualmente che(X7),<n € una martingala.
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fn, e quindi la condizione di martingala porta alle seguenti uguaglianze
XTI =E(XT|F,) = E(My|F) =M, Pqec.
e da cio si puo concludere che
P(XT=M,) =1<P(X" =M, =1

per ogni 0 <n < N. La (ﬁ’, Fn)-martingala M ammette, quindi, una S-rappresentazione.

(<=: la S-rappresentabilita implica la completezza) Si ipotizzi che esista una misura
P e P(P), tale che ogni (@, F,)-martingala limitata ammette un S-rappresentazione e sia
fn = fn(w) una funzione limitata Fy-misurabile (|fy| < C' < oo P q.c.) si vuole ottenere
che esiste una strategia 7 autofinanziante e un capitale iniziale x tale che X% = fy (P q.c.).
Si consideri la (P, F,)-martingala

M = (My)n<y, definita da M, := E[fx|Fn],

essendo |fx| < C si ha che M ¢ una martingala limitata e per ipotesi ammette una S-

rappresentazione (4.39). Inoltre, ricordando che, nelle stesse ipotesi dei teoremi dell’Asset
Pricing, si ha Fy = {0, Q}, risulta

- E[fNU:O] = E[fN]'
Esiste dunque una successione di variabili aleatorie predicibili % j=1,...,d, k < N tale che
n n d
My = Mt 3 S, (: Mot 33 s - su) |
k=1 k=1 j=1
attraverso queste variabili si costruisce un portfolio 7* = (5*,~7*) dove
T = Tns (4.40)
5; = ;—1 - (P)/n - ’}/n—l)sn—b (441)

in quanto si cerca una strategia autofinanziante, e basta allora ricordare la condizione (4.8)%2,
Si osserva che le % risultano predicibili data la F,,_;-misurabilita delle ~,. Inoltre 7* ¢ un
portfolio autofinanziante di valore®

X7 = B+ 7S ( 3 +vaSJ> =

228i noti che sarebbe necessario anche che 3 + 75So = My, con 35 e 7§ v.a. F—1 = Fy = {0, Q}-misurabili,
ovvero numeri certi.
Si noti inoltre che per n =1 si ha 37 = 85 — (77 — 78)S0 = 55 + 7550 — ¥5So = My — v§So e che quest’ultima
espressione permette di definire 5, anche senza conoscere (G5, q)-
In realta, noto (yn)n<n si potrebbe definire 8, := M,, — 7,S,, andrebbe mostrato che (3, risulta una v.a.
Fn—1-misurabile, e infine si potrebbe procede cominciando dal “fondo”: Oy = My — ynvSy = fv —YNSN €
poi, usando la (4.41) si ottiene 5}, = 5% + (V0 — Yn—1)Sn—1-

2L uguaglianza si vede subito considerando che, per la definizione di 3} si ha

My, —M,_1 = ’Yn(Sn - Sn—l) = S0 — YnSn—1+ Vn-1Sn-1 — Yn—15n-1 + (ﬂ; - ﬂ:—l) - (ﬁ: - ﬂ:;—l)
= 'Y'nSn - '}/n—lSn—l + (ﬂ:; - ﬁ;—l)v
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In particolare si vede che per l'istante terminale N si ha X5 = My = fy (P e P q.c.) da cui
segue la completezza del mercato (B, S).
Da quest’ultima uguaglianza si ottiene anche la definizione alternativa

By, = Mp — 1nSh. (4.42)
m
N.B. Se non si assume che B, = 1,n < N, allora tutti i risultati ottenuti risultano,

comunque, validi se si considera al posto della (P, F,)-martingala S = (S,)n<y la (P, F,)-

martingala S = (§n = %) , e al posto di fy si considera il valore attualizzato fN = é—flvv.
™/ n<N

In particolare si noti che allora serve la §-rappresentabﬂita, e che allora

I

Mo = E(fv| 7o) = E(5

);
essendo Fy la o-algebra banale.

Allora My = E—%, dove xg si puo interpretare come il capitale iniziale che permette, attraverso
la strategia m*, descritta nella dimostrazione della parte sufficiente del lemma, di ottenere una
copertura perfetta per fy.

RIASSUMENDO - per ottenere quindi il prezzo si puo procedere nel seguente modo:

1 si mostra l'esistenza di una misura martingala equivalente IAES; da cui per la necessita
dell’APT1 si ottiene che non ci sono opportunita di arbitraggio e quindi si ha

C, <C%

2 si mostra che vale la §-rappresentabilité, e quindi che il mercato (én, §n) e completo, da
cui deve valere che, se z( € il capitale iniziale che permette una copertura perfetta per
fn, allora

C* < < Oy

3 dai punti precedenti si ottiene che allora l'unico prezzo che non permette arbitraggi e
proprio g

4 dalla dimostrazione del lemma si ha inoltre che

o = B()MO = B()IE[—]

da cui

Mn - MO = ,YnSn - fYOSO + (ﬁ;; - BS)

Si noti infine che quest’ultima uguaglianza permette di dare la definizione alternativa di 3;; come
ﬁ: = Mn - ’YnSna

che & quella originariamente usata da Shiryaev in [8].



versione 15-12-2003 85

e la strategia di copertura si ottiene prendendo
Ve = Tk
della rappresentazione della martingala E[fxy|F,] e che

5{'{ = Moy — Y05, 5:; = 271 - ('Yn - 'anl)Snfla

Il precedente programma verra realizzato nel seguente capitolo in cui si tratta il modello
binomiale multiperiodale.

Si noti comunque che procedendo come nella dimostrazione del lemma (parte: la completezza
implica la §—rappresentabilité) si puo ottenere la dimostrazione che la completezza implica
I'unicita della misura martingala equivalente, se si € in presenza di un mercato senza opportunita
di arbitraggio.

Dimostrazione della sufficienza dell’APT2: se il mercato ¢ completo, allora,
qualunque sia A € Fy = F, per fy = I4 si pud trovare un capitale iniziale 74 e una strategia
7%, che permettono una copertura perfetta di fy. Allora necessariamente deve essere

T4 =E(I4) = P(A). (4.43)

Ragionando come nei punti 1, 2 e 3, e tenendo presente che per ipotesi il mercato ¢ privo di
opportunita di arbitraggio, si ottiene che

T4 =C.(I4,P) = C*(I4, P), (4.44)

da cui I'unicita della misura martingala equivalente®*.

24Da (4.44) si ottiene che il capitale iniziale che permette una copertura perfetta & univocamente definito
come Cy(I4,P) = C*(14,P).
Se esistesse una seconda misura martingala equivalente P, allora per (4.43), applicata a questa nuova misura,

si avrebbe che _ _
Ty =E'(I4) =P'(4),

e contemporaneamente 7'y = C.(I14,P) = C*(I4,P) = T4, da cui

P'(A) = P(4),

ovvero 'unicita.



Capitolo 5

Il modello di Cox Ross Rubinstein
(CRR-model)

In questo capitolo si vuole illustrare ’applicazione di alcuni risultati teorici trattati, ovvero
considerando un modello del quale si conoscono le caratteristiche peculiari si vogliono trarre
delle conclusioni in merito al mercato su cui esso opera (arbitrage-free, completo, incompleto)
e ai prezzi di copertura per opzioni Europee.

5.1 Caratteristiche del modello

Il modello che si andra a considerare ¢ il Cox Ross Rubinstein (CRR-model) detto anche
modello binomiale multiperiodale: si prende un mercato (B,S) che risulta formato da due
operazioni finanziarie:

1 un conto bancario B = (B,)
2 un’azione S = (S,)
per le quali si ha (ricordando le formule (4.1) e (4.2))
AB, =r,B,_1;
AS, = ppSn_1.

Si ipotizza che il tasso di interesse’ sia costante r,, = r e che la successione di variabili aleatorie
indipendenti p = (p,) possa prendere solo due valori® a e b tali che

1

—l<a<r<b. (5.1)

Inoltre si assume che la successione p = (p,) definita sullo spazio di probabilita
(2, F, (Fu)nz0, P) sia F,-misurabile per ogni n e abbia la proprieta:

Plp,=0)=p e Plpn=0a)=q (5.2)

INel testo di T. Bjérk [3] si pone R = r, mentre nel testo di S. Ross [6] si usa la stessa notazione.

2Nei testi di S. Ross [6] e di T. Bjork [6] si pone u = 1+be d = 1+a, o equivalentemente si ha quib=u—1e
a = d—1. Inoltre la condizione (5.1) seguente corrisponde alla condizione 0 < d < 1+r <ue0<d < 1+R < u,
rispettivamente.

86
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conp+qg=1lel0<p<l.
Si puo osservare che tutta l'aleatorieta del modello risulta data dalle variabili p,, quindi si
puo assumere come spazio dei risultati elementari lo spazio Q = Q,, = {a,b}" di successioni

finite z = (z1,29,...,xy) tali che z, = a 0oz, = bconn < N. Allora p,(x) = z, e la
misura di probabilita Py sui corrispondenti insiemi di Borel risulta completamente definita
dalle distribuzioni finito dimensionali P, dove n < N: se vp(21,...,2,) = Yoy Ip(x;) € il

numero di componenti x; = b per ¢ < n allora

Po(x1, ... xn) = p? (21, ..o, 20)q" 7 (21, oo, X)), (5.3)

Da tale considerazione segue che P, ¢ uguale® a un prodotto diretto di n misure di tipo @ dove
con (@ si indica la misura caratterizzata da Q({b}) =p e Q({a}) = ¢q.

Nei prossimi paragrafi si mostrera che il modello CRR ¢ arbitrage-free e completo. Per i
Teoremi APT1 e APT2 (si vedano i Teoremi 4.1 e 4.2) cio significa, rispettivarnente che per
ogni n > 1 esiste ed ¢ unica la misura martingala IP’ equivalente a P, si otterra che IP’n presenta
la seguente struttura:

Po(xy,...,xn) =D (1, ..., 2n) ¢ " " (21, .., Tn) (5.4)
dove .
. r—a _ —r
= = ) 5.5
p=p—0r & d=;— (5.5)

Si puo osservare che dalla (5 4) segue che anche IP’n, cosi come [P, presenta la struttura di un
prodotto diretto di misure @ dove Q({b}) = p e Q({a}) = q.

5.1.1 CRR e arbitrage-free e completo

Definita la struttura del modello si vuole dimostrare che il mercato su cui opera € senza
opportunita di arbitraggio. Per realizzare tale scopo, come ricordato sopra, basta dimostrare

Iesistenza di una misura di probabilita equivalente alla misura di probabilita definita dalla (5.3)

S,

rispetto alla quale la successione S,, = 2* ¢ una martingala.
n

Si ricorda che S, ¢ una (IP’, F.)-martingala se risulta F,-adattato, integrabile e gode della
proprieta E(S,|Fn_1) = Sp_1.

L’integrabilita in questo caso non comporta alcun problema poiché §n =2

B assume un numero
n
finito di valori e in particolare risulta uniformemente limitata *. Inoltre essendo in generale:

Sn o Sn—l 1+pn

Bn B Bn—l 1 + 7y

(5.6)

311 punto importante qui & che Py, (x1,...,2,) > 0 per ogni (z1,...,7,)
4In questo caso possiamo anche trovare una maggiorazione superiore esplicita: infatti

&_&ﬁl"ﬁ‘pk So (14+Db\"
Bn_Bok:11+7"k Bo 1+7r
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e considerata la F,,_;-misurabilita di §n71 e di 147, risulta chiaro® che la proprieta di martingala

diviene

B {g_ ]—“nl} _ gffll s E mf: fnl} g
A E [pn|~7:n—1] =Tn
~ U/A,
Elpn] = E[ry].

Quindi, nel caso del modello CRR considerato, in cui r, e costante e uguale a r, e p, puo
assumere solo i due valori a e b, si ottengono le seguenti identita

E(pp|Fuot) =1, <  bP(py=b|Fp_y) +aP (pp = a|Fp_y) =1, (5.7)
]E(pn) =r, < bP (pn =b) + aP (pn = a) =, (5.8)
ovvero,
bP (p, = b|Fr) +a (1 P (p, = b\fn,l)) —r (5.9)
bP (p,, = b) ta (1 _P(p, = b)) =7, (5.10)

Si osservi che la (5.9) e la (5.10) implicano

Plon =0|Fn-1) = Plon=0) =D = ;= (5.11)
P(pn = alFo1) = Plpn=a) = ¢ = &= (5.12)
Da questa osservazione, e dal fatto che F,,_1 = o{p1, -+ ,pn_1} si ottiene facilmente che le
variabili aleatorie pi,--- ,px sono, rispetto a P, indipendenti ed identicamente distribuite®.

Segue che il modello CRR ¢ un mercato privo di opportunita di arbitraggio; analizzando i passi
che conducono alla costruzione di P si evince che quest’ultima ¢ 'unica misura martingala

5Si osservi che

Sh Sn-1 _ Sh—1 (1 + pn . 1)
B’I’L anl anl 1 + /r'n,
Sn_1 (1+pn*(1+rn)>: Sn—1 1

- B,_1 147, B, 11+m, [pn B Tn]
e quindi
o o o Sn Snfl ™ Snfl 1+ Pn
E[AS|Fua] =B {Bn B ]—'nl} 5 {Bn_l(w 1)|F0 s
Sn—l"' 1+pn* (1+rn) Sn—l 1 in
= E n— = E n — T'n|/n—
anl |:( 1+’I"n ) 7 ! anl 1+Tn |:p | 1:|

6Un modo pit elegante per pervenire a questo stesso risultato e verificare I'indipendenza delle p;, si ottiene

illustrando la costruzione di P.
Dalle premesse fatte si evince che si puo costruire la misura P ~ P attraverso dei passi ben precisi: si prende

P, = Pn|#,, dove F,, = o(p1,...,pn), si considera una (P,F,)-martingala Z, di media 1 e si definiscono



versione 15-12-2003 89

equivalente da cio discende la completezza, per il Teorema APT2. Tuttavia la dimostrazione
che I'unicita della misura martingala equivalente implica la completezza non ¢ stata data in
queste note. Si procedera quindi ora alla dimostrazione della completezza, dimostrando la S-
rappresentabilita per il modello CRR.

@1, ]I~”2, e ,]TDN tramite la formula

Po(z1,. . s xn) = Zp(@1, ... 2n)Pr(ar, .., 20),

quindi, dalla formula di Bayes segue che la condizione (5.7) pud essere espressa come

Zn
E, —
) (pn 71

Per n = 1, tenendo conto che Fy = {0, 2}, che Zy = 1 e considerando la relazione (5.13) risulta

]—"n_1> =7 (5.13)

pbZy(b) +qaZi(a) =1, (5.14)

tale equazione unita alla condizione di normalizzazione

pZ1(b) + qZ1(a) = 1, (5.15)
permette di ottenere
r—al b—r1l
Z1(b) = - Z = -
1(b) b —ap °© 1(a) T
Ponendo
~ r—a ~ b—r
p= b—a ¢ = b—a

si arriva all’identita

Py (b) = Z1(b)P1(b) = P
P1(a) = Z1(a)Py(a) = 7.

Si osservi che p+ ¢ = 1 e che, per la (5.1), p,g > 0 da cui segue P, ¢ una probabilita equivalente a P;. Per
determinare Py si usa nuovamente la (5.13) e l'indipendenza tra p; e pg rispetto a Py arrivando al seguente

risultato
Z2 (b, b) Z2 (b, a)

Z0) 1z 0)

una condizione ulteriore sui valori di Z5(b,b) e Z5(b,a) ¢ dovuta alla proprietd di martingala di Z,

pb =r, (5.16)

E2(Z2(p1, p2)lpr = b) = Z1(b),

che conduce all’'uguaglianza
Z5(b,b) Zs(b,a)
Zib) )

confrontando la (5.16) e la (5.17) rispettivamente con la (5.14) e la (5.15) si vede che

b =1

; (5.17)

)
Zy(b,b) r—al p Zy(bya) b—r1l q

= - == e - ==
Zy(b)  b—ap p Zi(b)  b-aq ¢
In modo del tutto simile si puo ottenere

Z2 ((l, b) o
Zy(a)

Zs(a,a)
Zy(a)

?

I3
Q)
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5.1.2 g—rappresentabilité

Nel Lemma 4.8 viene stabilita ’equivalenza tra la proprieta di completezza del mercato (B, S)
e la S-rappresentabilita, sotto l'ipotesi che B, = 1, ovvero lequlvalenza della proprieta di
completezza del mercato (B S) e della S- rappresentablhta E interessante osservare che in

questo caso € proprio I'unicita della misura martingala a permettere la S—rappresentazwne
delle martingale limitate e quindi la completezza.

N.B. Si giunge cosi, per il modello in questione, a una dimostrazione diretta della necessita del
teorema APT2.

Sia M = (My)n>0 una (P, F,,)-martingala e siano le g, = gn(z1, . ..,2,) funzioni tali che

My (w) = gn(p1(w), ..., pn(w)),

OVVEro
My (w) = H{pn(w)zb}gn(pl (W), pro1(w), b) + H{pn(w)za}gn(pl(w)a oy pue1(w), @),
La condizione E(Mn\fn,l) = M,,_; diviene quindi

ﬂI?><pn - b|fn71) gn(pl<w)a s 7pnfl( ) b) + ]P( - a‘fn 1) gn(pl( ) s >pn71(w)7 &)
- gn—l(pl(w)7 s apn—1<w))-
Tenendo conto” delle (5.11) e (5.12) segue che la condizione che M & una (P, F,)-martingala
diviene
ﬁgn(pl(w)a SR 7pn—1(w)a b) + agn(pl(w)a s apn—l(w)v CL)
= gn—l(pl(w)v s 7pn—1<w))
= ﬁgn71<pl(w)7 s 7pnfl<w)) + agnfl(pl(w% s 710?1*1(('0))

o equivalentemente

gn(p1(W), -, pu-1(w), b) ign—l(/?l(w)a s P (W))
q
_ gn—l(pl(w)v cee apn—1<w)) ign(pl(w)> ce 7pn—1(w)> a)'
p

quindi

ﬁ2(a7a) = Z2(a7a)q2 = Zl(a) q2 = Elvz

Q)

e analogamente _ _ _
Py(a,b) =GP,  Pa(ba)=pq  Pa(bb)=p°

Le variabili aleatorie p1, ps risultano, dunque, i.i.d. rispetto la misura @2; inoltre Py (pi=b)=pe ]I~D2(pi =a)=4q
peri=1,2.
L’ultimo passo per costruire una misura martingala P ~ P consiste nell’iterare il procedimento descritto per le
misure IP’3, ..., Py ottenendo cosi le P definite dalla formula (5.4) e infine ponendo P = Py.

Si ricordl che le condizioni (5.11) e (5.12) implicano che, rispetto a P le p,, sono indipendenti ed identicamente
distribuite.
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In virtu dell’espressione(5.5) di p e ¢ si definisce

'7, (w) - QN(pl(w)w"vpn—l(w)?b) _gn—l(pl(w)a'--apn—l(w))
" b—r
_ gn—l(pl(w)> s 7pn—1(w)) - gn(pl(w)’ s >pn—1(w)7 CL)

da cui segue
AM,(w) = My(w)— M,_y(w)
= Lp.@=ptgn(p1(w), - pn-1(w), 0) = gnoa(p1(w), ..., pp—1(w))] +
)i pn1(W); @) = Gna(pr(W), o pua(W))]
= Lpu@=np(b = 170 (w) + Ly, )=ap (@ — 7)1, (w)
= > T (@ —r)7Ww)

z={a,b}
= (pn(w) = 1) (w).

a (IF’, F,)-martingala M = (M,),>o ammette, dunque, la rappresentazione

My(w) +Z,0k — )W)

Infine, considerando la (5.6) si ha I'uguaglianza®

B ~
n 1ASn,

pn(w) —r=(1+7)

n—1

da cui deriva la §—rappresentabilita della martingala considerata, cioe

M, (w) = My(w) + Y Fr(w)AS

dove si e assunto

() = )14+ ) (.19
_ gn(p(W), - pra (W), bl)) - inl(ﬂl(w), o pe1(W)) (14 7) l;n_l‘ (5.19)

Si osservi che poiché le 7/, (w) risultano JF,,_;-misurabili (questa proprieta e diretta conseguenza
della loro definizione) la successione 7, (w) ¢ predicibile .

8La (5.6) implica, nel caso generale
o S, Sn—l Sn—l 1 + Pn
AG, =S S Sea(Lipe )
" B’I’L anl anl 1 + Tn

_ Sn—l (1+pn*(1+7’n)) _ Sn—l 1 [ g ]
~ Bn_: 1+7, - Bo_i1147r, P = Tnl>

da cui B
[P — 1] = (1 + 1) =22 AS,,.
Sn 1
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5.2 Prezzi di copertura per opzioni Europee

Si considerino le opzioni Europee di maturita N < oo con pay-off fy dipendenti in generale da
tutte le variabili Sy, Sy, ..., Sy o equivalentemente da Sy e py, ..., py. Come visto nel capitolo
IT se il mercato considerato € senza opportunita di arbitraggio e completo (come risulta essere
il mercato binomiale (B,S) del modello CRR ) il prezzo di copertura (o premio) per I'acquisto
dell’opzione, cioe

C(fn,P)=inf{z >0: In te. Xf=2 e Xy=/fnv Pqgc} (5.20)

dove con X™ = (X7 )ogngn si indica il valore della strategia autofinanziante m = (3,7), puo
essere determinato dalla identita:

C(fy,P) = ByE (f—N> . (5.21)
Bn
Per il modello in oggetto essendo By = By(1 + 7)¥ si ottiene:
~ In
C(fy,P)=E| ——— |, 5.22

(fN ) ( (1 + T)N ( )
tale risultato permette di rispondere completamente al problema di determinare un prezzo
razionale per il contratto di un’opzione con pay-oft fy. Si ricorda che il venditore prendendo
il premio C'(fn,P) dal compratore pud dotarsi di un portfolio 7 = (3,7) che replica il pay-off
fn all’istante N, cioe B

Xy = fn.

Come menzionato nella dimostrazione del Lemma 4.8 il modo standard per determinare il
portfolio 7 consiste nel considerare, inizialmente, la (P, F,)-martingala M = (M, ),<n definita

da f
~( N
M, =E (B—N‘fn) .
Si noti che la martingala si puo costruire a “ritroso” partendo da N in quanto My = fy =
gn(p1, -+, pn) e poi utilizzando il fatto che

Mn,1 == E [Mn‘fnfl] == ﬁgn(p17 oy Pn—1, b) + agn(pla *ty Pn—1, a))

come visto nel paragrafo precedente?.
Essendo M S-rappresentabile esiste una successione predicibile v = (7)<, si vedano'® le

9Si noti I’analogia con la costruzione ad albero binomiale (vedere Bjérk [3] capitolo 2 paragrafo 2) per le
opzioni europee con fy = ®(Sy), ed in particolare la Proposizione 2.24: si tenga presente che in [3] V, (k)
coincide con X7 (w) quando S, = k, mentre M, coincide con X7 (w).
Di conseguenza M, | = E [M,|F,—1] diviene B, M, _1 = E [B,, M| F,—1], ovvero, tenendo conto che B, =
(1 —+ T)anl, _
1+nrX;_ i =E[X]|Fn-].

10La formula (5.19), assicura che

_ n(p1(@), - pn1(w),b) — gn1(pr(w), - - pu—1(w)) By,
) = b—r g

Sarebbe interessante controllare se questa strategia corrisponde a quella proposta nella Proposizione 2.24 di
Bjork.

1+7)
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(5.18) e (5.19), tale che la martingala risulta data da:

Sk
M, = M, E A < N. 2
0+ Yk (Bk) n (5.23)
Prendendo (come in (4.42))
Sy,
n — lwn —In7H>
b 7 B,

si ottiene una copertura autofinanziante m = (3,~) di valore

By

tale che inizialmente

Xg =C(fn.P)
e allistante N goda della proprieta di copertura perfetta.
Considerando inoltre la relazione

Sn o Sn—l(pn - T)
>(5) -5

e sostituendo questo risultato nella (5.23) si ottiene:

n S a n
M, = My + Z% gkl (pr — 1) = My + Zak(pk —r) (5.24)
k=1

k=1

avendo posto v, = kal.

Prendendo, infine, la successione 6 = (6,,) delle variabili

Pn—a
Op =
b—a
risulta immediato che
_ !0 — R

per cui F, = a(p1,. .., pn) = (91, .., 0n).

Dalla relazione:
Pn —T

b—a
appare evidente che oltre alla (5.23) e alla (5.24) si ha anche una rappresentazione di M in
funzione di d, ovvero:

On =P =

M, Mo—i-Zak 'm” (5.25)
k=1

dove la successione m(® = <m£{s)>n<N di variabili m{) = > 1 (0 —p) ¢ una (P, F,,)-martingala

ead) = (b—a)a,.

Si osservi che la scelta di esprimere M in termini di § risultera utile nel calcolo esplicito del
valore del premio.
Si puo riassumere quanto detto in questa sezione enunciando il seguente teorema:
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Teorema 5.1. Dato il modello CRR

1 per ogni N e per ogni pay-off fn Fn-misurabile il prezzo di esercizio puo essere descritto
dalla formula
~(In ~ [
C P)=BE|{— |=E{(—+|. 5.26
2 esiste una copertura perfetta e autofinanziante @ = (3,7) dal valore X = (XF)nen tale
che B B
X5 =C(fn:P) Xy =fn
= IN ’
X"=B,E Fu
€ " (BQ(]_ + T)N
3 le componenti B = (gn)ngN e ¥ = (Yn)ngn della copertura 7@ soddisfano la relazione
~ _ S,
n — Mn —In7H—
p g

dove v, con n < N puo essere determinata attraverso la %—mppresentazione (5.23) della
(P, F,)-martingala M = (M,),<n definita come

_m (v
Mn_E(BN‘}"n).
5.2.1 Calcolo del prezzo di copertura per 1’opzione call

Per un’opzione call standard (si veda la premessa del capitolo II) la funzione di pay-off fy
risulta pari a:

fv=(Sy —K)* (5.27)
dove N indica il tempo di maturita e K il prezzo di esercizio. Applicando i risultati generali
(descritti nel paragrafo precedente) al caso considerato si ha che la (5.22) diviene:

C(fy,P)=E (%) . (5.28)

Per sottolineare la dipendenza del prezzo di copertura dell’opzione call dal prezzo di strike viene
introdotta la notazione Ceo (K, P) = C(fn,P).

Prendendo H pari al numero di volte in cui ’azione & aumentata del fattore (14 b) nel periodo
di tempo che va da 1 a IV, cioe, richiamando le notazioni del precedente paragrafo, H = 25:1 O
segue che la sua distribuzione € una binomiale di parametri N e p, ovvero:

H ~ B(N,p) sotto  P.
Si puo assumere, dunque, che all’istante N ’azione presenti il seguente valore

Sy = So(1 +a)V H(1+0b)" (5.29)
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andandolo a sostituire nella (5.28) e esplicitando il valore della media per la distribuzione in
esame segue che il prezzo di acquisto risulta

Coun(K,P) = 1+TN§:(> Py

(So(1+a)N"(1+0)" = K)", (5.30)

se si prende hg come il pitt piccolo intero per cui & soddisfatta la disuguaglianza So(1+a)V~"(1+
b)" > K si puo riscrivere la (5.30) in funzione di questo

N N—h h
Z N\ - N 1+a 1+b
Cearl K, B) = o (h)ph(l_p)N h(1+r> (1+T> -

- 1+rNZ< >~h1—p)Nh. (5.31)

Si osserva che presa la funzione di sopravvivenza di una binomiale calcolata nel punto j ovvero

B(j,N,p) = @D p"(1—p)¥" (5.32)

h=j
si ottiene
Cean(K,P) = SoB(ho, N, p*) — (1—1——7")NB(h0’ N,p) (5.33)
dove si e posto
1+0b _
* , 5.34
P=a, D (5.34)

Osservazione 5.1. L’hy cercato deve soddisfare la condizione
ho = min{jeN: So(1 + a)N (1 + b)) — K > 0}

per cut risolvendo si arriva a

In (S ) (5.35)
In (1£2) ' '

1+a
I risultati ottenuti portano all’enunciazione del seguente teorema.
Teorema 5.2. Il prezzo razionale per l'opzione FEuropea standard di tipo call con pay-off

fv=(Sy — K)T ¢ pari a

Ccall(K7 IP) - SOB(h07 N7p*> - B(h07 N?ﬁ)

aror

dove B(ho, N,p) € definito tramite la (5.32), p* attraverso la (5.34) e si € assunto hy come
nella (5.35).
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Osservazione 5.2. St osservi che i risultati ottenuti nel caso delle opzioni call sono facilmente
estendibili a quelle put (dove fy = (K — Sy)* ), infatti dall’identita

(K —Sy)" = (Sy—K)t =Sy + K

seque che il prezzo razionale di un’opzione put puo essere definito dalla formula

Cpu(K,P) = E (M)

(1+r)N
~ Sy K
Cean(K,P) — E
ulBB) — B 5w Ao
ed essendo E <(1f¢’)N) =Sy st ottiene la sequente relazione
K
Cout(K,P) = Coon(K,P) — S + —.
B B) = Coa(KLF) = o+ s

che viene detta formula di parita per le opzioni call-put.

Osservazione 5.3. Sia f = f(z), con x > 0, una funzzone non negativa, sia fny = f(SN)
il pay-off e sia, come al solito, C(fy,P) = By E{n) ]JVV il prezzo razionale corrispondente. E
possibile determinare il valore del prezzo di un’opzione generica di questo tipo usando il prezzo
razionale di un’opzione call.

Si assuma f derivabile con derivata f'(x) = f'(0) + f(O,w] w(dy), dove p = p(dy) é una misura
finita, non necessariamente positiva, su (R, B(R)). Si noti che se f é derivabile due volte si
ha p(dy) = £ (y)dy.

Allora é chiaro che

@) = £0) + £ 0) +

(va]

(2 — y) uldy) = £(0) + 2'(0) + / (2 — y)" u(dy),

(0,00)
quindi ponendo x = Sy e cambiando notazione nell’integrale
P =180 = JO+ SO+ [ Sy @ e
0,00

Se ora si attualizzano i valori

> f(Sy)  f(0)  Sw (Sy —y)*
fom TGl =B gl 0 [ Bp @ e

e si considera la media rispetto alla misura P, essendo EgN ESO = i, e tenendo conto che
By = Bo(1+ )N ¢ deterministico, si ottiene

=fv _ f(0)  So., ~((SN—y)+)
B = By Bof(0)+/(0m)E By pu(dy),

da cui seque, per la (5.28), che

(. B) = 40

Ty Tl O+ /( - Cean(y, P)p(dy). (5.36)

Si osservi che se fy = f(Sy) = (Sy — K.)", K, >0, allora u(dy) é concentrata nel punto K.,
cioe . (dy) = (k.1 (dy), e cio implica, come deve essere, C(fn,P) = Cean(K, P).



Capitolo 6

Processi aleatorie a tempo continuo

6.1 Processi aleatori, definizioni ed esempi

Esistono diversi modi di definire un processo stocastico. Il primo consiste nel considerare
semplicemente una famiglia di variabili aleatorie.

Definizione 6.1 (Processo stocastico come famiglia di v.a.). Dato uno spazio (2, F,P) ed
un insieme I di indici', allora una famiglia di variabili aleatorie {X; : Q0 +— R(oR%), pert € I}
¢ detta processo stocastico, e R (0o R?) ¢ detto lo spazio degli stati del processo.

In alcuni casi si vuole mettere in evidenza 1’evoluzione rispetto al tempo e si preferisce dare
una definizione di processo stocastico come funzione aleatoria.

Definizione 6.2 (Processo stocastico come funzione aleatoria). Dato uno spazio
(Q,F,P) ed un insieme I di indici, si definisce processo stocastico (come funzione
aleatoria) la funzione (misurabile)?

X:Q-Rhiwe (t— X(tw)).

Una definizione analoga vale nel caso di processi con spazio degli stati R.

Altre volte si ¢ interessati anche ad alcune proprieta delle traiettorie ¢ — X(t,w), quali
ad esempio la continuita. Viene allora naturale dare la definizione di processo a traiettorie
continue.

Definizione 6.3 (Processo stocastico come funzione aleatoria continua). Dato uno
spazio (Q, F,P) ed un insieme I di indici, si definisce processo stocastico (come funzione

!Tipicamente 'insieme degli indici & I = [0,0), o I = [0,T], o ancora I = N (e in questo caso si parla pitl
propriamente di successioni aleatorie), ma ¢ possibile anche che I'insieme degli indici sia multidimensionale, ad
esempio I = R? (e in questo caso si parla pit1 propriamente di campi aleatori).

2Per rendere la definizione completa andrebbe precisata la o-algebra che si mette sullo spazio di tutte le
funzioni RY. Di solito si tratta in realta di richiedere almeno che tutte le funzioni

Q- Rw— X(t,w)

siano variabili aleatorie F-misurabili. La o-algebra considerata e di solito quella del Teorema di Kolmogorov 6.1
e la nota corrispondente.

97
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aleatoria continua) la funzione (misurabile)?

X:Qw C(LR)jwe (t— X(tw)),
dove C(I;R) ¢ lo spazio metrico delle traiettorie continue. Una definizione analoga vale nel
caso di processi con spazio degli stati RY.

Dato un processo si definiscono le funzioni di distribuzione finito-dimensionali.

Definizione 6.4 (Famiglia delle funzioni di distribuzione finito-dimensionali). Dato
un processo stocastico (secondo una delle precedenti definizioni) la famiglia delle funzioni di
distribuzione Fy, .. 4., definite pern > 1, ety,---t,, cont; € I, come le funziont di distribuzione
congiunte delle variabili (Xy,,---,Xy,), ovvero

Ftl,--- tn(wla' T 7:CTL) = ]P)(Xl S L1, 7Xn S $n>,

)

¢ detta famiglia delle funzioni di distribuzione finito-dimensionali del processo X = (Xy)ier-

Va detto che, cosi come una variabile aleatoria viene spesso individuata attraverso la sua
distribuzione, senza specificare quale sia lo spazio di probabilita (€2, F,P) sul quale & definita,
spesso anche un processo viene individuato attraverso le sue distribuzioni finito-dimensionali.
Si pone quindi il problema di individuare quali sono le famiglie di distribuzioni che sono
effettivamente famiglie di distribuzioni finito-dimensionali di un processo.

Si individuano facilmente delle condizioni necessarie, dette condizioni di consistenza:

(C1) Siak > 1, sia 7w una permutazione di {1,--- , k}, si ponga
O RE S RY (2, ap) — Bp(wy, -, 0) == (Tys v, Ty )
Si richiede che per ogni k > 1, 7, t1,--- ,tx e (xq,- -+, x;) valga
By @, an) = Fi g (P (@1, swn)) = Fi o, (T, Ty ), (6.1)
Infatti

F’tl,u-,tk<x1a e ,Zl?k) = P{(th S Ty, - 7th S ﬂfk)}
= ]P){Xtﬂl S Lyyy o 7Xt7rk < x?rk} = Ftwl,m,t-,rk ('rﬂ'la e 7xﬂ'k>

3Nel caso I = [0, 7] lo spazio C(I;R) & uno spazio metrico con la metrica uniforme:

d(x(-),y() == sup |a(t) —y(t)],

te[0,T]

e la g-algebra su C(I;R) & quella generata dagli aperti. Se invece I = [0, 00) si pud, ad esempio, usare la metrica

A () y() = 3 5 swp lnlt) —y(O AL
N—=1 te[0,N]

e di nuovo la o-algebra su C([0,00); R) & quella generata dagli aperti.
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(C2) Sirichiede che per ogni k > 1, ¢y,  tg, try1 € (z1,- -, x1) valga

lim Ftl:'”ytlmtk+l(x17 s Tk $k+1) = Ftl:"':tk (.%1, U 7xk)' (6'2>
L1 00
Infatti
hm Ft1,~~~,tk,tk+1 ('I:l? c Ly Tk, ij+1) = hm P(th S LTy, 7th S Tk, th+1 S ':Ek-'rl)
L4100 L4100

:P(th S XLy 7th S xk’) = Ft1,-~~,tk(x17"' 7xk)-

E interessante notare che la prima condizione potrebbe essere automaticamente soddisfatta
dando le funzioni di distribuzione solo per t; < ty < -+, < t; (e definendole negli altri casi in
modo che la condizione (C1) sia soddisfatta). Allora, pero, la condizione (C2), va modificata:

(C2’) Sia k> 1, siano t; <ty < -+, <ty < ty41, allora
lim Elv"‘vtk7tk+1 (ZBl, Tk l’) = Ft17"'7tk(x1> e ’xk’)’
T—00
UM Fy ettty i (B0 Tic1, &, Tigt, 0, Ty
rT—00

= Ftl,m,ti_l,ti+1,~~-,tk+1 (l‘h oty Li—1, L1, 0 0 axk—i-l)a per 1 = 17 Tt ak'

Il seguente teorema garantisce che le precedenti condizioni necessarie, sono anche sufficienti.

Teorema 6.1 (di Kolmogorov). Sia data una famiglia Fy, ... ., di funzioni di distribuzione
finito-dimensionali consistente, cioé che verifica le condizioni di consistenza (C1) e (C2) (ovvero
(6.1) e (6.2), rispettivamente), allora esiste uno spazio di probabilita ed un processo aleatorio

che ammette Fy, ... ;, come funzioni di distribuzione finito-dimensionali.*

Vediamo subito delle applicazioni del precedente teorema.

Esempio 6.1 (Processi a coordinate indipendenti). Data una famiglia di funzioni di
distribuzione {Fy,t € I} ad un tempo, si consideri la famiglia delle funzioni di distribuzione
finito-dimensionali Fy, ...y, (x1,- - ,x1) == Fy, (1) X --- X Fy, (zx). Tale famiglia é chiaramente
una famiglia consistente e quindi esiste un processo con tali funzioni di distribuzione finito-
dimensionals.

St noti che non si richiede che I sia numerabile, e che questo esempio, nel caso numerabile,
garantisce l’esistenza di successioni di v.a. indipendenti’.

4Inoltre ¢ sempre possibile prendere come spazio di probabilita lo spazio canonico R!, come o-algebra la
o-algebra generata dai cilindri, ovvero dagli insiemi del tipo

C={z() eRY | (x(t1),z(t2), - ,2(ty)) € H}, dove H € B(R)

ed infine come processo il processo canonico X;(z(+)) = x(¢).
L’esistenza di successioni indipendenti & di solito sottintesa nei teoremi fondamentali del Calcolo delle
Probabilita, come ad esempio la Legge dei grandi numeri, o il Teorema centrale del limite.
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Esempio 6.2 (Processi gaussiani). Siano date una funzione m : I — R, t — m(t) e una
funzione, detta funzione di correlazione, K : [ x [ — R, (t,s) — K(t,s) definita non

negativa, cioe tale che comunque sceltin > 1, t1,--- t, € I, ni,--- ,n, € C valga
1n
> i K (tn, t) > 0.
h.k

Si noti che quindi necessariamente K(t,s) = K(s,t) e K(t,t) > 0 e che la condizione che
la funzione di correlazione sia definita non negativa corrisponde alla richiesta che la matrice
I'= (T, :=K(ti,t;))ije1,..n sia definita positiva.

Sia Fy, ... 1, la funzione di distribuzione congiunta gaussiana di media (m(t1),--- ,m(tx)) e
matrice di covarianza I' definita da I';; = K(t;,t;) peri,j = 1,--- ,k, e sia fi, .1 la sua
densita.

Per convincersi dell’esistenza di un processo con tali distribuzioni finito-dimensionali st
consideri il caso in cui K(t,s) sia strettamente definita positiva e si noti che se (Y1, ,Yy) €
un vettore aleatorio con componenti indipendenti e ciascuna con distribuzione normale N (0, 1),
allora il vettore definito da Z = (Zy,--- , Zy) = A(Y1, -, Ye) + (m(t1),--- ,m(ty)) = AY +m,
dove A =TY? (cioe T = A'A = AA!), ¢ un vettore con la distribuzione cercata.

Per la consistenza della famiglia Fy, .. 4, cosi definita, si noti che l'operatore ®. di (6.1)
¢ una trasformazione lineare e che trasformazioni lineari di vettori gaussiani sono ancora
gaussiani. Inoltre, indicando ancora con ®, la matrice associata all’operatore di (6.1), allora
¢.7 = O, AY + ®.m, seque una legge gaussiana di media ®,m = (m(ty,), -+ ,m(ts,)) € con
matrice di covarianza (PrA)(PrA)" = ©LAA®L = &, TD! = (T, x, )ij=1, k-

Da queste osservazioni si deduce immediatamente che per la densita vale

Sty (1,000 ) = ft,,l,-~-,t7rk (Pr(@r, - 1)),

ovvero la (6.1). Per quanto riguarda la (6.2), basta ricordare che ogni sottovettore di un vettore
gaussiano € ancora un vettore gaussiano.

In particolare possiamo ad esempio stabilire [’esistenza del processo di Wiener standard, detto
anche Moto Browniano, cioé del processo gaussiano con m(t) =0 e K(t,s) =t A s.

Bisognerebbe ovviamente controllare che la funzione K(-,-) sia definita non negativa. Cio
puo essere fatto direttamente, ma con una certa fatica®.

®Dati t; <ty < --- <ty la matrice (¢; A t;);; si pud scrivere come

ty t1 - tq tq
ti1 to - to to
ti ta - tk—1 tg—1

tpv ta - tpo1 tk
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Un metodo decisamente pit. probabilistico” ¢é il sequente: consiste nell’osservare che la
funzione di correlazione

K(t,s) := Cov(Ny, Ny)

di un processo N; di Poisson standard (cio¢ con X\ = 1) & proprio t A\ s, cio ¢ sufficiente® a
garantire la sua non negativita. Infatti

Cov(Ny, Ng) = Cov(Nins, Nyvs)
= E[Nias(Nins + Nevs — Nins)| — E[Nips|E[Nips + Nipvs — Nins)
= E[NiasNins) + E[Nins(Nivs — Nins)] — E[Nias) (E[Nias] + E[Npvs — Nias))
= VCLT(Nt/\s) + E[Nt/\s(Nt\/s - Nt/\s)] - E[Nt/\S]E[NtVS - Nt/\s] = Var(Nt/\s)
=tASs

St noti che la proprieta del processo di Wiener di avere la stessa funzione di correlazione
del processo di Poisson standard, implica che gli incrementi sono non correlati. Poiché gli

Si puod dimostrare che il determinante di questa matrice & ¢1(t2 — t1)(t3 — t2) -+« (tx — tg—1) > 0, e cio dimostra
subito il fatto che K(t,s) =t A s & definita positiva. Il primo passo per dimostrare tale identita ¢ osservare che

th t1 - t t1 t 0 cee 0 0

ty to -t to tpy to—1t1 -+ ta—1 to — 1t
det | : : =det | : :

[T 2> S 7 S R 7 | ty to—1t1 - tg_1—t1 lg_1— 1

ty to - tp—1 bk ty to—1t1 - tp1—t1 tp— 1

da cui

tp t1 - t1 tq

foty e t t to — 1 to — 11 to — 11
det | : : =ty det : : ,

’ ’ to —t . tr_1—1 th1 — 1
Lot e e boti - -ttt
t1 to . te—1 tx -

poi basta procedere per induzione, notando che t; — t; — (t2 — t1) = t; — to.

"Tuttavia questo metodo presuppone la conoscenza del processo di Poisson.

8La matrice di covarianza di un vettore aleatorio ¢ sempre definita non negativa, e di conseguenza la funzione
di correlazione K (s,t) = Cov(Xs, X;) di un processo X; qualsiasi ¢ sempre definita non negativa:

anK(th,tk) = znhmE [(x, —-EX, X, -EX,])]
h,k h,k
=E inhm(Xth - E[X, (X, —E[X,])

h.k

=E Z%(Xth _E[Xth])Zﬁk(th - E[th})‘|
Lh=1
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incrementi del processo di Wiener (Wy)i>o hanno distribuzione gaussiana, sono quindi anche
indipendenti. Inoltre per ogni s < t, l'incremento W, — Wy deve essere una variabile aleatoria
gaussiana (in quanto differenza di due v.a. congiuntamente gaussiane), deve avere media nulla
e varianza® uguale alla varianza di N, — N,, ovvero uguale a t — s. Infine deve essere
P(Wy = 0) = 1, in quanto la media deve essere nulla e la varianza deve essere uguale a
K(0,0) = 0.

Questa proprieta di indipendenza degli incrementi fondamentale per ottenere la densita
congiunta di (Wi, -+ ,Why,). Infatti si puo pensare che il vettore (Wy,,--- ,Wy,) si ottiene dal

vettore degli incrementi
(Ath, AWtQ? e 7Ath) = (Wt1 - W07 Wtz - Wh e 7th - th—1)

con la sequente trasformazione lineare

h h
Wth - Wth - Wo= Z(th - Wti—l) - Z Ath
i=1

=1

(dove si ¢ posto to = 0) che corrisponde ad una matrice B la cui inversa B~! ¢ la matrice la
cui diagonale ha tutti gli elementi uguali ad 1, la cui sottodiagonale ha gli elementi tutti uguali
a —1 e tutti 1 rimanenti elementi uguali a 0, 1 quanto banalmente

AWy, =Wy, =Wy, .

Da questa osservazione, dalla formula di trasformazione della densita e dall’osservazione che
gli incrementi sono indipendenti, ovvero che

Fawe, oo awe, (W1 0n) = fawe, W) -+ fawe, Wn) = [T 9ta—ta (n).
h=1

dove . )
Y
s(Y) = —— exp{—=
9s(y) Norr pi-g !
si ottiene la densita congiunta di (Wy,,--- , W;,)
Jwy v, (T1, T2, 20) = fawy, - aw, (T1, T2 — 210 T — Tp1) (6.3)
=1 9tn=tnr (& — z11) (6.4)
h=1
1 it 1 _(ag==)? 1 (@en—ap_1)?

2tq e 20a—ty) ... 67 2(tn—tpn—1) (65)

(&
V21t 27T(t2 — tl) 27T(tn - Zfnfl)

911 lettore che non conosce il processo di Poisson, pud procedere anche nel seguente semplicissimo modo

Var(Wy — W) = Cov(Wy — W, Wy — Wy) = Cov(Wy, Wy) — Cov(Wy, W) — Cov(Ws, Wy) + Cov(W, W)
= K(t,t) — 2K (s,t) + K(s,8) =t —2s ANt+s=t—s.

Si noti che il procedimento permette di calcolare la varianza degli incrementi per un qualunque processo, purché
sia nota la funzione di covarianza K(s,t).
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6.2 Osservazione sulla definizione di un processo solo
attraverso le sue distribuzioni finito dimensionali

La descrizione di un processo attraverso la famiglia delle distribuzioni finito dimensionali non
e sufficiente a stabilire le proprieta delle sue traiettorie. In questa sezione e nella successiva
ci si pone il problema di spiegare meglio questa affermazione, senza alcuna pretesa di essere
esaurienti. Il primo concetto che ci serve 1’equivalenza stocastica per due processi aleatori, che,
come si vedra immediatamente dopo la definizione, implica che i due processi hanno le stesse
distribuzioni finito dimensionali.

Definizione 6.5 (Equivalenza stocastica). Due processi aleatori (Xt € I) e (Y, t € )
sullo stesso spazio di probabilita (2, F,P) si dicono stocasticamente equivalenti se

P(Xi(w) =Y (w)) =1 per ogni t € I.
(Si dice anche che (Yy,t € I) é una versione di (Xy,t € 1))

Lemma 6.2. Due processi stocasticamente equivalenti hanno le stesse distribuzioni
finito-dimensionali.

Dimostrazione. Basta osservare che

]P)({(th’ "'7th) S H}) =

= P({(X0,, ., Xi) € H}N ﬂ{x = Yi,}) +P({(Xu,s Xo) € HY N (_rfw{xti SE

k

= P({(Va,- ¥i) € HYn(){X, =Yi}) = P({(Va, . Vo) € )

=1

in quanto

((ﬂ{Xt—Yt e (U{Xt—Yt )_gﬂm({xti:m}c):o.

m
Esempio 6.3. Come primo esempio di processo si definisca, in uno spazio di probabilita
(Q, F,P),
=0 seT(w)>t,

=
=1 seT(w)<t

Nt(w) = ]I{Tgt} (w) = ]I[T(w),oo) (t) {

dove T' é una variabile aleatoria a valori in (0, 00).
Si noti che, qualunque sia w € ) le traiettorie di questo processo, cioe le funzioni

t— ]I{Tgt} (w)

sono funzioni crescenti (in senso lato) rispetto a t.
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Se T ammette densita di probabilita, ad esempio se é una variabile aleatoria esponenziale,
allora il processo definito da

My(w) = Ny(w) + f(t+ T'(w)),

dove

f(s)=1 perse@
f(s)=0 perseR\Q,

¢ stocasticamente equivalente ad N;, e quindi ha le stesse distribuzioni finito-dimensionali di
N;, ma evidentemente non ha traiettorie crescenti (in senso lato).

Per controllare che My(w) ed Ny(w) sono stocasticamente equivalenti, si osservi che, My(w) #
Ni(w) se e solo se f(t+T(w)) =1 ovvero se e solo set+ T(w) € Q ed inoltre

P(t+T(w) €Q) =) P(T(w)=r—1)=0
reQ

per ogni t, in quanto T' e una variabile aleatoria continua e si ha quindi che

P(M(w) = Ny(w)) =1 per ogni t > 0.

6.3 Esistenza di una versione continua:
criterio di Chensov-Kolmogorov.

Il seguente criterio sufficiente fornisce condizioni che assicurano 1’esistenza di una versione
holderiana, non solo continua. Ricordiamo che una funzione f(z) ¢ hélderiana di esponente
7 se per ogni x esistono un §(x) > 0 e un L, (x) tali che, per ogni y per il quale |y — z| < 6(z),
si abbia

|f(z) = f)l < Ly(@)|e —y].

Nel caso in cui §(x) e L,(x) possano essere presi in modo indipendente da z, per z € I, si
dice che f & uniformemente holderiana nell’insieme I.

Proposizione 6.3 (Criterio di Chensov-Kolmogorov). Sia X; un processo per cui esistono
a, B e C strettamente positivi, per cui

E[|X, — X,|°] < C|t — s|*T™.

Allora esiste una wversione )N(t di X;, a traiettorie continue. Inoltre le traiettorie sono
uniformemente holderiane di esponente v, per ogni v < %, in ogni intervallo limitato.

APPLICAZIONE

Il processo W; di Wiener standard, o moto Browniano, ammette sempre una versione
continua, anzi holderiana per ogni v < % Infatti, per s < t,

E[|W, — Wil*] = E[|Wi—|*] = C(k)|t — s|*/2.
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11 criterio di Chensov-Kolmogorov si puo quindi applicare per k > 3 (cosi a = (k/2) —1 > 0)
e ci garantisce che esiste una versione di W, le cui traiettorie sono holderiane di esponente 7 per
v < % = % — %, e quindi per ogni v < % E possibile dimostrare che, a parte un eventuale
insieme di misura nulla, le traiettorie non sono holderiane di esponente %, e tantomeno di

. . 1
esponente maggiore di 3.

6.4 Le traiettorie del processo di Wiener non sono a
variazione limitata

In questa sezione si dimostra una proprieta che non permette di definire nel modo usuale
(Lebesgue-Stieltjes) l'integrale rispetto al processo di Wiener. Nonostante si abbia che le
traiettorie della versione continua del processo di Wiener siano holderiane, tuttavia esse non
possono essere molto regolari, in quanto ad esempio sono anche a variazione non limitata con
probabilita 1 su ogni intervallo [s,t]. Infatti se esistesse un intervallo [s,?] ed un insieme A con
P(A) > 0, su cui la variazione di W, cioe se

Vs, t,W;iw) = sup{z \(Wio, —Wa, |, al variare delle partizioni 7 :tg =s <t; <--- < ¢, =t}
k=0

fosse finita per ogni w € A, allora si avrebbe che

Sy 1= Z |Wtk+1 - Wtk|2 < Z(S%Mmhﬂ - Wth|>|Wtk+1 - Wtk|
k=0 k=0

= (Sqf’fp|Wth+1 - Wth|) Z |Wtk+1 - Wtk' S (S/l}fp|Wth+1 - Wth|)v(w) — 0

k=0

per ogni versione continua di W,. Questo fatto ¢ in contraddizione con la seguente proprieta
del moto browniano (valida anche per versioni non continue):

Lemma 6.4. Si definisca

S?T = |Wtk+1 - Wtk|2>

k=0

2
allora S, & (t —s), al tendere a zero di || := mI?X|tk+1 — .

Dimostrazione. Si tratta di mostrare che E[(S, — (t — s))?)] — 0 al tendere a zero di
7| == m]?x|tk+1 — tx|, e infatti
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E[(Sr — (t — 5))") = E[S7 + (t — 5))* — 28x(t — 5)]

=E[Q Wiy = Wi )+ (t =) = 2(2 Wi = W I)(t = 5)]

k=0
n n—1 —
= E[Z ’Wthrl Wtk’ Z |Wth+1 Wth‘2 t - 8)2 - 2(2 |Wtk+1 - Wtk’2)<t - 5)]
k=0 h=0 _
n—1 n—1 n—1
= E[’Wthrl - Wtk|4] + E[‘Wtk+1 - Wtk|2|Wth+1 - Wth‘2] +
k=0 k=0 2;19

k=0

n—1 n—1 n—1 n—1

= Blter — >+ D tker — telltnir — tul + (8 = 8)° = 2(t = 9) Y [trr — bl

k=0 k=0 h=0 k=0
h#k

Di conseguenza si ottiene che
E[(Sz — (t — 5))’]

n—1 n—1

= 22|tk+1 —teP ) Y ftrr — telltn — tal + (£ — 5) = 2(t — 5)(t — 5)

k=0 h=0
n—1
<2 ftper — el (maxty o — tl) + (£ = 9)* + (t = 5)* = 2(t = 5)(t — 5)
k=0
n—1
= 2(m’?X|th+1 — th|) |tk+1 - tk| = 2(m}€}X|th+1 — th|)(t - S) — 0.
k=0

La conseguenza di questo risultato e che le traiettorie di un processo di Wiener non sono a
variazione limitata!l®, o meglio,

n—1
P (V(s,t,W;w) = Supz Wieor = We | = oo) =1.
T k=0

Questo fatto in particolare pone dei problemi nel tentare di definire f(f f(s,w)dW4(w), in quanto
non si puo adottare la classica definizione di integrale di Lebesgue-Stieltjes, che avrebbe senso
solo se W avesse traiettorie a variazione finita. La definizione che si da ¢ quindi diversa e si
parlera di integrale stocastico. Per ottenerla si ha pero bisogno del concetto di martingala.

10Tn realta il lemma dimostra anche che il processo di Wiener non ha traiettorie di Holder con esponente
v > 1/2: se cosi fosse allora necessariamente si avrebbe

— n—1

Z W)ltepr =t <Y LA w)[terr — t]6*T = L2 (w)6* 7 (t — 5) — 0, g.c.
k= k=0
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6.5 Processi ad incrementi indipendenti ed omogenei

Il procedimento usato per ottenere le distribuzioni finito dimensionali del processo di Wiener,
si puo estendere ad una classe pit generale:

Definizione 6.6 (Processi ad incrementi indipendenti ed omogenei). Un processo
(X¢)i>0 si dice ad incrementi indipendenti ed omogenei se

(0) Xo=0;

(1) per 0 =ty < t; < ---t, gli incrementi AX;, = Xy, — X, , sono variabili aleatorie
indipendenti;

(2) gli incrementi AX,;, = Xy, — Xy,_, sono variabili aleatorie la cui distribuzione dipende solo
dall’ampiezza dell’intervallo (t; — t;_1);

Per fissare le idee e capire meglio la condizione (2), si consideri la famiglia (F,),>o di funzioni
di distribuzione dipendente da un parametro, per cui Xy, — X; ~ F,, qualunque siano ¢ ed u
in [0, 00).

La famiglia (F},),>0 non puo essere presa a piacere, ma deve soddisfare la seguente condizione
necessaria'l:

F,xF,=F,., perogniu,v>0, (6.6)
dove * corrisponde alla convoluzione.

Infatti cio corrisponde alla condizione che
Xu:Xu_XO NFua Xu-l—'u_Xu NFva Xu—i—v ~ Lytvy

e d’altra parte
Ko = (Xygo — Xo) + (Xy — Xo) ~ F, x F,.

In realta questa condizione risulta anche sufficiente, come si puo verificare facilmente. Infatti
le funzioni Fy, .4 (w1, , 7)) di distribuzione finito dimensionale risultano definite'?, per
0 <ty <--- <t come, la funzione di distribuzione ottenuta da quella degli incrementi

Ftl (’Zl)FtQ*tl (22) T Ftk*tk—l (Zk)v

attraverso la trasformazione x1 = 21, x9 = 21 + 29, -+, Ty, = 21 + -+ - + 2. La condizione (6.6)
implica immediatamente che la condizione di consistenza di Kolmogorov (C2’) sia soddisfatta.

Unoltre & necessario che Fy(x) = 0 per z < 0 ed Fy(z) = 1 per > 0, ovvero che l'incremento X, — X, sia
concentrato nello 0.
I2Nel caso 0 =ty < t; < --- < t si ottiene immediatamente che

Fioty,oo e (o, 21, -+ ,2) =0, per xo < 0,

Fto,h,-“ ,tk(‘r07x17 e 7xk7) = Ft1,~",tk(a:17 T 7xk)7 per xg 2 O
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Per rendere piu concreta la verifica, si consideri, ad esempio, il caso con densita, ovvero il

caso in cui .
o) = [ i
—0o0
Procedendo come per il processo di Wiener, si ottiene che, per 0 < t; < --- <ty

x1 Tp
Ftlr"ﬂfk (xlv T 7xk> = / T / at, (yl) Tt —t (yk - ykfl)dyl e dyy.

Per controllare la condizione di consistenza (C2’), si prendano k > 1 ety <ty < ---

try1, allora

hm Ftl, stk 1'1,"' mk,x)

= lim / / / (Y1) Gty Wk = Ye-1) Qa0 (Y — Yi)dyr -+ dyp. dy

= lim () dy - / Gyt (Yr = Yk—1) dY / G (Y — Y) dy
1 Tk T—Yk , ,

= xh_)rgo qt, (yl) dyl T / Qty,—ty_y (yk - ykfl) dyk/ Tt —ty (y ) dy

1 Tk
:/ qtl(y1>dy1"'/ qtk*tkfl(yk —yk,l)dyk = Ftl,---,tk(xlw“ ,xk)7

— 00 —00

lim Fj, ..

Ty 3 Ti—1, L, Ti41, " wk—i—l)
T—00

1
) L1 Th+1
= hm/ / / / / Qt1 yl -t 2(?/1 17— Yi- )
rT—00

ti—1otitig1, tk+1

Gtiti(Yi = Yim1) @ty —t; Yie1r — Yi) = Gy —t, Y1 — Y )dys -+ - dyi1 dy; dyig - -

1 Ti—1
= :Elgl(;lo/ Qtl(yl) dy; - - / Qti,l—tFQ(yi—l - yi—2) dy;—1

—0o0

Ti4+1 €T
/ (/ dt;—t;_4 (yi - yifl) qti+1*ti<y’i+1 - yl) dyl) dyi+1 U

Th+1
e / Qty 1 —ty, (Yrt1 — Yk) dYrta

1 Ti—1
=/ Qt1<y1)dyl"'/ Qi y—ti o (Yie1 — Yi—2) dyi—
> Ti41 > Th+1
/ Qo1 —t; (Yir1r — Ys) AYigr -+ - / Pty —te (Y1 — Yi) AYrgr
= Fy ettt (T1s 0 5 T, Tig1, 0 5 Tpgr),  Peri=1,--- k.

, <ty <

AYi41

Nella penultima uguaglianza si & tenuto conto del fatto che la condizione F, x F,, = F,,, implica
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che, posto y = y; — y;—1, in modo che y;11 — yi = (Yir1 — ¥i—1) — ¥, si abbia

T

lim Qri—ts (Ui — Yie1) Gty —t: (Vi1 — ¥i) dyi

Tr—0o0

T—Yi—1
= lim Griti-1 (V) tia 1 (Yor1 — Y —y) dy
= / qti—ti_l(y)%iﬂ—ti (Yir1 —vi —y) dy

= Gyt * Qti—ti s Vi1 = Yio1) = Qgyr—ti s Yie1 — Yio1)-
Nel caso in cui F}, sia discreta il discorso si ripete identico, mettendo le densita discrete al posto
delle densita di probabilita e le somme al posto degli integrali.
Come esempi di famiglie ad un parametro di funzioni di distribuzione, oltre al caso della

famiglia gaussiana F,, ~ N(0,u), che da luogo al processo di Wiener standard, si possono
considerare

1 il processo di Wiener con drift (o deriva) u e coefficiente di diffusione o2, ovvero

Fy~ N([LU, O-QU);

2 il processo di Cauchy, ovvero il caso in cui
Fi ~ Cauchy(u) (0) = 4o
w ~ Cauchy(u), ovvero q,(r) = ———;
’ T u? + 2’
3 il processo di Poisson di parametro A, ovvero il caso in cui

(Auw)®

k!

4 i processi di Poisson composti, ovvero i processi (X;);>¢ ottenuti per mezzo di un processo
di Poisson (Vy);>0 ed una successione di variabili aleatorie indipendenti ed identicamente
distribuite {&, }nen, (tutte indipendenti dal processo di Poisson) tramite la seguente regola

F, ~ Poisson(Au), ovvero p,(k) = F, (k) — F,(k —1) =

exp(—Au), keN;

X; =0, se N, =0; Xt:ZSk, se N; = n.
k=1

Terminiamo questa sezione ricordando anche la definizione di processi ad incrementi
indipendenti rispetto ad una filtrazione (F)>o.

Definizione 6.7 (Processi ad incrementi indipendenti ed omogenei rispetto ad
una filtrazione). Un processo (X;)i>o si dice ad incrementi indipendenti ed omogenei
rispetto alla filtrazione (F;);>9, con (F)i>0 2 FiX = o{X,; u € [0,t]} se

(0) X() = 0,’
(1) per s, t >0 gli incrementi Xyys — X, sono variabili aleatorie indipendenti da Fy;

(2) gli incrementi X5 — X; sono variabili aleatorie la cui distribuzione dipende solo da s.

Si vede facilmente che questa definizione implica 'altra considerando che X, — X, , ¢
indipendente da F;, | D o{X;, — X;,_,; i = 1,--- ,n — 1}. Si pud anche vedere che la prima
definizione implica la seconda con F; = FX = 0{X,; u € [0,t]} = 0{X, — X,; u,v € [0,1]}.
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6.6 Esempi di martingale a tempo continuo

In modo molto simile a quanto fatto a tempo discreto per le somme di v.a. indipendenti, si
pud mostrare'® che se X; ¢ un processo ad incrementi indipendenti e omogenei, rispetto ad
una filtrazione (F;)i>o , con Xy = 0, e con media nulla allora X; ¢ una martingala, purché sia
integrabile.

Inoltre e facile mostrare che se X; & un processo ad incrementi indipendenti (e omogenei),
integrabile e con Xy = 0, allora E[X;] = ut per ¢ nei razionali:

E[X1) =Y E[Xy/n — X—1)m) = nE[X1 /]
k=1

da cui E[X;,,] = 1E[X}] e analogamente E[X,,/] = > 1" E[Xi/n — X(po1)/n] = ZE[X4].
Per ottenere che cid valga anche per ogni t reale, si deve notare che comunque E[X; | =
E[X;] +E[X] e aggiungere una piccola ulteriore ipotesi di regolarita: la E[X;] ¢ una funzione
continua in ¢ (o continua a destra). Con questa ipotesi si ottiene immediatamente la tesi per

continuita.

II processo X; — E[X;] = X; — ut ¢ allora un processo ad incrementi indipendenti (ed
omogenei), a media nulla e quindi & una martingala.

Se ancora X, ammette momento secondo finito, allora, con una dimostrazione simile!* si ha
che Var(X;) = o°t, purché si possa affermare a priori che Var(X;) & una funzione continua. Di
nuovo similmente al caso a tempo discreto, accade che (X;—E[X{])?—Var(X;) = (X;—ut)*—o?t
¢ una martingala (a media nulla) .

Infine ¢ possibile mostrare’® che, sotto opportune ipotesi di regolarita (continuita in
probabilita), se E[exp{6(X; — ut)}] < +oo, allora

13La condizione di misurabilita dipende dal fatto che F; O F7X. La condizione di integrabilita & verificata per

ipotesi. Infine
E[Xirs — Xe|Ft] = E[Xtys — X¢) = E[Xiys] —E[Xy]=0-0=0,

dove nella prima uguaglianza si usa 'indipendenza di X;1s; — X; da F;, e nell’ultima si usa il fatto che la media
di X, € nulla. Si noti che 'omogeneita degli incrementi qui non & necessaria.

14Gi tratta di osservare che la varianza della somma degli incrementi & la somma delle varianze degli incrementi
e quindi si procede come nel caso del valore atteso, sostituendo Var a E.

15Tn questo caso, posto X; = X; — ut si sfrutta il fatto che

exp{0X1} = H exp{0 (Xi/n — Xe-1)/n) }>
k=1

da cui, passando al valore atteso, per 'indipendenza degli incrementi e per ’'omogeneita

n

Elexp{6X{}] = [ [ Elexp{6 (Xi/n — Xk—1)/n)}] = (Elexp{6 (X1/n — Xo)})"

Posto exp{K ()} := Elexp{0#X]}] si ottiene dunque che

Elexp{0 (Xk/n — X(k-1)/n)}] = Elexp{0 (X1/,)}] = exp{K(0)(1/n)},

da cui ancora la tesi per ogni ¢ razionale.
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Elexp{0(X: — ut)}] = exp{ K (0)t}
e che quindi
Zy = exp{(X, — pt) — K(0)1}

¢ una martingala!® a media 1.
Il tutto vale anche per i processi Y; = Yy+ X, con dato iniziale Y; indipendente da { X, }, tranne
per i valori medi.
Bisogna perd che Y| sia Fy-misurabile!”, e soddisfi alcuni requisiti di integrabilita. Ad esempio

Zy = Elexp{0(Y; — ut) — K(0)t}]

¢ ancora una martingala a media costante uguale a Elexp{6Yy}], purché ovviamente tale valore
medio sia finito.

Applicazione

Il processo di Wiener standard o moto Browniano W; ¢ una martingala, anche M; = W2 — ¢
e infine, per ogni # reale

7, = Elexp{OW, — %9%}]

16Di nuovo misurabilta e integrabilita sono banali. Osservando che

Ziis = pl0(Xoss — plt +5)) — K(O)(t +5)}
= exp{0(X; — put) — K(0)t} exp{0(Xeys — Xy — ps) — K(0)s}
= Zyexp{0(Xtys — X¢ — pus) — K(0)s}

si ottiene subito

E[Zi+s — Ze|Fi] = E[Z; (exp{6(Xp1s — X — ps) — K(0)s} — 1) | 7]
(per la misurabilita di Z;)
= ZE [(exp{0(Xi4s — Xy — pus) — K(0)s} — 1) | F]
(per l'indipendenza degli incrementi da F;)
= ZiE [(exp{0(Xs+s — Xy — pus) — K(0)s} — 1)]
(per 'omogenita degli incrementi)
— ZE [(exp{0(X, — is) — K(8)s} — 1)) = Z, (1—1) =0

1"Tn realta la richiesta che Y sia Fo-misurabile non & strettamente necessaria: nel caso in cui F; = FX si
potrebbe, in alternativa, cambiare la filtrazione e prendere la filtrazione definita da F; V 0{Yy}. In questo caso
infatti il processo Yy + X; viene automaticamente adattato alla nuova filtrazione. Inoltre {X;} & ancora una
martingala rispetto alla nuova filtrazione, come si puo vedere facilmente usando la proprieta dei condizionamenti
ridondanti: infatti la o-algebra H = o{Yp} ¢ indipendente da X = X1, e da G = F.

E[X|g V H] = E[X|g] < E[Xt+S‘Ft V U{Yo}] = E[Xt+s|]:t] = Xt;

lo stesso discorso vale nel caso in cui si assuma Y; indipendente da F; O F/X per ogni ¢ (e quindi anche dal
processo {X;}.
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¢ una martingala!® a media 1, che viene detta martingala esponenziale.

Si noti che W7 ¢ una submartingala (in quanto quadrato di una martingala) e che quindi
W2 = M, +t. Anche il processo di Poisson N; di parametro ), essendo un processo crescente &
una submartingala, e si puo decomporre nella somma di una martingala M; := N; — A\t e di un
processo crescente A; = At. Si tratta di casi particolari della decomposizione di Doob a tempo
continuo. Altre applicazioni si potrebbero ottenere per i processi di Poisson composti.

Si ricordi che in generale data una v.a. Z non negativa e a media 1 in uno spazio (2, F,P),
si puo definire una nuova misura di probabilita Q definita da

Q(C) :=EF[I, 7], CeF

Esercizio 6.1 (Un caso particolare del Teorema di Girsanov). Prese Z = 7§ =
exp{OWr — %92T} e F = Fr nell’espressione precedente, si trovi

1) la derivata di Radon-Nikodym
dQ

h, =
P aP

)
Fi

ovvero quella variabile aleatoria hy(w), Fi-misurabile, tale che

Q(A) = /Aht(w)]P’(dw), per ogni A € Fy;

suggerimento: si veda l’esempio riguardante le martingale e le derivate di Radon-Nikodym.

; . dQ _
soluzione: o = s

2) la legge di Wy rispetto a Q,
suggerimento: basta capire che E@[g(W,)] si calcola equivalentemente come

. 1
E%[g(W,)] = EF[g(W}) Z,] = EF[g(W;) exp{fW; — 59275}]
1 1 1
= /g(w) exp{fw — =0%*t} exp{——w’}dw = / g(w) exp{—— (w? — 2wt + 6*t*) }dw
. 2 2t . 21
1
— [ stw)exp{- 5w~ 017 }aw
. 2t
soluzione: la legge di W; é N(0t,t)
3) le distribuzioni finito dimensionali di (Wy,t > 0) rispetto a Q.

suggerimento: si tratta di capire che EQ[gy(Wy,)go(Wy, — Wi,) -+ gn(Wy, — Wi, _1)] si

18Basta ricordare che K(6) & definito dal fatto che exp{K (0)} = E[exp{#(X1 — u1)}]. In questo caso quindi
exp{K (0)} = Elexp{6W}] = exp{36?}, da cui K(§) = $6°.

-2
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calcola come

E' (g1 (Wi)go(Wey — W) -+ gn(Wa, — Wi21) Z, ]

Ly,

= Ep[gl(th)gz(Wtz - th) e 'gn(th - th—l) 7
t

]

k—1

=Nyt

1
=E"[g1(Wy,)go(Wey = Way) -+ gn(Wa, = Wi, ) | [ exp{(W,, = W3, — 592(% —tp-1)}]

i

1

L0ty — i)

Hgk Wtk Wtk 1)eXp{(Wtk Wtk 1 92

_ H/ i) exp{— (w; —w;—1 — O(t; — tiil))Q}dwi.

Q(tz — tifl)
dove per convenzione si € posto tg =0 e wg = 0.
soluzione: il processo {W,} diviene sotto Q un processo di Wiener con drift 6.
6.7 Processi di Markov regolari
I processi di Markov regolari sono processi costruiti attraverso una famaglia di probabilita di

transizione regolari P(s,t,x, A), e attraverso una misura di probabilita pg, detta (misura
delle) probabilita iniziali.

Definizione 6.8 (Probabilita di transizione regolari). Una famiglia P(s,t,z, A)
P: (Rt xRT), xR x B(R) — [0,1],(s,t,7, A) — P(s,t,z, A),

dove
(RT x RY), = {(s,t) € RY x R, tali che s < t},

che soddisfa le sequenti proprieta:
(i) perogni0 <s<tedzecR,

P(s,t,x, ) : B(R) — [0,1], A — P(s,t,z, A)

e una misura di probabilita,

(i) per ogni 0 < s <t ed A € B(R),
P(s,t,-,A) R —[0,1],2 — P(s,t,z, A)

¢ una funzione misurabile,
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(iii) la famiglia P(-,-,-,-) soddisfa l’equazione di Chapman-Kolmogorov, cioé per ogni
0<r<s<t, perogniz € R e per ogni A € B(R) vale

P(r,t,z, A) :/P(r,s,x,dy)P(s,t,y,A),
R

viene detta famiglia di probabilita di transizione regolari.
Si noti che quindi necessariamente P(t,t,x, A) = 0,(A), cioe vale 1 sex € A e vale 0 altrimenti
e che le proprieta (i) e (i1) permettono di dare senso all’integrale in (iii).

Osservazione 6.1. E’ interessante notare che ’equazione di Chapman-Kolmogorov, nel caso
in cui P(s,t,x,-) ammette densita, ovvero

P(s.t,x, A) = / p(s.t,2.1) dy,
A

diviene

/p(nt,x,Z) dz = /p(ns,x,y) dy/p(s,t,y,Z) dz =/ </ p(r,s,2,y)p(s,t,y, 2) dy) dz,
A R A A R

ovvero
p(r,t,x, z) = /p(r,s,x,y)p(s,t,y,Z) dy.
R

Attraverso le probabilita di transizioni regolari e la probabilita iniziale, si puo definire una
famiglia di funzioni di distribuzione finito dimensionale nel seguente modo: si definiscano, per
0 Stl S Stlm € per (ZOVZIJ'” 7Zk) eRk+17

Fouy oot (20,21, 7, 2 / / / po(dxo)P(0,t1, xo, dyr) P(t1, ta, y1, dys) - -

P(ti—a,tk—1, Ys—2, dyp—1) P(tr—1, t, Ye—1, dys),

ed
Ftl,---,tk (217 U 7Zk) = lim FO,t1,---,tk (27 21,7, Zk)7
Z—00
Se invece non vale 0 < t; < --- < 1, si definiscono attraverso un’opportuna permutazione m

per la quale 0< ¢, <--- <t, ed in modo che valga la condizione di consistenza (C1).

La proprieta (iii), ovvero l'equazione di Chapman-Kolmogorov, permette di verificare
immediatamente la condizione di consistenza (C2’)!”. La famiglia di distribuzioni finito-
dimensionali cosi ottenute soddisfa quindi le proprieta di consistenza del teorema di
Kolmogorov, e pertanto esiste un processo con queste distribuzioni finito-dimensionali. Un
processo le cui distribuzioni finito-dimensionali si possono ottenere attraverso una famiglia di

......

di Markov regolare.

19Nel caso con densita la verifica & simile a quella del caso dei processi ad incrementi indipendenti ed omogenei:
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Esempio 6.4. Il processo di Wiener ed il processo di Poisson sono processi Markoviani in
questo senso con jig=010} per entrambi i processi e

1 (y —=)°
P(s,t,z,dy) = ————=exp{———=1}d
( v) o) Pl
per il processo di Wiener,

(At —s)" ™

P(s,t,n,{m}) = (n—m)!

exp{—A(t—s)}, 0<m<n

per il processo di Poisson.

siprendano k > 1e 0 <t; <to <---, <t <tgs1, allora

hm Foty o tioa it i1y st $0,$1, oy Ti—1, L, Ti41, " $k+1)

Tit1 Th1
Ilggo/ / / / / / to(dyo)p(0,t1,y0,y1) - p(ti—2,tio1, Yi—2,Yi-1)

P(tic1stis Yim1, Yi)P(tis i1, Yis Yig1) = Dbk T 1 Yoo Y1) dY1 - - - dyi—1 dys dyigr - - - Y41

Ti—1

xo T
= lim Mo(dyo)/ p(O,t1,y07y1)dy1"'/ P(ti—2, tic1, Yi—2, Yi—1) dyi—1

—
z 0 — 00 — 00 — 0o

Ti+1 xT Tr41
/ (/ P(tic1,te, yim1,ys) P(Lis iy, Yi, Yir1) dyi) dyit1 -+ / (b L1 Uks Yrt1) AY1 =
— 00 — 00 — 00

Zo T Ti—1
:/ #o(dyo)/ p(oatlay07yl)dy1"'/ p(tic2,tiz1, Yi—2, Yi—1) dYi—1

— 00 —0o0 — 00

i1 oo Tri1
/ (/ p(ti—lativyi—lyyi)p(tiati+1vyiayi+l)dyi> dyi+1"'/ D(ts tht15 Yk> Y1) AYk41

o0 — 00 —0o0

zo T Ti—1
=/ uo(dyo)/ p(O,tl,yo,yl)dyr--/ p(ticotio1, Yi—2, Yi—1) dyi—1

— 00 — 00 — 00

Tit1 Th+1
/ P(tic1stit1, Yie1, Yir1) dYig1 - / P(ts tht15 Yk Y1) AYkt1

— 00 — 00

= Foty ot istinn o (0,1, 00 5 Tim1, Tig1, 0 Thy1), Peri=1,--- k.

Nella penultima uguaglianza si ¢ tenuto conto dell’equazione di Chapman-Kolmogorov. Il caso ¢ = 0 e verificato
per definizione. Infine

hm F0t1 <tk tk+1($07x17 Tk, T )

Tr—00

= lim / / / / po(dyo)p(0,t1, 90, y1) -+ P(tk—1, ties Yr—1, Y )Ptk Lot 1, Yk, ¥) dyo dyy - - - dyi dy

= lim No(dyo)/ P(0,t1,%0,y1) dys - - / p(tk—l,tk7yk—layk)dyk/ oDty teg1, Yro y) dy

Tr— 00
— 00 — 00

xo 1 Tk [e%e]
=/ Mo(dyo)/ p(O,thyanl)dyl"'/ p(tkflatkaykflayk)dyk/ (e, tet1, Yis y) dy
— 0 —00 —00 —o0

To T Tk
:/ /.Lo(dy())/ p(07t17y0ay1)dy1“'/ p(tk‘—latkvyk—lvyk)dyk :F07t1,-~.,tk(130,$1,"' ,l'k),

— 00 — 00 — 00
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Esempio 6.5. In entrambi i casi dell’esempio precedente P(s,t,xz,A) dipende solo dalla
differenza t — s. Pit in generale ogni volta che P(s,t,z,A) = P(s + h,t + h,x,A) =
P(0,t — s,x,A) per ogni s,t,h,x, A, si parla di processo di Markov omogeneo (nel tempo).
Inoltre se per ogni s,t, h,x, z,y,

P(S,t7$, (—OO,Z]) = P(S + hvt + h7'r+yv (—OO,Z +y])’ (67)

allora in realta si tratta di esempi di processi a incrementi indipendenti ed omogenei (con
Xo =0, se po € la misura concentrata in 0) Nel caso generale la famiglia delle distribuzioni
finito-dimensionali cosi ottenuta coincide con la famiglia delle distribuzioni finito-dimensionali
di un processo (X})i>0, con

X, =Y+ X,

dove (X¢)i>0 € un processo ad incrementi indipendenti ed omogenei con Xog = 0, ed Yy € una
variabile aleatoria con funzione di distribuzione Fo(y) = po((—o0,y]), indipendente dal processo
(Xt)io0-

Per verificare le precedenti affermazioni si osservi che, prendendo h = —s ed y = —x nella
formula (6.7) si ottiene

P(s,t,x,(—00,z]) = P(0,t — s,0,(—00, z — z]),

allora basta porre
F.(z) = P(0,u,0, (—00, 2]).

Sempre nel caso con densitd, ovvero nel caso in cui F,(z) = ffoo qu(y)dy, Uequazione di
Chapman-Kolmogorov diviene

Gr(z—x) = /R Us—r (Y — T)@—s(2 — y) dy

ovvero, ponendo s —r =u,t—s=v,(=z—r edn=y —x,

Guin(C) = / (M) qu(—n)dn, ovvero quiv = qu * G,
R

che é esattamente la condizione di compatibilita gia incontrata per i processi ad incrementi
indipendenti ed omogenei, e cio dimostra che la famiglia markoviana di distribuzioni finito-
dimensionali definita con g = do, e quella definita per i processi ad incrementi indipendenti ed
omogenei, sono le stesse, ovvero che (Xi)i>o € un processo di quest ultimo tipo.

Infine per mostrare che le distribuzioni finito-dimensionali del processo (X{)i>0 sono quelle
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della famiglia markoviana, osserviamo che nel caso in cui po(dy) = po(y)dy, si ottiene

P(X) < 20, X{, < 21,0, X, < 2)
=P(Yo <20, Yo+ Xy, < 21,000, Yo+ Xy, < 2)
20
:/ P<Yb € de)P<YE)+Xt1 < 21yt 7YE)+th < Zk’YEJ :l’0>

—0o0

20
= / P(Yy € dxo)P(Xy, < 21 — 20, , Xt, < 2x — 20| Yo = o)

—0o0

(per Uindipendenza di (X;)i>o ed Yo)

20
_ / P(Yy € dro)P(Xs, < 21 — 70, X, < 21 — 70)

20 21—%0 ZE—X0
= / Py; (xo)dxo/ toe / Pxi o Xy, (yi’ T 7yl,c) dyi Ty dy;c

(posto y; = y; + o)
20 21 2k
= / Pyq ('T())dx()/ o / pth,-",th (yl — 2o, Yk — SC(]) dyl ) dyk

—00

Z0 zZ1 Zk
= / / / po(ifo) dx qtl(yl - 960) dy qt2*t1(y2 - yl) dyy - -

e 'th,l,tkfg(yk—l - yk_2) dyr_1 qtk—tkfl(yk - yk—l) Ay,
= FO,tl,---,tk(Zm 21yt ,Zk)-

6.7.1 Processo di Orstein-Ulhenbeck

Si consideri la famiglia delle probabilita di transizione con densita, definita da

1 1 (y _ e_)\(t_s)ﬂf>2
P17y dy.
\/QWJQW Pt 2 02%:@—9 Hdy

Si puo dimostrare che P(s,t,z,dy) definisce una famiglia di probabilita di transizione regolare
(gaussiana). Inoltre si potrebbe dimostrare che, se Y{ ¢ una variabile aleatoria con distribuzione
to, indipendente da un processo di Wiener standard (W});>0, allora la famiglia di distribuzioni
finito dimensionali ottenute tramite P(s,t,z,dy) e la distribuzione iniziale pg, ha le stesse
distribuzioni finito dimensionali del processo

P(s,t,x,dy) =

t
X, = e MY, 4+ oW, — / U/\e_)‘(t_s)Wst.
0

Si noti che I'integrale ha senso purché si prenda la versione a traiettorie continue del processo
di Wiener standard?®.

20Vale la pena ricordare che di solito questo processo viene introdotto dopo aver parlato dell’integrale
stocastico rispetto al processo di Wiener. Riscrivendo

t t
oW, — / oxe MW ds = ge M (e’\tWt — / )\eASWSds> ,
0 0
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E inoltre interessante notare che, se Yy = x, cioe se Yy ¢ una variabile aleatoria degenere,
_ t _ _ N . .
allora X; := e Mz + oW, — [jole M=) W.ds & un processo gaussiano®', di valore atteso
m(t) = e"?Mz e funzione di covarianza

t s
K(s,t)=E KUWt— / aAe—W—“)Wudu) (UWS— / aAe—MS—“)Wudu)]
0 0

Con un po’ di calcoli si puo controllare che

K(s t 20_2 “Mt—s| _ —A(t+s)

ed in particolare quindi
2
Var(X;) = K(t,t) = 2o (1= ™)

e interpretando la formula tra parentesi come un’integrazione per parti

t t
MW, — / Wodes =: / M AW,
0 0

t
Xy =e M (YO + a/ e’\deS> ,
0

dXt = *)\Xtdt + O'th.

si puo riscrivere

o in forma differenziale (stocastica)

Per poter dare un senso pitl preciso a questa espressione, tuttavia andrebbe prima visto il significato dell’integrale
stocastico.

In effetti la prima definizione di integrale stocastico data da Wiener & stata la seguente: per ogni funzione
deterministica h(t) € C!, ovvero con derivata prima continua, Wiener definiva

B B8
/ h(s)dW, i= Wsh(8) — Wah(a) — / W (5)ds.

Questa variabile aleatoria risulta gaussiana (vedere la nota successiva) di valore medio nullo e di varianza
ff h2(s)ds. Se h(t) ¢ C*, ma & misurabile e con ff h2(s)ds finito, allora Wiener definiva
n—oo

8 B
/ h(s)dWs := lim hy(s)dWs,

dove il limite ¢ inteso in media quadratica, e dove {h,}, & una successione di funzioni C'* con la proprieta che
g 2
/ (ha(s) — h(s))*ds — 0.
«

2171 fatto che sia gaussiano dipende dal fatto che 'integrale fg e A=W ds = e M fot e*W,ds si pud ottenere
come limite delle somme di Riemann

n
—Xt A
e E e W, (s — Sp—1),
k=1

che sono variabili aleatorie gaussiane, e tenendo conto del fatto che il limite (in distribuzione) di variabili
aleatorie gaussiane € ancora una variabile aleatoria gaussiana, purché valore atteso e varianza convergano.



versione 15-12-2003 119

Nel caso in cui A > 0, quando ¢ va all’infinito, allora chlaramente E[X;] = m(t) = e Mz

converge a zero e la varianza Var(X;) = K(t,t) converge a (277 Di conseguenza la legge

unidimensionale del processo (X;);>o converge in distribuzione ad una legge gaussiana N (0, ‘2’)\)

Questa legge gode di una interessante proprieté‘ Che se la legge iniziale py ¢ appunto una
eXp{— = } =1/ mg exp{—= 222}, allora la legge
2>\

) , OVVero:

), ciod pio(dr) =

legge gaussiana N (0, 55

a

SR,

di X; & ancora una legge gaussiana N (0,

M&GA)I/MW@/'mtxw@
1 (y — e M)

eXP{——x2}dI — eXP{——W}dy
\/27r021 o
</ \/;GXP{__ 2}\/7r02 _ —2>\t) exp{— 0-(2( __e ift)) }daz) dy
:Ay;;wm—;fm%.

per ogni A boreliano??
Questo esempio porta a dare la definizione di distribuzione stazionaria.

Definizione 6.9 (Distribuzione stazionaria). Sia p una distribuzione tale che

/R/UL(dI)P(S,t,ZL‘,A) = M(A)

allora i viene detta distribuzione stazionaria o invariante del processo di Markov regolare
determinato dalle probabilita di transizione P(s,t,x, A).

221ultima uguaglianza deriva dal fatto che, la densita di X; ¢ data dall’espressione tra parentesi, ovvero da

A At .\ 2 /\1.2 1— 672/\t
( (y _ —2/\2) 0-2<(1_e—2)\t)))}dz

V 7'(‘0'2/ /7-(-0-2 — e 2)\t

p{_O_Q(l_Ae_z)\t)((y - ef“x)Q + 172(1 2)\t))}dx

= w( 72/ ex
TOo R /71'0'2(]. _ 672)\15)
\ NG )\(yQ —oye Mg f e Mg2 4 g2 $2€—2)\t)
=4/— exp{— — tdx
To2 /ﬂ_a_2 e,Q)\t 02(1 —e 2)\t)

— opye—
ﬁ RS
o m 02(1 — e=2M)
VA AMz? — 2zye™ + y2e™ M) A(—y2e2M 4 42) ]
7r02 To2(1 — e 2M) exp{— o2(1 — e 27) }exp{— 21— M) tdx

:\/j ol 217} [ =P {A(x—yg‘igjmzmexp{_;yz},
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Si puo dimostrare che se pug = p € una distribuzione stazionaria, allora le distribuzioni
finito-dimensionali godono della proprieta di stazionarieta

Definizione 6.10 (Processi stazionari). Se per ogni h > 0, k, (t1,--- ,tx) e (z1, - ,2x) la
famiglia di distribuzioni finito-dimensionali Fy, ... 1 (21, ,2) gode della proprieta che
Foy o (20,21, 21) = Fiytn,- ,tk+h(ZO7 21,000 %)

allora Foy, ... 1, € detta una famiglia di distribuziont finito-dimensionali stazionarie, e il processo
con tale famiglia di distribuzioni finito-dimensionali ¢ detto un processo stazionario

6.7.2 Moto browniano geometrico e modello di Black-Scholes

Il prossimo esempio e di fondamentale importanza nell’ambito dei modelli finanziari. 1l modello
proposto da Black e Scholes ¢ un modello a tempo continuo con una azione rischiosa (una
azione di prezzo S; all’istante t) e una azione non rischiosa (di prezzo B; all'istante ). Si
suppone che I'evoluzione di B; sia descritta dall’equazione differenziale seguente

dBt = TBt dt,

dove r € una costante positiva. Questo significa che il tasso di interesse e costante e uguale a
r. Se By = 1, allora ovviamente B; = e, per t > 0.
Si suppone che il prezzo dell’azione sia descritto®® dal processo

o2
Sy = Sy exp {,ut — 775 + O'Wt} )

dove p e o sono due costanti e (W;); € un moto browniano standard, ed Sy € una variabile
aleatoria indipendente da (W;);.

Tale processo e detto moto browniano geometrico.

I1 modello ¢ studiato sull’intervallo [0, T, dove T' ¢ la data di scadenza dell’opzione da studiare.
In particolare, risulta che la legge di S; € una legge log-normale, vale a dire che il suo logaritmo
segue una legge normale.

Il processo (S;); € una trasformazione biunivoca di un processo di Markov, infatti

2
o
Y; = log(S;) = log(So) + oWy + (1 — ?)t
e un ¢ un processo ad incrementi indipendenti ed omogenei, con

YE) = log(SO)a

23Di solito si introduce il processo del prezzo S; come la soluzione dell’equazione differenziale stocastica
dXt = Xt(udt + O'th), X() = SO,
che si risolve esplicitamente:

2
X; = Spexp {,ut— C;t+UWt}.

Di nuovo per capire bene il senso dell’equazione differenziale stocastica precedente andrebbe prima chiarito il
significato del’integrale stocastico e del differenziale stocastico.
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e con
o2
Xt = O'Wt + (,LL - 7)2&
un processo di Wiener, non standard, con coefficiente di drift u' = p — ”—2 e coefficiente di

diffusione 0. Tenendo conto di questo fatto si puo affermare 1mmed1atamente che il processo
(Sy)¢ verifica le seguenti proprieta:

- continuita delle traiettorie;
- seu <t, S¢/S, ¢ indipendente da F> = o(S,,v < u);
- se u < t, la legge di (S; — S,)/S, € identica a quella di (S;_, — So)/So.
La prima proprieta e banale. Per verificare le altre due proprieta basta osservare che
2

Si/Su = exp{¥i = Y} = exp{o(Wy = Wo) + (u = )t~ w)},

che F, = F2 = FV v o(Sy) e che (W; —W,) ¢ indipendente da FV e da o(Sp) ed ha la stessa
legge di (Wy_, — Wp) = Wi_,.

Inoltre il processo (S;); risulta esso stesso un processo di Markov regolare: per z; > 0,
1=0,1,---k

FS(),S1, Sk(x()ax17 e 71:14:) - (SO < x078t1 S L1y 7Stk S l'k)
= P(Y, < log(xo), Y3, <log(z1),-- Yy, < log(zr))

log(zo)  plog(x1) log(zx)
/ / / PYo iy iy (Y05 Y1, 5 Yi) dyo dys - - - dy,

T [ ) TT e T
o\Yo 11 27t — 1) Yo AY1 Yk
di conseguenza la densita congiunta di (Sp, St,,--- , Sy, ) si ottiene derivando rispetto a g, 21,
, T} la precedente espressione:
"
DS0,S0y 151, (T05 T1, 0+ + 5 Tp) = Bodr, - O kF50,517...7Sk($0,$1, ceeTk)

11 1

= Dyovi, vy, (108(20), log(z1), - log(a:k))xo i

1 (108;(17;)—log(zi—ﬂ—ﬂl(ti—ti—l))Q

k
pYo (log :BO H 2(t;—t;—1)

Zo \/ t _tz 1

La densita risulta evidentemente nulla se una delle x; non ¢ strettamente positiva.
Da cio risulta evidente che le probabilita di transizione ammettono la seguente densita

plostiay) = — e exp( - (B B STy
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E infine facile vedere che queste densita di probabilita di transizione verificano ’equazione di
Chapman-Kolmogorov in quanto ci si riporta immediatamente attraverso un cambio di variable
al caso delle densita di probabilita di transizione del processo Y;.

La formula di Black-Scholes permette di calcolare in modo esplicito il prezzo di un’opzione
call europea. Si indichi con Cy(z) il prezzo dell’opzione emessa al tempo 0 con la condizione
So = x. Si ponga

1
Zf = exp {—59215 + GWt}

che ¢ una martingala esponenziale con E[Zf] = 1.
Se si prende 6 = “—F per il Teorema di Girsanov (vedere I'Esercizio 6.1) il processo scontato

dei prezzi (St = %’i = e "S,); & una martingala® rispetto alla misura
Q(A) =Q°(A) =E"[laZ7), A€ Fr,

ovvero con dQ = Z{dP. Estendendo la definizione data nel caso a tempo discreto, si ha quindi
che la misura Q e una misura martingala equivalente a P.

24Posto
—~ —-r
Wi = K t+ W,
o
il processo
~ 0'2
Sy =xzexp{(p—1r— ?)t + oWy}

si puo riscrivere anche come
2
~ 0' —
Sy = xexp{—?t + oW}
Rispetto alla misura di probabilita Q il processo W; risulta un processo di Wiener con coefficiente di drift 6,

cioe equivalentemente

W, = (W, —0t)+ 0t = B, + 0t
con B, un processo di Wiener standard rispetto a Q = Q7. Di conseguenza

i w, =" L0t + B,
g ag

w, = £

Prendendo quindi
g P _T—p

g g

)

si ottiene che Wt = B, & un processo di Wiener standard rispetto a Q = QY.
A questo punto si osserva che, proprio per questo motivo,

S, = zexp{f?t + oW}

e rispetto alla misura Q una martingala esponenziale ovvero
~ ~ 0’2 —_—
Sy =aZ] = xexp{—gt + oW,}, (6.8)

si tratta di applicare il risultato dell’Esercizio 6.1 con Q al posto di P, Wt al posto di W; ed infine o al posto
di 6.
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Inoltre si ha che, per ogni t, la legge di S; = e”gt rispetto a @ la stessa® di xexp{(r —

02 /2)t + o\/tZ}, dove Z & una variabile aleatoria gaussiana standard N (0, 1).

Quindi
Co(l') = G_TT]EQ [(ST - K)+]

_ e—rT]E@ |:(I.e(r—(’22)T+J\/TZ _ K) +:| )

La speranza matematica a destra vale

1 Foo o? JT + 2
efrT / (me(r77)T+U Tz K) 7 /2dZ.
V2T ) oo

L’integrando si annulla per z < (, dove

e quindi

0,2
Co(z) ‘ (Ie(T_T)TJ“‘”/TZ - K) e /2.

Se si indica con ® la funzione di ripartizione della legge N (0, 1),

T (" I
q)(l') = \/_2—71_/ e ? /2dZ = \/_2_77/ e ” /2d27

allora
Co(z) = . /+OO e 2=V g Ke ™ (—()
o V2 J¢

+o0
_ 7 —22/2 —rT
= — e dz — Ke "7 ®(—(
. (-0
= zd (—C + aﬁ) — Ke "o ().
In conclusione si ottiene la formula di Black-Scholes

Colw) = 2@ (—¢ + oVT) = Ke " T®(=().

Per ulteriori approfondimenti consultare ([?]) e ([?]).

Mediante la formula di Black-Scholes, possiamo ricavare il prezzo equo di un’opzione call
europea. Tuttavia, grazie alla formula di parita (??) del Teorema ?7?, si ricava immediatamente

anche il prezzo equo di una put europea P, dato da

P=Cy— 5+ Ke ™",

2L uguaglianza in legge si vede dall’espressione del prezzo scontato (6.8), e tenendo conto del fatto che la

legge della variabile aleatoria W; rispetto a Q ¢ N(0,1) e che anche la legge di VtZ ha legge N(0,t), se Z ha
legge N(0,1). E importante sottolineare che ovviamente cid vale solo come variabili aleatorie e non vale come

processi.
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La formula di Black-Scholes ha il pregio di essere semplice e di dipendere da tre parametri: r, u
e 0. L'unico parametro difficile da stimare & la volatilita o2. Questo parametro gioca un ruolo
importante nelle applicazioni. Per questo motivo, negli ultimi anni, ¢ stato molto studiato, in
statistica, a partire dall’osservazione di una traiettoria, il coefficiente di diffusione.
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6.8 Appendice: variabili Gaussiane

Cominciamo con il definire una variabile aleatoria gaussiana standard unidimensionale:

Definizione 6.11. Si dice che una variabile aleatoria reale Z e gaussiana di valore atteso

e varianza 02, se ammette densitd

fz(z) = \/LQ—WGXP{—% (x;MY}

In questo caso si usa la notazione Z ~ N(pu,0?). Se up =0 e 0 = 1 allora si dice che Z
seque una legge normale o gaussiana standard.

Caso n—dimensionale: iniziamo con il caso di un vettore (colonna) aleatorio

Y;
Y,

Y5
Y,

a componenti indipendenti e tutte gaussiane standard, ovvero il caso in cui

1 1= 5 1 { 1, }
= ———€X —= S P = exXpq —= .
Wamy P 2N T e P VY

dove 'apice indica l'operazione di trasposizione, ovvero y’ € il vettore riga (y1, vz, , Yn)-
E immediato verificare che E(Y;) = 0, Var(Y;) =1 e che Cov(Y;,Y;) =0, per i # j.

Sia ora A una matrice non singolare e sia m un vettore (colonna) Definiamo ora Z = AY +m
e cerchiamo la sua densita. Sappiamo dai risultati generali che se Y ammette densita e
Z = p(Y) con ¢ invertibile e con derivate continue, allora anche Z ammette densita:

(35

f2(2) = frlg () o

det ( E’S’ )

di conseguenza, poiché nel nostro caso ¢(y) = Ay +me ¢~ (z) = A7} (z — m)

fz(2) = ﬁ exp {—1 (A_l(z — m))IA_l(z —m)

Essendo

(A e = m)) A7 (o = m) = (2 — m) (A7 Y A7z — m)
=(z—m) (A TA Tz —m) = (z —m) (AA) (2 —m)
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si ottiene

1 1 1 , Ny m
fz(2) = (27)"/2 |det(A)| exXp {_§(Z —m) (AA") " (2 )} .

La precedente espressione si basa sulle seguenti proprieta:

i | @)=y

in quanto
Az=wez=(A) " w

e inoltre
Az=we (YA =we /A=uw o/ =uw'A"

&= (w’A‘l)/ &= (A_l)/w.

() | (44)" =) a

in quanto

A z=w e z=Adves A= Ave (A) A =w.

E interessante notare che sia il vettore m che la matrice AA’ = A’A hanno una
interpretazione probabilistica:

E ak'L i +mz E akz +mz—mi

Cov(Z;, Z;) = Bl(Z; — my)(Z; Zazkykzajhyh > Y ik EYY

k=1 h=1
e quindi
Cov(Z;, Z;) Zal ek BV Y]+ Zal ka; B[V Y] = Zaz ke = (AA),
k=1 h#k

Infine sia Z una variabile aleatoria N'(0, 1), si ottiene che E[Z?*] = (2k —1)!! = (2k —1)(2k —
3)-++5-3+ L mentre E[Z%+1] = 0 ¢ infine B[ 7] +1] = | /2(2K)11 = | [2(2k)(2h —2) 42 =

\/22’%!. Le prime due uguaglianze dipendono dal fatto che

Ele :’éi
h=0

? |
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e d’altra parte, essendo ovviamente, per ragioni di simmetria, E[Z2**+1] = 0,

1

0 (2h)| uZhE[ZZh]

WE

u = 1
Ele"”] =E[) | u"2"] =
k=0 "

>
I

si deve necessariamente avere che 1 coefficienti delle due serie devono coincidere:

1 1

i wE[ZQh],

ovvero

(2h)! _ 2h(2h —1)(2h—2)(2h —3)---3-2-1 _ (2W)I(2h —1)!! _ 2. (2h — 1)

on _ )
E[Z™] = 7l h(h—1)---3-2-1 h!




Capitolo 7

Proprieta del moto browniano

Abbiamo visto che il moto browniano € un particolare processo gaussiano a incrementi
indipendenti e omogenei con media nulla e varianza t. Abbiamo anche visto che per la
proprieta delle v.a. gaussiane per cui non correlazione ed indipendenza sono equivalenti, un
modo alternativo di definire ¢ attraverso la funzione di correlazione Cov(Wy, W) = t A s.
Inoltre sappiamo che W; ¢ una martingala rispetto alla filtrazione naturale F}V.

7.1 Trasformazioni del moto browniano

1) Per ogni s > 0, Wt = Wy — Wy € un moto Browniano ed ¢ una martingala rispetto alla
filtrazione G, := F,.

2) Per ogni ¢ € R, W, ) = cWe; € un moto Browniano ed & una martingala rispetto alla

filtrazione G\ := FX (in particolare per ¢ = —1 si ha che —WW; & ancora un moto Browniano
rispetto a F}V).

3) Il processo definito da /Wt = tWyy, pert >0, e Zy := 0, ¢ ancora un moto Browniano,
rispetto alla sua filtrazione naturale.

4) Per ogni tempo d’arresto limitato 7 il processo Wt(T) = W, — W, e ancora un moto
Browniano rispetto alla filtrazione F}¥,.

Questa proprieta non e immediata, ed € una proprieta che, nei processi di Markov viene
detta Proprieta di Markov Forte.

7.2 Proprieta di Markov forte per il processo di Wiener

Sia 7 un tempo d’arresto finito con probabilita 1. Allora il processo Y; := W, — W, € un
processo di Wiener standard ed ¢ indipendente da F,. (qui si suppone di prendere una versione
continua dei W;)

128
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Quindi per ogni funzionale ®, che sia RI%“>)-misurabile delle traiettorie

E[®(Ws,s > 1) | F] = E[@(W,,s > 1) | W, =E[®(w + Yy, u > 0)] |p=w, -

In questo senso ¢ una generalizzazione della proprieta di Markov, che invece di valere solo
per tempi deterministici ¢ vale anche per tempi d’arresto 7.

Pilt precisamente la proprietd di Markov (rispetto ad una filtrazione F; 2 F;X) per un
generico processo X; e la seguente:

P(X s € A|F) =P(Xeys € A| Xy) per ogni s,t > 0.
(nel caso dei processi di Markov regolari
P(Xys € A| Xy) =p(t,t+s,2,A) |o—x,,
dove p(u, v, x,-) sono le probabilita di transizione)
La proprieta di Markov forte (che non e sempre verificata per un generico processo di Markov)

¢ invece

P(X,is € A|F) =P(X,4s € A| X;)  per ogni tempo d’arresto finito 7 ed s > 0.

Si noti che e necessario che 7 sia finito affinché abbia senso X, ed e necessario che X, sia
una variabile aleatoria, e che sia F,.-misurabile.

Questa proprieta di misurabilita € sempre verificata per processi X; cadlag, in realta potrebbe
bastare un poco meno e precisamente la progressiva misurabilita)

Dimostrazione. (della proprieta di Markov forte per il processo di Wiener standard)

La tesi equivale a richiedere che per ogni Rk > 1,0 < t; < --- < t, Ay, -+, A; boreliani di
R, e per ogni C' € F,

P(Y;, € Ay, --- )Y, € A, C) =P(Wy, € Ay, -+ W, € Ap)P(C)

I CASO: 7 assume al piu un’infinita di valori {s;}x>1.

]P(Y;h eAl)"' 7Y;fk eAk,O):ZP(iftl EAI:"' 7}/tk EAkHCaT:Sh) -
h=1

= ZP(Wt1+Sh - Wsh € A17 e 7Wtk+5h - Wsh € AkHC?T = Sh) =
h=1
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(CNn{r=su} €F,, poiché C € F. e W; ha incrementi indipendenti)

€ Ak)]P)(CaT = Sh) =

Sh

= Z]P)(th+sh - WS}L € A17 T 7Wtk+8h - W,
h=1
(W ha incrementi omogenei)

=Y P(W, € Ay,--+ W, € AYP(C,7 = s5,) = P(W,, € Ay, | W,, € A)P(C)
h=1

IT CASO: 7 generico.

Per individuare la distribuzione congiunta in realta basta verificare che per ogni £ > 1,
per ogni funzione continua e limitata ®(yy,--- ,yx) e per ogni C' € F;

E[(I)(Ylélv T 7}/;49)[0] = E[(D<Wt17 T 7Wtk)]P(C>

in quanto le funzioni continue determinano univocamente la legge di una variabile
aleatoria. Per il Caso I, presa {7,,} una successione di tempi d’arresto, con 7, > 7 e

T — T

E[q)(Wt1+Tm - WTm? o 7Wtk+7'm - WTm)IC] = E[@(th, e 7Wtk)]]P(C)

Essendo le traiettorie di W; continue (ma basterebbe che fossero continue a destra),
possiamo affermare che (W,,, ~—W, )— (W, . —W;) =Y, e quindi

(I)<Wt1+7'm - WTm7 e 7Wtk+7'm - WTm) - (b(}/;p e 7)/;5}@)

Essendo @ limitata si puo passare al limite sotto il segno di media.

Osservazione 7.1. E evidente che questa dimostrazione (e quindi la proprieta di Markov forte)
rimane valida se al posto del moto browniano si mette un qualsiasi processo ad incrementi
indipendenti ed omogenei, con traiettorie cadlag.

7.3 Principio di riflessione

Sotto questo nome vanno diverse proprieta ma la pit nota e la seguente, per a > 0,

2 o x? \/5 o 9
P(r, <t)=2P(W; > a) \/ﬁ/A exp{ 57 tdx - /A/\E exp{—y~/2}dy

dove 7, = inf{t > 0 t.c. W; > a}, cioe il primo tempo di uscita da (—o0,a), che & un tempo
d’arresto se come al solito prendiamo la versione continua di W;.



versione 15-12-2003 131

Per a < 0 si definisce 7, = inf{t > 0 t.c. W; <a}.

Notando che 7, = inf{t > 0 t.c. —W; > —a} e che —W; ¢ ancora un moto browniano si
ottiene che per ogni a € R

2 o x? 2 [
P(r, <t) =2P(W; > |a|) = — exp——d:z::\/i/ exp{—y?/2}dy.
(ra < t) =W 2 lal) = o [ e(-gdde=7 [ enl(-y2/2)

e quindi la sua densita e

oy t3/2 exp{—a®/2t}.

Gro () =

e il suo valore atteso ¢ infinito:

/ * /1 la]
E[7,] / t3/2 exp{—a2/2t} dt = /0 5 318 exp{—a®/2t} dt =

RN 2 * 1 al 2
/0 Yy exp{—a®/2t} dt > o 112 exp{—a~/2t} dt

/ \/>t1/2 exp{—a®/2} dt =

Inoltre questa proprieta permette di calcolare la distribuzione del massimo di un moto
browniano (per a > 0):

P(sup(Ws) = a) = P(7, < 1) = 2P(W; = a)

s<t
Dimostrazione intuitiva
PW;>a)=PW, >a |7, <t)P(r, <t)+ PW, >a |71, > t)P(1, > 1) =
1
=PW,>a|71, <t)P(r, <t) = §P(Ta <t)

in quanto ovviamente

P(Wt2a|ra>t):0eP(Wtzayragt)zp(wtgahagt):i

Nell'ultima uguaglianza ¢ implicito I'uso del fatto che I'informazione contenuta nell’evento

{7a < t} & riassumibile nel fatto che {W., = a} e che W, s — W, & ancora un moto browniano.
In realta formalmente ¢’ qualche problema in quanto pur essendo {7, <t} € F,, e quindi

PW,>a|m<t)=PW, >W, |7 <t)=P(W,— W, >0|71,<t)=
:]P)(thfnl 20|Ta§t>IP(Y;,m ZO)

essendoci di mezzo 7, non ¢ chiarissimo, anche se intuitivo che P(Y;_,, > 0) = %
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Dimostrazione formale:

Faremo vedere che le trasformate di Laplace rispetto a ¢, di P(W; > a) e di 3P(7, < 1)
sono uguali, utilizzando il fatto che W, = a, per la continuita delle traiettorie di W, e che
W..s — W, ¢ indipendente da F,, e quindi da 7: qualunque sia a > 0,

oo
/ e *"P(W; > a)dt = (& necessario usare la congiunta misurabilita
0

in (t,w) di Wi, per scambiare gli integrali)

_E| / e Ly ooy (W)dlt] =
0

(Wy < apert<t,)
— | / € Ly 4oy (Wi)dt] = E] / e e T [ oy (Wy — W, )dt] =

(W, — W,

a

=Y,_,, e cambio di variabile)

= E[e“’”“/ e "I, 400)(Ys)ds] =
0

({Y;,t > 0} e 7, sono indipendenti)

= E[e"]E] / ™ I1g,400)(Ya)ds] = B[] / e~ P(Y, > 0)ds] =
0 0

1
= —E[e ™.

2a0
In modo analogo

[e.e] o0 [e.e] 1
/ e “P(r, < t)dt = E[/ e i <pydt] = E[/ e dt] = —E[e™"™].
0 0 - Ta @

In alcuni testi viene dato come principio di riflessione la seguente proprieta (la cui
dimostrazione ¢ simile alla dimostrazione della proprieta di Markov forte):

Principio di riflessione: seconda formulazione
Per ogni tempo d’arresto 7 finito, il processo “riflesso*

}/t:Wt pert§7—7
Yi— Y, = —(W, = W;) pert > 7,

¢ ancora un moto browniano.
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7.4 Tempi di uscita da una striscia

Anche nel caso del moto Browniano si possono ottenere delle applicazioni simili a quelle della
rovina del giocatore. Pill in generale si puo considerare il processo di Wiener con coefficiente
di drift p e coefficiente di diffusione o, cioe

Xi = oWy + ut,
e il tempo 7 di prima uscita da una striscia

T=17(—a,b):=inf{t >0: X; ¢ (—a,b)},a,b >0,

e cercare di calcolare la probabilita p = p(z,a,b) = P.(X, = —a), e la trasformata di
Laplace E,[exp{—aTt}], per z € (—a,b).

Sappiamo che, essendo W; = (X; — ut)/o, il processo
Zy = exp{0(X, — ut) /o — 0*t/2}
e una martingala con
E.[Z] = exp{?:v}.
Anche Z;,,, € una martingala che inoltre converge a Z,.. La convergenza ¢ limitata:

Op 62
Zine < eXp{|9| max(a,b)/a}’ se — + E >0
o

e quindi anche

E.fexp{ X} exp{ 5 (22 + 0)7)] = exp{ L),

Scegliendo ¢ in modo che 22 + 60 = 0, ovvero f=—2%, la precedente uguaglianza diviene

E.fexp{ 2X,}] = BLIX, = —alexp{—a} + B,[X, =l exp{ b} = exp{ ),

da cui subito, tenendo conto del valore di 6,

pexp{25a} + (1 - p) exp{-2550} = exp{-2551},
o o o
e quindi
_exp{—2Lux} — exp{—-250}
- exp{2La{—exp{—2L4b} °

Per ogni a > 0, si pongano ora 61 e 6, i due valori per cui o := %(25 + 0), cioe le due
soluzioni di 6% + 2260 — 2a = 0, ovvero

or - = H 4 (H>2+20z.

a’’a
o
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Come prima si ottiene che

Ew[eXP{%XT} exp{—aTt}] = eXp{%l’h Ex[exp{%aXT} exp{—at}] = exp{%ax},

Considerando che per § = 67,0

0 0 0
E;lexp{ X} exp{—ar}] = exp{——a}B.[lix o) exp{—ar}]+exp{ ~b}E[I1x, = exp{—aT}]
si ottiene immediatamente il seguente sistema lineare nelle incognite
Yoo = Ex[I{XT:_a} exp{—ar}|

vy = Eu[lix_—pexp{—ar}]

+ + +
exp{—22a}y_, + exp{Zb}yy exp{%z}

exp{—%;a}y_a—i-exp{%;b}yb = exp{%;x}

di cui si ricava la soluzione, ovvero

exp{vd &} exp{vg b} —exp{vd b} exp{vg =}

Y=a exp{—va a} exp{vg b} —exp{rd b} exp{—vg a}
= exp{—vd a} exp{rg 2} —exp{vd x} exp{—vg a}
exp{—vd a} exp{rg b} —exp{rd b} exp{—vga}’
avendo posto
0 1 [N\2 o
+ o
- W (—) 122
“ o o? o? o?

Basta poi considerare la somma
Eqlexp{—at}] = y-o+um =

exp{vx}exp{r b} — exp{vb} exp{v,x} + exp{—via}exp{v,z} — exp{viaz} exp{—v,a}
exp{—vfa}exp{r b} — exp{rfb} exp{—r a} '

Esercizio 7.1. Nel caso x = 0, it > 0 mandare a ad infinito in modo da ottenere la trasformata
di Laplace di T := 17(—00,b)

Soluzione:
Si noti che, essendo a, i > 0, si ha vt > 0 e v, < 0. Di conseguenza exp{—v, a} — oo, mentre
exp{—via} — 0, e dalla precedente espressione per Eo[exp{—a7(—a,b)}] si ricava, per a — oo

Eolexp{—ar(—a,b)}] — Eglexp{—at(—o0,b)}] = o = exp [(% - (%)2 + 2&) b] )
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Esercizio 7.2. Si consideri il caso del moto browniano o Wiener standard, cioé con u=0 e
o=1,econx=0eda=Hb.

Soluzione:

o —a aV — exp{v, a} —exp{via} + exp{—vita} — exp{—v,a}
Eolexp (=a,a)}] exp{—vfa}exp{r;a} —exp{via}exp{—v;a}

e quindi, poiché in questo caso v, = —vF = —v/2aq,

exp{—vIaa} — exp{vaa)} + exp{—vaa} — exp{vFaa}
exp{—v/2aa} exp{—v2aa} — exp{v/2aa} exp{v/2aa)
. exp{v3aa} — exp{—aa)
exp{2v2aa} — exp{—2v2aa}
5 sinh(v2aa) 5 sinh(v/2aa)

sinh(2v2aa) ~ 2sinh(v2aa) cosh(v2aa)
1

cosh(v2aa)

Eolexp{—ar(—a,a)}]
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