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La seguente Lezione 14 riguarda principalmente la legge dei grandi numeri ed il teorema
centrale del limite. Include anche la generalizzazione del concetto di indipendenza completa per
successioni di variabili aleatorie, ed il calcolo della somma di due variabili aleatorie indipendenti
con distribuzione di Poisson.
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1 Variabili aleatorie in casi più generali:
indipendenza, Legge dei Grandi Numeri e Teorema Centrale del
Limite.

1.1 Famiglie di variabili aleatorie indipendenti

Molte delle definizioni e delle proprietà delle variabili aleatorie in spazi finiti valgono anche per le
variabili aleatorie generali. Ad esempio si ha ancora che il valore atteso della somma di variabili
aleatorie è la somma dei valori attesi e la regola per il calcolo della varianza della somma rimane
identica.

In questo paragrafo ci chiediamo come si deve definire l’indipendenza per due variabili aleatorie
X ed Y , nel caso generale, e daremo anche un’ulteriore definizione di indipendenza completa (o
globale) per più di due variabili aleatorie.

Tra le varie caratterizzazioni di indipendenza, sicuramente non possiamo generalizzare1 quella
per cui P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y), in quanto, ad esempio, per le variabili aleatorie
con funzione di distribuzione continua, la precedente relazione sarebbe solo una banalità: infatti
si ridurrebbe alla relazione2 0 = 0. Possiamo invece generalizzare quella data in Proposizione 1
della Lezione 8, nel seguente modo.

Definizione 1.1 (indipendenza di due variabili aleatorie). Due variabili aleatorie X ed Y si
dicono indipendenti se e solo se comunque scelti due intervalli I e J , limitati o illimitati,

P (X ∈ I, Y ∈ J) = P (X ∈ I) · P (Y ∈ J).

Come nel caso discreto, anche nel caso generale vale il risultato che l’indipendenza di due
variabili aleatorie implica3 la non correlazione, mentre non è vero il viceversa.

Strettamente collegata alla precedente definizione, c’è la seguente

Definizione 1.2 (indipendenza a due a due di n variabili aleatorie). Siano X1, X2, ...,
Xn n variabili aleatorie definite tutte sullo stesso spazio di probabilità (Ω,F , P ). Esse si dicono
indipendenti a due a due se comunque scelti i 6= j, con i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, le due variabili
aleatorie Xi ed Xj sono indipendenti, ovvero comunque scelti i 6= j, e comunque scelti I e J ,
intervalli (limitati o illimitati) di R, si ha:

P (Xi ∈ I, Xj ∈ J) = P (Xi ∈ I) · P (Xj ∈ J).

Una condizione più forte dell’indipendenza a due a due è l’indipendenza globale
Un caso particolarmente interessante è quello in cui le variabili aleatorie Xi, per i = 1, . . . , n,

sono completamente (o globalmente) indipendenti tra loro, ovvero

Definizione 1.3 (indipendenza di n variabili aleatorie). Siano X1, X2, ..., Xn n variabili
aleatorie definite tutte sullo stesso spazio di probabilità (Ω,F , P ). Esse si dicono4 completamente
(o globalmente) indipendenti tra loro se comunque scelti J1, J2, ..., Jn, intervalli (limitati o
illimitati) di R, si ha:

P (X1 ∈ J1, X2 ∈ J2, . . . , Xn ∈ Jn) = P (X1 ∈ J1) · P (X2 ∈ J2) · . . . · P (Xn ∈ Jn)
1Tuttavia nel caso delle variabili aleatorie discrete questa caratterizzazione rimane valida, infatti le dimostrazioni

della equivalenza delle caratterizzazioni rimangono sostanzialmente invariate, pur di sostituire a somme finite somme
infinite, per cui ad esempio due variabili aleatorie X ed Y con X(Ω) = {x1, x2, . . .} ed Y (Ω) = {y1, y2, . . .} sono
indipendenti se e solo se P (X = xh, Y = yk) = P (X = xk)P (Y = yh) per ogni h e k.

2Se P (X = x) = 0 per ogni x ∈ R, allora anche P (X = x, Y = y) = 0, in quanto {X = x, Y = y} ⊆ {X = x}.
3Ovviamente è necessario che le variabili aleatorie ammettano valore atteso finito.
4A volte il termine completamente può essere trascurato, e si può parlare semplicemente di variabili aleatorie

indipendenti tra loro.
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La precedente definizione implica l’indipendenza a due a due.
Proposizione 1 Se le n variabili aleatorie X1, X2, ..., Xn sono completamente (o globalmente)

indipendenti fra loro, allora lo sono anche a due a due.
Dimostrazione Per semplicità di notazione mostriamo solamente che X1 ed X2 sono

indipendenti, ma la dimostrazione è essenzialmente la stessa nel caso generale di Xi ed Xj .
Il punto essenziale da osservare è che R è un intervallo, e che gli eventi del tipo {Xk ∈ R}

coincidono con l’evento certo, di conseguenza

{X1 ∈ J1, X2 ∈ J2} = {X1 ∈ J1, X2 ∈ J2, X3 ∈ R, . . . , Xn ∈ R}

e quindi

P (X1 ∈ J1, X2 ∈ J2) = P (X1 ∈ J1, X2 ∈ J2, X3 ∈ R . . . , Xn ∈ R)
= P (X1 ∈ J1) · P (X2 ∈ J2) · P (X3 ∈ R) · . . . · P (Xn ∈ R)
= P (X1 ∈ J1) · P (X2 ∈ J2).

Osservazione 1 Come già detto, quanto visto per le variabili aleatorie discrete vale anche
per le variabili aleatorie in generale: in particolare se le variabili aleatorie sono indipendenti a
due a due, allora la varianza della somma è la somma delle varianze. Alla luce della precedente
Proposizione 1 , lo stesso vale nel caso in cui le variabili aleatorie sono completamente (o
globalmente) indipendenti tra loro.

Definizione 1.4 (indipendenza di una successione di variabili aleatorie). Sia {Xi; n =
1, 2, . . .} una successione di variabili aleatorie, tutte definite sullo stesso spazio di probabilità
(Ω,F , P ). Si dice che sono una successione di variabili aleatorie indipendenti se comunque
scelto un numero finito di esse, queste risultano completamente indipendenti tra loro.

1.2 Legge dei Grandi Numeri

Il risultato più importante di questa Lezione è noto come la Legge debole dei grandi numeri .
Tale risultato è enunciato alla fine di questo paragrafo (Proposizione 2 ) e riguarda le successioni
di variabili aleatorie indipendenti a due a due.

Prima di arrivare ad enunciare e dimostrare la legge debole dei grandi numeri, riprendiamo
quanto visto utilizzando la diseguaglianza di Chebyshev nella Proposizione 9 della Lezione 10,
ma allargando un poco la prospettiva.

Prima di tutto va detto che la diseguaglianza di Chebyshev continua a valere anche nel caso di
variabili aleatorie generali, con l’unica accortezza che nel caso generale bisogna ipotizzare che
esistano finiti valore atteso e varianza5 della variabile aleatoria X. Per cui, indicando
come al solito µ = E(X) e σ2 = V ar(X) si ha

P ({|X − µ| > ε}) ≤ σ2

ε2
.

Anche la Proposizione 9 continua a valere, pur di assumere che esistano finiti valore
atteso E(Xi) e varianza V ar(Xi), che come al solito poniamo uguali rispettivamente a µ e σ2.

5Sappiamo che possono esistere variabili aleatorie per le quali valore atteso e/o varianza non esistono, o valgono
infinito. Questo problema non si pone nel caso finito in quanto in quel caso il calcolo del valore atteso e della varianza
si riduce ad una somma finita e non presenta quindi nessun tipo di problema.
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Proposizione 9(versione generale) Se X1, X2, ..., Xn sono variabili aleatorie indipendenti
a due a due, e con la stessa distribuzione, e se esistano finiti valore atteso E(Xi) = µ e varianza
V ar(Xi) = σ2 allora

P ({|Yn − µ| > ε}) ≤ 1
n

σ2

ε2
,

dove Yn è la media aritmetica Yn = 1
n(X1 + X2 + . . . + Xn).

1.2.1 Approfondimenti sull’utilizzo della disuguaglianza di Chebyshev

Se X1, X2, ..., Xn sono variabili aleatorie indipendenti a due a due, e con la stessa distribuzione,
nell’Osservazione 6 della Lezione 10 abbiamo visto come trovare il numero n di prove per cui
la probabilità dell’evento “il valore atteso µ e la media aritmetica Yn = 1

n(X1 + X2 + . . . + Xn)
differiscono meno di una quantità prefissata ε” sia almeno 1 − δ, e nell’Esempio 10.6 ciò è stato
applicato al caso di variabili binarie.

In questi casi sappiamo che se

n ≥ σ2

δ ε2
(1)

allora

P ({|Yn − µ| > ε}) ≤ 1
n

σ2

ε2
≤ δ ⇔ P ({−ε ≤ Yn − µ ≤ ε})≥ 1− 1

n

σ2

ε2
≥ 1− δ.

Nel caso particolare in cui le variabili Xi siano variabili binarie, con P (Xi = 1) = θ e
P (Xi = 0) = 1− θ, allora µ = θ, σ2 = θ(1− θ) e basta prendere

n ≥ θ(1− θ)
δ ε2

per ottenere che la probabilità del’evento “la frequenza relativa dei successi6 Yn differisce dalla
probabilità di successo θ meno di ε” sia maggiore di 1− δ.

Ovvero

n ≥ θ(1− θ)
δ ε2

⇒ P ({−ε ≤ Yn − θ ≤ ε}) ≥ 1− δ. (2)

Nelle applicazioni si usa la frequenza relativa per “stimare” la probabilità θ: ovvero possiamo
considerare il caso in cui possiamo osservare gli esiti di diversi esperimenti di uno stesso fenomeno, gli
esperimenti sono condotti nelle stesse condizioni, per cui la probabilità di successo dell’esperimento è
la stessa in tutte le prove, e infine si assume che le prove siano stocasticamente indipendenti
tra loro, tuttavia non si assume che sia noto esattamente il valore della probabilità di
successo θ.

In questo contesto la misura di probabilità dipende dal parametro θ ed è quindi più
opportuno indicarla con Pθ, invece che con P .

6Successo all’i-esima prova significa Xi = 1.
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Riprendendo quanto detto nell’Osservazione 6 della Lezione 10 in questo contesto possiamo
riscrivere

Pθ({θ − ε ≤ Yn ≤ θ + ε}) ≥ 1− 1
n

θ(1− θ)
ε2

,

ma anche
Pθ({Yn − ε ≤ θ ≤ Yn + ε}) ≥ 1− 1

n

θ(1− θ)
ε2

.

Questa secondo modo di scrivere è più interessante, in quanto, in questo contesto, mentre possiamo
osservare Yn, invece non conosciamo affatto θ. L’idea è che vorremmo poter “valutare” la probabilità
θ con Yn, con un errore al più di ε. Ovviamente in nessun caso, facendo degli esperimenti, avremo
la garanzia che la frequenza relativa Yn e la probabilità di successo θ differiscano meno di ε, tuttavia
la disuguaglianza di Chebyshev ci permette di affermare che ciò accade con probabilità elevata, e
permette anche di trovare delle limitazioni inferiori a tale probabilità.

A prima vista però sorge una difficoltà: sembra che per adoperare la disuguaglianza di
Chebyshev sia necessario conoscere θ. Ma a questo problema si può ovviare osservando che la
funzione h(x) = x(1− x) vale al massimo7 1

4 e quindi si ha

Pθ({|Yn − θ| > ε}) ≤ 1
n

θ(1− θ)
ε2

≤ 1
4 ε2 n

,

m

Pθ({Yn − ε ≤ θ ≤ Yn + ε}) ≥ 1− 1
n

θ(1− θ)
ε2

≥ 1− 1
4 ε2 n

.

Ciò permette di affermare che, qualunque sia la probabilità di successo θ, la probabilità
che θ e la frequenza relativa Yn differiscano meno di ε vale almeno 1− 1

4 ε2 n
.

Più interessante ancora, dal punto di vista operativo, è tuttavia il fatto che siamo in grado di
rispondere alla domanda :
Quante prove si devono effettuare, ovvero quanto si deve prendere grande n, affinché,
con probabilità almeno 1−δ, la frequenza relativa differisca dalla probabilità di successo
meno di ε?

La risposta alla precedente domanda è molto semplice: è sufficiente prendere8

n ≥ 1
4 δ ε2

, (4)

in altre parole
7La funzione h(x) = x(1− x) ha il suo punto di massimo in x = 1

2
come si vede subito, e quindi h(x) ≤ h( 1

2
) = 1

4
.

8Si deve prendere

n ≥ n(ε, δ) (3)

dove

n(ε, δ) :=

�
1

4 ε2 δ

�
,

cioè la parte intera superiore di 1
4 ε2 δ

. Si ricordi che la parte intera superiore di un numero reale a è l’intero k tale
che k − 1 < a ≤ k, ed è indicata appunto con dae.
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n ≥ 1
4 δ ε2

⇒ P ({−ε ≤ Yn − θ ≤ ε}) ≥ 1− δ. (5)

Infatti in tale caso (4) è equivalente a δ ≥ 1
4 ε2 n

e quindi, qualunque sia θ

Pθ(|Yn − θ| > ε}) ≤ 1
n

θ(1− θ)
ε2

≤ 1
4 ε2 n

≤ δ,

m

Pθ({Yn − ε ≤ θ ≤ Yn + ε}) ≥ 1− 1
n

θ(1− θ)
ε2

≥ 1− 1
4 ε2 n

≥ 1− δ.

Esempio 1.1. Sia Yn la frequenza relativa dei successi in uno schema di Bernoulli di parametro θ.
Si determini un n in modo che, qualunque sia il valore di θ, l’errore assoluto tra Yn e θ sia
minore di 0.1, con probabilita’ almeno 0.99.

Soluzione. Siamo nel caso precedente con ε = 0.1 = 1
10 e con 1 − δ = 0.99, ovvero δ = 1

100 .
Quindi se

n ≥ 1

4 · ( 1
10

)2 · 1
100

=
10000

4
= 2500,

allora
P (−ε ≤ Yn − θ ≤ ε) ≥ 0.99

E quindi, qualunque sia il valore di θ, è sufficiente prendere n = 2500.

Esempio 1.2. Calcolare il minimo valore di n per il quale, in uno schema di Bernoulli di con
probabilità θ, in base alla disuguaglianza di Chebyshev, si possa scrivere

P

({∣∣∣∣
Sn

n
− θ

∣∣∣∣ >
1
30

})
≤ 1

10
,

qualunque sia il valore di θ.

Soluzione Si può procedere considerando che

P

({∣∣∣∣
Sn

n
− θ

∣∣∣∣ >
1
30

})
≤ θ(1− θ)

n
(

1
30

)2 ≤
1

4n
(

1
30

)2 =
900
4n

≤ 1
10

,

m
900
4 1

10

=
9000

4
= 2250 ≤ n,

oppure direttamente utilizzando la formula (5)

n ≥ 1
4 ε2 δ

=
1

4
(

1
30

)2 1
10

=
900
4 1

10

=
9000

4
= 2250.

Osservazione 2. Si suggerisce di confrontare il risultato con quello dell’Esempio 10.6 in cui



versione 3-06-2004 143

invece il valore di θ era calcolabile, e quindi si era ottenuto, sempre utilizzando la disuguaglianza
di Chebyshev9, che bastava prendere n = 2223.

Osservazione 3 Si faccia attenzione al fatto che queste limitazioni inferiori sono date in
base alla disuguaglianza di Chebyshev. I valori ottenuti per n sono sicuramente validi, ma sono
eccessivamente grandi ed in genere piu’ elevati del necessario. In realtà bastano valori di n più
piccoli (daremo un’idea del motivo per cui i valori trovati sono eccessivi nella Lezione sul Teorema
centrale del limite).

Osservazione 4 (Errore relativo) Va anche sottolineato che finora abbiamo valutato solo
l’errore assoluto, tra Yn e θ, mentre avrebbe più interesse l’errore relativo, ovvero

∣∣Yn−θ
θ

∣∣: infatti se
θ fosse dell’ordine di un centesimo, stimare θ con un errore assoluto dell’ordine di un decimo non
sarebbe molto ragionevole10. In questo caso la maggiorazione della disuguaglianza di Chebyshev
permette di affermare che, per ogni θ

Pθ

(∣∣∣∣
Yn − θ

θ

∣∣∣∣ > ε}
)

= Pθ (|Yn − θ| > εθ}) ≤ 1
n

θ(1− θ)
(θε)2

=
1− θ

θ

1
n ε2

≤ δ,

per cui

n ≥ 1− θ

θ

1
δ ε2

⇒ Pθ

(∣∣∣∣
Yn − θ

θ

∣∣∣∣ > ε}
)
≤ δ

Purtroppo, se θ non è noto, questa limitazione inferiore non è molto utile in quanto la funzione
h1(x) = 1−x

x = 1
x − 1 converge ad infinito per x → 0+, ed è quindi impossibile11 trovare un valore

di n che sia valido qualunque sia θ.

1.2.2 Formulazione della Legge dei Grandi Numeri

Nel formulare la domanda con la richiesta di scegliere n, c’è un punto che abbiamo volutamente
trascurato fin qui. La possibilita’ di scegliere n presuppone di avere a disposizione un numero di
eventi, (o di variabili aleatorie) completamente indipendenti potenzialmente grande a piacere12.

Dal punto di vista matematico è più comodo poter affermare direttamente di avere a disposizione
una successione di eventi completamente indipendenti e tutti con la stessa probabilità θ, o una
successione di variabili aleatorie completamente indipendenti. Ciò presuppone uno spazio di
probabilità Ω infinito, e quindi solo dopo aver introdotto gli spazi di probabilità generali e la
nozione di successioni di variabili aleatorie, riformuliamo la Proposizione 9 della Lezione 10 per
successioni di variabili aleatorie. Tale formulazione è nota con il nome di Legge Debole dei Grandi
Numeri.

9In realtà nell’Esempio citato si è utilizzata la (2).
10Se nel misurare la distanza fra due città si commette un errore dell’ordine di un metro, ci possiamo dichiarare

completamente soddisfatti, mentre certamente non lo saremmo se l’errore dell’ordine di un metro riguardasse la
misura di un tavolo da mettere in cucina!!!

11Diverso è il caso in cui, pur non conoscendo esattamente θ si sappia che θ ≥ θ0 con θ0 > 0: allora basterà prendere
n ≥ 1−θ0

θ0

1
δ ε2 .

12Si potrebbe ovviare al problema supponendo di avere una successione di spazi di probabilità (Ωn,P(Ωn), P (n))

e su ciascuno spazio n eventi E
(n)
1 , E

(n)
2 ,..., E

(n)
n che formano uno schema di Bernoulli con probabilità θ(n) = θ per

ogni n.
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Proposizione 2 (Legge Debole dei Grandi Numeri) Sia {Xi, i ≥ 1} una successione di
v.a. indipendenti a due a due ed identicamente distribuite13, per le quali esistano finiti valore atteso
e varianza. Posto E(Xi) = µ e V ar(Xi) = σ2, Sn =

∑n
i=1 Xi e Yn = Sn

n , si ha, qualunque sia ε > 0

lim
n→∞P

(∣∣∣∣
Sn

n
− µ

∣∣∣∣ > ε

)
= lim

n→∞P (|Yn − µ| > ε) = 0

Dimostrazione. Basta osservare che

0 ≤ P (|Yn − µ| > ε) ≤ 1
n

σ2

ε2
,

mandare n all’infinito ed usare il Teorema del confronto per le successioni numeriche:

0 ≤ lim
n→∞P (|Yn − µ| > ε) ≤ lim

n→∞
1
n

σ2

ε2
= 0.

Osservazione 5 Dalla Proposizione 1 appare immediato che se {Xi, i ≥ 1} è una successione
di variabili aleatorie completamente indipendenti, allora la Legge Debole dei Grandi Numeri
continua a valere. Sotto questa ulteriore ipotesi vale anche il cos̀ı detto Teorema centrale del limite
che è oggetto del prossimo paragrafo. Nel prossimo paragrafo vedremo anche alcune relazioni tra
questi due importantissimi risultati.

1.3 Teorema centrale del limite

Come abbiamo detto la disuguaglianza di Chebyshev permette di trovare delle limitazioni inferiori
alle probabilità del tipo

P

(∣∣∣∣
Sn

n
− µ

∣∣∣∣ ≤ ε

)

che a loro volta permettono di dedurre la legge dei grandi numeri. Tuttavia se si conoscesse la
funzione di distribuzione FSn(x) della variabile aleatoria Sn, tale probabilità si potrebbe calcolare
esattamente come

P

(∣∣∣∣
Sn

n
− µ

∣∣∣∣ ≤ ε

)
= P (n(µ− ε) ≤ Sn ≤ n(µ + ε)) = FSn (n(µ− ε))− FSn

(− (n(µ− ε))−
)

= FSn (n(µ− ε))− FSn (−n(µ− ε)) + P
({Sn = −n(µ− ε)})

Appare quindi chiaro che calcolare la distribuzione della somma di variabili aleatorie Sn =
X1 +X2 + . . .+Xn sia un problema interessante è, oltre che di per sé, anche per le connessioni con
la legge dei grandi numeri e delle relazioni tra media aritmetica e valore atteso.

1.3.1 Esempi di calcolo della somma di variabili aleatorie indipendenti

Sappiamo calcolare esattamente la distribuzione della somma di variabili aleatorie in alcuni casi
specifici. Ad esempio quando le Xi sono le indicatrici di eventi Ei che formano uno schema di
Bernoulli di parametro θ, sappiamo che la distribuzione della somma è la distribuzione binomiale
b(n; θ).

13Poiché le variabili aleatorie Xn hanno tutte la stessa distribuzione, si ha che se esistono finiti valore atteso e
varianza di X1, allora esistono finiti valore atteso e varianza di Xi e coincidono con quelli di X1.
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Esempio 1.3. Ancora sappiamo che se due variabili aleatorie X1 ed X2 sono indipendenti e hanno
distribuzione binomiale di parametri ni e θ (attenzione n1 può essere diverso da n2, ma θ è lo
stesso per i = 1, 2), allora la somma X1 + X2 ha distribuzione binomiale di parametri n1 + n2

e θ (confrontare lo svolgimento dell’Esercizio 8.4). Questo risultato si estende anche al caso di n
variabili aleatorie completamente (o globalmente) indipendenti tra loro: in particolare se le variabili
aleatorie Xi hanno tutte la stessa distribuzione bin(m; θ) allora Sn ha distribuzione bin(n ·m; θ).

Esempio 1.4. Siano X1 ed X2 variabili aleatorie di Poisson di parametro λ1(> 0) e λ2(> 0)
rispettivamente, ovvero

P (Xi = k) =
λk

i

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

Si assuma che le variabili siano indipendenti, ovvero che

P (X1 = h,X2 = k) = P (X1 = h)P (X2 = k), per ogni h, k ∈ {0, 1 . . .}

Si vede facilmente che la variabile aleatoria X1 + X2 ha distribuzione di Poisson di parametro
λ1 + λ2, ovvero che

P (X1 + X2 = m) =
(λ1 + λ2)

m

m!
e−(λ1+λ2), m = 0, 1, 2, . . . (6)

Infatti, per m = 0, 1, . . . l’evento

{X1 + X2 = m} =
∞⋃

k=0

{X1 = k, X2 = m− k} =
m⋃

k=0

{X1 = k, X2 = m− k},

in quanto {X2 = m− k} = ∅ per k = m + 1, m + 2, . . .. Per cui

P (X1 + X2 = m) =
m∑

k=0

P (X1 = k, X2 = m− k) =
m∑

k=0

P (X1 = k)P (X2 = m− k)

=
m∑

k=0

λk
1

k!
e−λ1

λ
(m−k)
2

(m− k)!
e−λ2

=
1
m!

m∑

k=0

m!
1
k!

1
(m− k)!

λk
1 λ

(m−k)
2 e−(λ1+λ2)

dalla formula della potenza del binomio si ottiene la tesi, in quanto

1
m!

m∑

k=0

(
m

k

)
λk

1 λ
(m−k)
2 =

(λ1 + λ2)
m

m!
, m = 0, 1, 2, . . .

da cui si ottiene immediatamente la (6)
Anche questo risultato si estende anche al caso di n variabili aleatorie completamente (o

globalmente) indipendenti tra loro: in particolare se le variabili aleatorie Xi hanno tutte la stessa
distribuzione Poiss(λ) allora Sn ha distribuzione Poiss(n · λ).
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1.3.2 Approssimazione della distribuzione della somma di variabili aleatorie
indipendenti

Più complesso risulta il calcolo della funzione di distribuzione della somma per altre variabili
aleatorie14, tuttavia si può innanzi tutto osservare come calcolare la funzione di distribuzione di Sn

sia equivalente a calcolare la distribuzione di una sua trasformata affine15 ovvero:
se an e bn sono numeri reali, con bn > 0, allora16

{Sn ≤ x} =
{

Sn − an

bn
≤ x− an

bn

}

Una scelta naturale per an e per bn è quella che trasforma Sn in una variabile aleatoria standard,
ovvero quella di prendere an = E(Sn) e bn =

√
V ar(Sn).

In questo modo infatti, per la disuguaglianza di Chebyshev, sappiamo che, qualunque siano n
ed α > 0

P (−α ≤ Sn − E(Sn)√
V ar(Sn)

≤ α) ≥ 1− 1
α

.

Alla luce della seguente Proposizione 4, nota come Teorema Centrale del Limite (o anche
Teorema del Limite Centrale), si può dimostrare il seguente risultato.

Proposizione 3 (approssimazione normale) Se le variabili aleatorie Xi, per i =, 1, 2 . . . , n
sono (globalmente o completamente) indipendenti, hanno la stessa distribuzione, ammettono valore
atteso finito µ, varianza finita σ2 e non nulla, allora E(Sn) = nµ, V ar(Sn) = nσ2 > 0, e

FSn(x) = P (Sn ≤ x) = P

(
Sn − nµ√

nσ2
≤ x− nµ√

nσ2

)
' Φ

(
x− nµ√

nσ2

)
, (7)

dove Φ(x) è la funzione di distribuzione di una variabile aleatoria gaussiana standard N(0, 1).

La dimostrazione della precedente affermazione si basa sul seguente risultato basilare e che
svolge un ruolo “centrale” nel Calcolo delle Probabilità.

Proposizione 4 (Teorema Centrale del Limite) Sia {Xi, i ≥ 1} una successione di v.a.
indipendenti ed identicamente distribuite, per le quali esistano finiti valore atteso e varianza. Posto
E(Xi) = µ e V ar(Xi) = σ2, si assuma che σ2 > 0. Allora indicando con S∗n variabile aleatoria
standardizzata di Sn, si ha

S∗n =
Sn − E(Sn)√

V ar(Sn)
=

Sn − nµ√
nσ2

, (8)

14Questo argomento viene svolto nel caso generale nei successivi corsi di Calcolo delle Probabilità, e richiede nozioni
di Analisi, come ad esempio gli integrali di funzioni di più variabili.

15Più in generale, data la funzione di distribuzione di una variabile aleatoria X, è sempre possibile ottenere la
distribuzione della variabile aleatoria Y = α + β X, il caso successivo è un caso particolare di questo, con X = Sn,
α = − e β = 1

bn
.

A questo proposito si veda l’appendice Trasformazioni affini di variabili aleatorie.
16Infatti

ω ∈ {Sn ≤ x} ⇔ Sn(ω) ≤ x ⇔ Sn(ω)− an

bn
≤ x− an

bn
⇔ ω ∈

�
Sn − an

bn
≤ x− an

bn

�
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e, indicando con FS∗n(x) la funzione di distribuzione di S∗n, si ha

lim
n→∞FS∗n(x) = lim

n→∞P (S∗n ≤ x) = Φ(x), (9)

dove Φ è la funzione di distribuzione di una variabile aleatoria Gaussiana standard: in altre parole

lim
n→∞P

(
Sn − nµ√

nσ2
≤ x

)
=

∫ x

−∞

1√
2π

e−
y2

2 dy. (10)

Inoltre il limite è uniforme per x ∈ R, ovvero

lim
n→∞ sup

x∈R

∣∣∣∣P
(

Sn − nµ√
nσ2

≤ x

)
−

∫ x

−∞

1√
2π

e−
y2

2 dy

∣∣∣∣ = 0. (11)

Non diamo la dimostrazione di questo risultato, ma notiamo solo che la (8) si dimostra tenendo
conto che E(Sn) =

∑n
i=1 E(Xi) = nµ e che per la completa indipendenza dalle variabili aleatorie

Xi, si ha17

V ar(Sn) = V ar(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

V ar(Xi) = nσ2.

La precedente relazione sarebbe valida anche nel caso in cui le variabili aleatorie fossero solo
indipendenti a due a due(o addirittura solo non correlate), ma sottolineiamo il fatto che, mentre
la Legge Debole dei Grandi Numeri, vale sotto l’ipotesi di indipendenza a due a due, e non è
necessario supporre σ2 > 0, invece per il Teorema Centrale del Limite, serve la condizione
di completa indipendenza e ovviamente è necessario supporre σ2 > 0, altrimenti non si
potrebbe nemmeno formulare la tesi.

Dimostrazione della Proposizione 3 Fondamentale per dimostrare l’approssimazione (7) della
funzione di distribuzione della somma Sn è il fatto che la convergenza sia uniforme18: infatti, posto
En(x) = FS∗n(x)− Φ(x), e xn = x−nµ√

n σ2
, si ha

FSn(x) = P (Sn ≤ x) = P

(
Sn − nµ√

nσ2
≤ x− nµ√

nσ2

)
= FS∗n (xn) = Φ (xn) + En (xn) ,

per cui
|FSn(x)− Φ(xn) | = |En (xn) | ≤ sup

x∈R
|En(x)|.

17Come già osservato nell’Osservazione 1
18Si osservi che in generale le condizioni che

lim
n→∞

fn(x) = f(x) lim
n→∞

xn = x

non implicano che
lim

n→∞
fn(xn) = f(x).

Basta pensare al seguente controesempio:(
fn(x) = 0 x < 1

n
,

fn(x) = 1 x ≥ 1
n

(
f(x) = 0 x ≤ 0,

f(x) = 1 x > 0

Chiaramente se x ≤ 0 allora fn(x) = 0 e quindi limn→∞ fn(x) = f(x) = 0, analogamente, se x > 0, allora per n > 1
x

si ha fn(x) = 1, e quindi limn→∞ fn(x) = f(x) = 1. Inoltre, posto xn = 1
n
, si ha limn→∞ xn = 0, tuttavia ovviamente

fn(xn) = fn( 1
n
) = 1 che non converge ad f(x) = f(0) = 0.
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Basta solo osservare che (10) garantisce che supx∈R |En(x)| converge a zero19 per n che tende
all’infinito.

1.3.3 Altre conseguenze del Teorema Centrale del Limite e relazioni con la legge dei
grandi numeri

Si osservi che il Teorema Centrale del Limite implica che

lim
n→∞P (a <

Sn − nµ√
nσ2

≤ b) = Φ(b)− Φ(a),

come si vede subito applicando la proprietà che per ogni variabile aleatoria X, con funzione di
distribuzione F (x), si ha P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a).

Il Teorema Centrale del Limite implica anche che

lim
n→∞P

(
a ≤ Sn − nµ√

nσ2
≤ b

)
= Φ(b)− Φ(a),

infatti, come si vede facilmente20,

lim
n→∞P

(
Sn − nµ√

nσ2
= a

)
= 0.

Dopo questa osservazione possiamo tornare indietro alle relazioni tra Legge dei Grandi Numeri
e Teorema Centrale del Limite.

Indicando, come al solito, con Yn la media aritmetica Sn
n , si ha

Yn − µ =
Sn − nµ

n
,

√
n

σ2

Sn − nµ

n
=

Sn − nµ√
nσ2

e quindi

{|Yn − µ| ≤ ε} =
{
−ε ≤ Sn − nµ

n
≤ ε

}
=

{
−

√
n

σ2
ε ≤ Sn − nµ√

nσ2
≤

√
n

σ2
ε

}
.

19Pur essendo assolutamente al di fuori dell’ambito di un corso elementare di probabilità, vale la pena di ricordare
che esistono delle maggiorazioni per supx∈R |En(x)|, nel caso in cui si supponga che il valore atteso E(|X|3) esista e
sia finito. In particolare è stato dimostrato che

sup
x∈R

|En(x)| ≤ C

n

E(|X|3)
σ3

,

con C costante. Il valore di C non è noto esattamente ma è noto che 0.4097 ≤ C ≤ 0.7975, in particolare quindi vale

sup
x∈R

|En(x)| ≤ 1

n

E(|X|3)
σ3

,

I primi a fornire maggiorazioni in questa direzione sono stati Berry ed Eessen all’inizio degli anni 40 dello scorso XX
secolo.

20Si osservi che

P

�
Sn − nµ√

n σ2
= a

�
≤ P

�
a− 1

n
≤ Sn − nµ√

n σ2
≤ a

�
= Φ(a)− Φ(a− 1

n
) −→

n→∞
0
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Di conseguenza

P ({|Yn − µ| ≤ ε}) = P

(
−ε ≤ Sn − nµ

n
≤ ε

)
= P

(
−

√
n

σ2
ε ≤ Sn − nµ√

nσ2
≤

√
n

σ2
ε

)

= Φ
(√

n

σ2
ε

)
− Φ

(
−

√
n

σ2
ε

)
+ En

(√
n

σ2
ε

)
−En

(
−

√
n

σ2
ε

)

' Φ
(√

n

σ2
ε

)
− Φ

(
−

√
n

σ2
ε

)
= 2Φ

(√
n

σ2
ε

)
− 1.

Si ottiene di nuovo la stessa tesi della Proposizione 2, ma sotto l’ipotesi più restrittiva che
le variabili aleatorie siano completamente indipendenti. Infatti mandando n all’infinito nella
precedente relazione si ottiene

lim
n→∞P ({|Yn − µ| ≤ ε})

= lim
n→∞ 2Φ

(√
n

σ2
ε

)
− 1 + En(

(√
n

σ2
ε

)
− En

(
−

√
n

σ2
ε

)
= 2− 1 + 0− 0 = 1.

Esempio 1.5. Sia X1 una variabile aleatoria che può assumere i valori 0, 1
2 , 1, 3

2 e con

pX1(0) = P (X1 = 0) =
1
10

, pX1(
1
2
) = P (X1 =

1
2
) =

1
10

,

pX1(1) = P (X1 = 1) =
4
10

, pX1(
3
2
) = P (X1 =

3
2
) =

4
10

.

Si ponga il valore atteso di X1 uguale a µ e la sua varianza uguale a σ2.
Siano X1, X2, X3, ..., X100 delle variabili aleatorie con la stessa distribuzione di X1 e

completamente (o globalmente) indipendenti tra loro e si ponga Y100 ≡
P100

j=1 Xj

100 . Utilizzando il
Teorema Centrale del Limite, approssimare la probabilità

P

({
µ− 1

10
≤ Y100 ≤ µ +

1
10

})
.

Soluzione Innanzi tutto come si trova facilmente si ha µ = 21
20 e σ2 = 89

400 . Quindi la probabilita’
cercata è approssimata con

P

({
µ− 1

10
≤ Y100 ≤ µ +

1
10

})
' 2Φ

(√
n

σ2
ε

)
− 1 = 2Φ

(√
100
89
400

1
10

)
− 1

= 2Φ

(√
400
89

)
− 1 = 2Φ(

20√
89

)− 1

' 2Φ(2, 1199)− 1 ' 2 · 0.9826− 1 = 1, 9652− 1 = 0.9652

Supponiamo ora di voler rispondere in modo approssimato alla domanda: sia n fissato,
per quale valore di ε = ε(n, δ) posso affermare che

P ({|Yn − µ| ≤ ε}) ' 1− δ?



versione 3-06-2004 150

Il seguente procedimento non è del tutto rigoroso, perché trascura l’errore di approssimazione
En tra FS∗n e Φ. Tuttavia permette di dare una buona valutazione del tipo di comportamento di ε:
(trascurando En) andiamo a mostrare che ε = ε(n, δ) è un infinitesimo dell’ordine di 1√

n
.

Prima di tutto invece di valutare

P ({|Yn − µ| ≤ ε}) ' 1− δ

considerando che, per n sufficientemente grande,

P ({|Yn − µ| ≤ ε}) ' 2Φ
(√

n

σ2
ε

)
− 1

cerchiamo invece

2Φ(
√

n

σ2
ε)− 1 = 1− δ ⇔ Φ

(√
n

σ2
ε

)
=

2− δ

2
= 1− δ

2

Sicuramente esiste un valore x1−δ/2 per cui

Φ
(
x1−δ/2

)
= 1− δ

2
;

Inoltre possiamo trovare un valore approssimato di x1−δ/2 utilizzando le tavole della gaussiana.
A questo punto basta porre

√
n

σ2
ε = x1−δ/2 ⇔ ε = ε(n, δ) = x1−δ/2 ·

√
σ2

n
=

x1−δ/2 · σ√
n

,

per ottenere il risultato desiderato.

Supponiamo ora di voler rispondere in modo approssimato alla domanda: per quali n
posso affermare che

P ({|Yn − µ| ≤ ε}) ≥ 1− δ?

Anche il seguente procedimento non è del tutto rigoroso, perché trascura l’errore di
approssimazione En tra FS∗n e Φ. Tuttavia permette di dare una buona valutazione del tipo di
richiesta vada fatta su n per ottenere la limitazione inferiore richiesta.

Anche in questo problema, invece di cercare una limitazione inferiore esatta

P ({|Yn − µ| ≤ ε}) ≥ 1− δ

sempre considerando che, per n sufficientemente grande,

P ({|Yn − µ| ≤ ε}) ' 2Φ
(√

n

σ2
ε

)
− 1

cerchiamo invece una limitazione inferiore

2Φ(
√

n

σ2
ε)− 1 ≥ 1− δ ⇔ Φ

(√
n

σ2
ε

)
≥ 2− δ

2
= 1− δ

2

Come nel caso precedente possiamo trovare un valore x1−δ/2 per cui

Φ
(
x1−δ/2

)
= 1− δ

2
.
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Si osservi che, essendo Φ una funzione non decrescente 21,

Φ (x) ≥ Φ
(
x1−δ/2

)
= 1− δ

2
, per ogni x ≥ x1−δ/2,

A questo punto basta imporre che

√
n

σ2
ε ≥ x1−δ/2 ⇔ √

n ≥ x1−δ/2

√
σ2

ε
⇔ n ≥ nTCL(ε, δ) :=

x2
1−δ/2 σ2

ε2
(12)

per ottenere il risultato desiderato.

Osservazione 6 Si confrontino tra loro (1) e (12): come si vede (1) e (12) sono molto simili,
la seconda si ottiene sostituendo al posto di 1

δ , il valore x2
1−δ/2.

Quindi a parità di valori di ε e σ2 si ottiene che la limitazione inferiore con la disuguaglianza
di Chebyshev, pur essendo esatta, chiede

n ≥ nCh(ε, δ) =
x2

1−δ/2

δ
nTCL(ε, δ)

Per capire quindi la differenza si osservi che se δ = 0, 01, allora 1
δ = 100, mentre, essendo

x1−δ/2 = x1−0,005 = x0,995 = 2, 576 (come si può trovare dalle tavole) si ha che x2
1−δ/2 = 6, 635776.

In questo caso

nCh(ε, δ) =
1

δ x2
1−δ/2

nTCL(ε, δ) =
16

0, 01 · 6, 63577
nTCL(ε, δ) ' 15, 0698nTCL(ε, δ).

Se invece δ = 0.001, allora 1
δ = 1000, mentre, essendo x1−δ/2 = x1−0,0005 = x0,9995 = 3, 291

(come si può trovare dalle tavole) si ha che x2
1−δ/2 = 10, 830681.

In questo caso

nCh(ε, δ) =
x2

1−δ/2

δ
nTCL(ε, δ) =

1
0, 001 · 10, 830681

nTCL(ε, δ) ' 92, 3302nTCL(ε, δ).

e quindi il valore di nCh(ε, δ) è circa 92 volte più grande di nTCL(ε, δ), che è calcolato con il Teorema
Centrale del Limite.

21In realtà basta trovare sulla tavola della gaussiana standard un valore x1−δ/2 tale che

Φ
�
x1−δ/2

� ≥ 1− δ

2
.

Il ragionamento fatto con x1−δ/2 si può ripetere mettendo x1−δ/2 al posto di x1−δ/2.
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Appendice: Trasformazioni affini di variabili aleatorie

Sia X una variabile aleatoria e siano α e β due numeri reali. Si indichi con Y la seguente
trasformazione affine di X

Y = α + β X.

Il primo problema che ci poniamo in questo paragrafo è il seguente: data FX, la funzione
di distribuzione di X, calcolare FY , la funzione di distribuzione di Y .

Successivamente ci occuperemo del secondo problema : se X è una variabile aleatoria
che ammette densità di probabilità fX, la variabili aleatoria Y ammette densità di
probabilità fY ? e se (come effettivamente è) la risposta è s̀ı, come si calcola fY ?

Considereremo solo il caso in cui β 6= 0, in quanto il caso β = 0 corrisponde al caso banale in
cui Y = α, cioè Y è una variabile aleatoria degenere22.

Soluzione del primo problema. Cominciamo con l’osservare che

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (α + β X ≤ y).

A questo punto dobbiamo distinguere tra i due casi β > 0 o β < 0

caso β > 0 In questo caso23

{α + β X ≤ y} =
{

X ≤ y−α
β

}

e quindi

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (α + β X ≤ y) = P
({

X ≤ y−α
β

})
= FX

(
y−α

β

)
.

caso β < 0 In questo caso24

{α + β X ≤ y} =
{

X ≥ y−α
β

}

e quindi

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (α + β X ≤ y) = P
({

X ≥ y−α
β

})

= 1− P
({

X < y−α
β

})
= 1− FX

((y−α
β

)−)

= 1− FX

(
y−α

β

)
+ P

(
X = y−α

β

)
.

22In questo caso la FY (y) = 0 per y < α, ed FY (y) = 1 per y ≥ α. In questo caso, ovviamente, la variabile aleatoria
Y non ammette densità, qualunque sia la distribuzione di X.

23Infatti
Y (ω) ≤ y ⇔ α + β X(ω) ≤ y ⇔ X(ω) ≤ y−α

β

e quindi

{ω : Y (ω) ≤ y} =
n

ω ∈ Ω : X(ω) ≤ y−α
β

o
24Infatti

Y (ω) ≤ y ⇔ α + β X(ω) ≤ y ⇔ X(ω) ≥ y−α
β

e quindi

{ω : Y (ω) ≤ y} =
n

ω ∈ Ω : X(ω) ≥ y−α
β

o
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Soluzione del secondo problema. Cominciamo con l’osservare che per ipotesi

FX(x) =
∫ x

−∞
fX(t) dt e quindi fX(x) =

d

dx
FX(x).

caso β > 0 In questo caso, come visto in precedenza,

FY (y) = FX

(
y−α

β

)
,

da cui FY (y) è derivabile in ogni y, per il quale accade che FX è derivabile in x = y−α
β . Inoltre

si ha, utilizzando la regola della derivazione della funzione composta25

d

dy
FY (y) =

d

dy
FX

(
y−α

β

)
=

d

dx
FX(x)

∣∣∣∣
x=

y−α
β

d

dy

y − α

β
= fX

(
y−α

β

) 1
β

caso β < 0 In questo caso, essendo FX una funzione continua,

FY (y) = 1− FX

((y−α
β

)−)
= 1− FX

(
y−α

β

)
,

da cui procedendo in modo simile al caso precedente

d

dy
FY (y) =

d

dy

(
1− FX

(
y−α

β

))
= − d

dx
FX(x)

∣∣∣∣
x=

y−α
β

d

dy

y − α

β
= −fX

(
y−α

β

) 1
β

Si osservi che, in questo caso (β < 0) si ottiene il segno negativo, come del resto doveva
essere: infatti cos̀ı si ottiene che26 d

dy FY (y) ≥ 0, come deve essere, in quanto FY è una
funzione crescente in senso lato (o non decrescente).

Si osservi ancora che possiamo esprimere il risultato ottenuto in entrambi i casi nel seguente
modo:

d

dy
FY (y) = fX

(
y−α

β

) 1
|β|

Unificando cos̀ı i due casi.
I conti effettuati mostrano come, se Y ammette densità, allora l’unica funzione candidata ad

essere la funzione di densità di probabilità fY (y) sia fX

(
y−α

β

)
1
|β| .

Non diamo qui la dimostrazione generale che questo è effettivamente il caso e rimandiamo ad
esempio al testo di Baldi per la dimostrazione.

Facciamo solo notare che, in generale, se Z è una variabile aleatoria, con funzione di distribuzione
FZ(x), allora può accadere che FZ ammetta derivata in ogni x, esclusi un numero finito di punti,
ma che la variabile aleatoria non ammetta densità, o in altre parole, che la derivata non possa essere
la funzione di densità di Z. Come esempio si consideri il caso di una variabile aleatoria discreta

25Si ricordi che, se h(·) è derivabile in t, e ϕ(·) derivabile in h(t), allora

d

dt
ϕ (h(t)) =

d

dx
ϕ(x)

����
x=h(t)

d

dt
h(t).

26Si consideri che fX

�
y−α

β

�
≥ 0 e che − 1

β
≥ 0.
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finita, Z (Ω) ≡ {z1 = −1, z2 = 0, z2 = 1}, con P (Z = −1) = P (Z = 0) = P (Z = 1) = 1
3 . Si ha

allora

FZ(x) =





0 per x < −1

1
3 per − 1 ≤ x < 0

2
3 per 0 ≤ x < 1

1 per x ≥ 1

Chiaramente FZ(x) ammette derivata in ogni x /∈ {−1, 0, 1}, e la derivata vale zero in tutti
questi punti. Tuttavia è chiaro che Z non ammette densità e che la derivata trovata non può essere
una densità di probabilità, visto che l’integrale su tutto R, vale 0 e non 1.
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Figura 1: Grafico di FZ(x)

Esempio 1.6. Una trasformazione affine di X con distribuzione Uniforme in (0, 1) è
ancora uniforme.

Innanzi tutto ricordiamo che Z ∼ R(a, b), ovvero che Z ha distribuzione uniforme nell’intervallo
(a, b) significa che la sua funzione di distribuzione FZ(z) vale

FZ(z) =





0 per z < a
z−a
b−a per a ≤ z < b

1 per z ≥ b

o equivalentemente che la sua densità di probabilità fZ(z) vale

fZ(z) =





0 per z < a
1

b−a per a < z < b

0 per z > b

In particolare quindi, per X ∼ R(0, 1), si ha

FX(x) =





0 per x < 0
x per 0 ≤ x < 1
1 per x ≥ 1

e fX(x) =





0 per x < 0
1 per 0 < x < 1
0 per x > 1
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Figura 2: Grafico di FZ(x), per Z uniforme in (a, b)
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Figura 3: Grafico di fZ(x), per Z uniforme in (a, b)

Sia ora
Y = α + β X.

Innanzi tutto notiamo che Y assume valori tra α e α+β, se β > 0, mentre assume i valori tra α+β
e α, se β < 0. Quindi possiamo immediatamente capire che Y (Ω) =

(
min(α, α+β), max(α, α+β)

)
.

Ciò ci fa subito “sospettare” che Y sia appunto uniforme in tale intervallo. Ciò si può dimostrare
immediatamente notando che la sua densità di probabilità fY (y) vale

fY (y) = fX

(
y−α

β

) 1
|β| =





0 per y−α
β < 0

1 · 1
|β| per 0 < y−α

β < 1

0 per y−α
β > 1
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ovvero, distinguendo a seconda del segno di β, e riscrivendo le condizioni su y in modo più esplicito

se β > 0 se β < 0

fY (y) =





0 per y < α
1
|β| per α < y < α + β

0 per y > α + β

fY (y) =





0 per y > α
1
|β| per α + β < y < α

0 per y < α + β

Analogamente si può procedere con la funzione di distribuzione. Consideriamo prima il caso
β > 0,

FY (y) = FX

(
y−α

β

)
=





0 per y−α
β < 0

y−α
β per 0 ≤ y−α

β < 1

1 per y−α
β ≥ 1

e poi il caso β < 0,

FY (y) = 1− FX

((y−α
β

)−)
=





1 per y−α
β < 0

1− y−α
β = α+β−y

β = y−(α+β)
|β| per 0 ≤ y−α

β < 1

0 per y−α
β ≥ 1

Ovvero, riscrivendo le condizioni su y in modo più esplicito,

se β > 0 se β < 0

FY (y) =





0 per y < α
y−α

β per α < y < α + β

1 per y > α + β

FY (y) =





1 per y > α
y−(α+β)

|β| per α + β < y < α

0 per y < α + β

Esempio 1.7. Una trasformazione affine di X con distribuzione gaussiana standard
N(0, 1) è ancora gaussiana: se X ' N(0, 1) ed

Y = µ + σX

allora
Y ∼ N(µ, σ2),

ovvero
fY (y) =

1√
2π σ2

exp{−1
2

(y−µ
σ

)2}, y ∈ R.

Infatti, basta ricordare che

fX(x) =
1√
2π

exp{−1
2 x2}, x ∈ R,

in modo che, dalla formula generale, con α = µ e β = σ ( da cui |β| =
√

σ2) si ha

fY (y) = fX

(y−µ
σ

) 1√
σ2

.

È importante sottolineare il significato dei parametri: ricordando che E(X) = 0 e che V ar(X) =
E(X2) = 1 si ha che il parametro µ rappresenta il valore atteso di Y

E(Y ) = E(µ + σX) = µ + σE(X) = µ + σ · 0 = µ,
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mentre il parametro σ2 rappresenta la varianza di Y

V ar(Y ) = E(Y − µ) = E(σ2X2) = σ2 V ar(X2) = σ2.

Infine può essere utile notare che, per σ > 0, si ha

FY (y) = Φ
(y−µ

σ

)
,

mentre per σ < 0, si ha

FY (y) = 1− Φ
(y−µ

σ

)
= Φ

(−y−µ
σ

)
, (13)

e quindi anche la funzione di distribuzione di una gaussiana di parametri µ e σ2, può essere calcolata
attraverso l’uso delle tavole.

Esempio 1.8. Una trasformazione lineare (cioè con α = 0) di X con distribuzione
esponenziale di parametro λ è ancora esponenziale, purché β > 0, di parametro λ

β .
Innanzitutto notiamo che se Y = βX, con X ∼ Exp(λ) e se β è positivo, allora Y (Ω) = R+.

Allora

FY (y) = FX

(
y
β

)
=





0 per y
β < 0

1− e
−λ· y

β per y
β ≥ 0

o meglio,

FY (y) =





0 per y < 0

1− e
−λ

β y per y ≥ 0

che dimostra l’asserto.
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Tavola della funzione di distribuzione gaussiana standard

Φ(x) =
∫ x

−∞

1√
2π

e−
y2

2 dy

x .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359

.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753

.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141

.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517

.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879

.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224

.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549

.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852

.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133

.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389

1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319

1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767

2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936

2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986

3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990
3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998
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Spiegazione dell’uso della tavola della gaussiana standard:

Per iniziare si noti che gli indici di riga sono i 35 numeri {0.0, 0.1, . . . , 3.3, 3.4} che vanno
da 0 a 3.4 e che differiscono tra loro di un decimo, mentre gli indici di colonna sono i 10 numeri
{0.00, 0.01, . . . , 0.09}, che vanno da 0 a 0.09 e differiscono tra loro di un centesimo. Sommando
un numero di riga, con uno di colonna si può ottenere uno tra i 350 valori di x che vanno da 0
a 3.49, e che differiscono tra loro di un centesimo. Viceversa ognuno di tali valori x, ad esempio
x = 1.43, si può considerare come la somma della parte fino ai decimi più la parte dei centesimi,
nell’esempio x = 1.43 = 1.4 + 0.03, individuando cos̀ı un indice di riga, nell’esempio 1.4, ed uno di
colonna, nell’esempio 0.03. Nella tavola, al posto di riga 1.4 e di colonna 0.03 si trova il valore di
Φ(1.43), ovvero della funzione di distribuzione di una gaussiana standard, calcolata in 1.4 + 0.03, e
approssimato alla quarta cifra decimale.

I valori di Φ(x) per x ≥ 3.50 si possono approssimare con 1. Per quanto riguarda i valori di
Φ(x) per valori negativi si usa la relazione

Φ(−x) = 1− Φ(x) (14)

che deriva immediatamente dal fatto che

Φ(−x) = P (X ≤ −x) = P (−X ≥ x) = P (X ≥ x) = 1− Φ(x)

Alternativamente (14) si può ottenere dal fatto che

Φ(−x) =
∫ −x

−∞

1√
2π

e−
1
2

y2
dy

cambiando variabile z = −y

=
∫ +x

+∞

1√
2π

e−
1
2

(−z)2 (−dz) =
∫ ∞

x

1√
2π

e−
1
2

z2
dz

e d’altra parte

1− Φ(x) = 1−
∫ x

−∞

1√
2π

e−
1
2

y2
dy =

∫ +∞

−∞

1√
2π

e−
1
2

y2
dy −

∫ x

−∞

1√
2π

e−
1
2

y2
dy

=
∫ ∞

x

1√
2π

e−
1
2

y2
dy

Infine tenendo presente la relazione (13) che permette di ottenere la funzione di distribuzione
di una variabile aleatoria con distribuzione N(µ, σ2), previo una trasformazione affine.

Problema inverso: trovare xα tale che Φ(xα) = α

Φ(xα) = α .90 .95 .975 .99 .995 .999 .9995 .99995 .999995
xα 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291 3.891 4.417

La tabella è autoesplicativa, forse vale la pena solo di sottolineare che se x ≥ xα allora Φ(x) ≥ α.
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Studio del grafico della funzione di distribuzione e della densità di
una esponenziale
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Figura 4: Grafico di FX(x), per X esponenziale di parametro λ (caso λ < 1)
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Figura 5: Grafico di fX(x), per X esponenziale di parametro λ (caso λ < 1)

Studio del grafico della densità fX(x) di una variabile aleatoria X, esponenziale di parametro
λ.

Ci limitiamo al caso in cui x > 0, perché per x < 0 fX(x) = 0 e non c’è nulla di interessante da
dire.

limx→0+fX(x) = limx→0+λ e−λ x = λ

limx→+∞fX(x) = limx→+∞λ e−λ x = 0

f ′X(x) = λ e−λ x (−λ) = −λ2

la tangente nell’origine è la retta y − λ = −λ2x che tocca l’asse delle y per x = 0 ed y = λ
mentre tocca l’asse delle x ( cioè y = 0) per x tale che −λ = −λ2x, cioè x = 1

λ
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Figura 6: Grafico di FX(x), per X esponenziale di parametro λ (caso λ > 1)
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Figura 7: Grafico di fX(x), per X esponenziale di parametro λ (caso λ > 1)

Studio del grafico della funzione di distribuzione FX(x) di una variabile aleatoria X con
distribuzione esponenziale di parametro λ

La funzione FX(x) è continua, monotona non decrescente (ovvero crescente in senso lato) in
x = 0 vale zero, il limite per xche tende ad infinito vale 1, e la derivata destra in x = 0 vale

lim
δ→0+

FX(δ)− FX(0)
δ

= lim
δ→0+

1− e−λ δ

δ
= λ

per cui la retta y = λ x è la retta tangente (da destra) in x = 0. Ovviamente tale retta incontra
la retta y = 1 in x = 1

λ .
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Studio del grafico della funzione di distribuzione e della densità di
una gaussiana standard
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Figura 8: Grafico di Φ(x) = FX(x), per X gaussiana standard
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Figura 9: Grafico di ϕ(x) = fX(x), per X gaussiana standard

Studio della funzione ϕ(x) = 1√
2 π

e−
x2

2 :

• ϕ′(x) = 1√
2 π

e−
x2

2

(−2 x
2

)
= −xϕ(x)

• ϕ′′(x) = −ϕ(x) + (−x)ϕ′(x) = −ϕ(x) + (−x)(−x)ϕ(x) = ϕ(x)(x2 − 1) e si conseguenza

– ϕ(x) è convessa per x < −1

– ϕ(x) è concava per −1 < x < 1

– ϕ(x) è convessa per x > 1

Il massimo della funzione si ha per x = 0 e vale ϕ(0) = 1√
2 π

(' 0, 399).
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Le equazioni delle tangenti in un punto x0 sono

y − ϕ(x0) = −x0 ϕ(x0) (x− x0)

ed in particolare per x0 = 1, si ha ϕ(1) = 1√
2 π e

(' 0, 242) e

y − ϕ(1) = −ϕ(1) (x− 1), ovvero y − 1√
2 π e

= − 1√
2π e

(x− 1)

che è l’equazione della tangente nel punto in cui ϕ cambia convessità.
In particolare la retta precedente tocca l’asse delle x in x̃ tale che −ϕ(1) = −ϕ(1) (x̃ − 1),

cioè in x̃ = 2, mentre tocca la retta y = ϕ(0) in x̄ tale che ϕ(0) − ϕ(1) = −ϕ(1) (x̄ − 1), cioè in

x̄ = 2− ϕ(0)
ϕ(1) = 2−

1√
2 π
1√
2 π e

= 2−√e (' 0, 35379)

L’equazione della retta tangente in x = −1 si ricava immediatamente per simmetria.


