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La seguente Lezione 14 riguarda principalmente la legge dei grandi numeri ed il teorema
centrale del limite. Include anche la generalizzazione del concetto di indipendenza completa per
successioni di variabili aleatorie, ed il calcolo della somma di due variabili aleatorie indipendenti
con distribuzione di Poisson.
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1 Variabili aleatorie in casi piu generali:
indipendenza, Legge dei Grandi e Teorema Centrale del Limite.

1.1 Famiglie di variabili aleatorie indipendenti

Molte delle definizioni e delle proprieta delle variabili aleatorie in spazi finiti valgono anche per le
variabili aleatorie generali. Ad esempio si ha ancora che il valore atteso della somma di variabili
aleatorie ¢ la somma dei valori attesi e la regola per il calcolo della varianza della somma rimane
identica.

In questo paragrafo ci chiediamo come si deve definire I'indipendenza per due variabili aleatorie
X ed Y, nel caso generale, e daremo anche un’ulteriore definizione di indipendenza completa (o
globale) per piu di due variabili aleatorie.

Tra le varie caratterizzazioni di indipendenza, sicuramente non possiamo generalizzare! quella
per cui P(X = z,Y =y) = P(X = z)P(Y = y), in quanto, ad esempio, per le variabili aleatorie
con funzione di distribuzione continua, la precedente relazione sarebbe solo una banalita: infatti
si ridurrebbe alla relazione? 0 = 0. Possiamo invece generalizzare quella data in Proposizione 1
della Lezione 8, nel seguente modo.

Definizione 1.1 (indipendenza di due variabili aleatorie). Due variabili aleatorie X ed Y si
dicono indipendenti se e solo se comunque scelti due intervalli I e J, limitati o illimitati,

P(Xel,YeJ)=P(Xel)-P(Y €.

Come nel caso discreto, anche nel caso generale vale il risultato che l'indipendenza di due
variabili aleatorie implica® la non correlazione, mentre non ¢ vero il viceversa.
Strettamente collegata alla precedente definizione, ¢’ la seguente

Definizione 1.2 (indipendenza a due a due di n variabili aleatorie). Siano X1, Xo, ...,
Xy, n variabili aleatorie definite tutte sullo stesso spazio di probabilita (Q, F,P). Esse si dicono
indipendenti a due a due se comunque scelti i # j, con i,j € {1,2,...,n}, le due variabili
aleatorie X; ed X; sono indipendenti, ovvero comunque scelti i # j, e comunque scelti I e J,
intervalli (limitati o illimitati) di R, si ha:

P(Xz el, Xj € J) ZP(XZ' EI) -P(Xj S J)

Una condizione piu forte dell’indipendenza a due a due e I'indipendenza globale
Un caso particolarmente interessante € quello in cui le variabili aleatorie X;, per i = 1,...,n,
sono completamente (o globalmente) indipendenti tra loro, ovvero

Definizione 1.3 (indipendenza di n variabili aleatorie). Siano X1, Xo, ..., X,, n variabili
aleatorie definite tutte sullo stesso spazio di probabilita (Q, F,P). Esse si dicono* completamente
(o globalmente) indipendenti tra loro se comunque scelti Jy, Ja, ..., Jy, intervalli (limitati o
illimitati) di R, si ha:

P(Xl eJl,XQGJQ,...,XHGJn):P(XlGJl)'P(XQGJQ)‘...'P(XnGJn)

ITuttavia nel caso delle variabili aleatorie discrete questa caratterizzazione rimane valida, infatti le dimostrazioni
della equivalenza delle caratterizzazioni rimangono sostanzialmente invariate, pur di sostituire a somme finite somme
infinite, per cui ad esempio due variabili aleatorie X ed Y con X (2) = {x1,22,...} ed Y(Q) = {y1,92,...} sono
indipendenti se e solo se P(X = zp,Y = yi) = P(X = xx)P(Y = y») per ogni h e k.

2Se P(X = z) = 0 per ogni = € R, allora anche P(X = z,Y =y) = 0, in quanto {X = z,Y =y} C {X = z}.

30vviamente & necessario che le variabili aleatorie ammettano valore atteso finito.

4A volte il termine completamente pud essere trascurato, e si pud parlare semplicemente di variabili aleatorie
indipendenti tra loro.
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La precedente definizione implica l'indipendenza a due a due.

Proposizione 1 Se le n variabili aleatorie X1, X, ..., X, sono completamente (o globalmente)
indipendenti fra loro, allora lo sono anche a due a due.

Dimostrazione Per semplicitd di notazione mostriamo solamente che X; ed X5 sono
indipendenti, ma la dimostrazione ¢ essenzialmente la stessa nel caso generale di X; ed Xj.

Il punto essenziale da osservare & che R & un intervallo, e che gli eventi del tipo {X}; € R}
coincidono con ’evento certo, di conseguenza

{Xl e Ji, Xo EJQ}:{Xl € Ji, Xo € Jo, X3 €R, ...,XnER}
e quindi

P(X1 e Ji, Xo € Jg) ZP(Xl eJi, Xoe Jo,XseR..., X, GR)
(Xl GJl)-P(XQ ng)-P(XgeR)-...-P(XneR)
(Xl S Jl) 'P(X2 € Jg).

P
P

Osservazione 1 Come gia detto, quanto visto per le variabili aleatorie discrete vale anche
per le variabili aleatorie in generale: in particolare se le variabili aleatorie sono indipendenti a
due a due, allora la varianza della somma & la somma delle varianze. Alla luce della precedente
Proposizione 1, lo stesso vale nel caso in cui le variabili aleatorie sono completamente (o
globalmente) indipendenti tra loro.

Definizione 1.4 (indipendenza di una successione di variabili aleatorie). Sia {X;; n =
1,2,...} una successione di variabili aleatorie, tulte definite sullo stesso spazio di probabilita
(Q,F, P). Si dice che sono una successione di variabili aleatorie indipendenti se comunque
scelto un numero finito di esse, queste risultano completamente indipendenti tra loro.

1.2 Legge dei Grandi Numeri

Il risultato piti importante di questa Lezione € noto come la Legge debole dei grandi numeri.
Tale risultato ¢ enunciato alla fine di questo paragrafo (Proposizione 2) e riguarda le successioni
di variabili aleatorie indipendenti a due a due.

Prima di arrivare ad enunciare e dimostrare la legge debole dei grandi numeri, riprendiamo
quanto visto utilizzando la diseguaglianza di Chebyshev nella Proposizione 9 della Lezione 10,
ma allargando un poco la prospettiva.

Prima di tutto va detto che la diseguaglianza di Chebyshev continua a valere anche nel caso di
variabili aleatorie generali, con I'unica accortezza che nel caso generale bisogna ipotizzare che
esistano finiti valore atteso e varianza® della variabile aleatoria X. Per cui, indicando
come al solito = E(X) e 02 = Var(X) si ha

0.2

PUIX —pl>eh < %

Anche la Proposizione 9 continua a valere, pur di assumere che esistano finiti valore

atteso E(X;) e varianza Var(X;), che come al solito poniamo uguali rispettivamente a u e 0.

®Sappiamo che possono esistere variabili aleatorie per le quali valore atteso e/o varianza non esistono, o valgono
infinito. Questo problema non si pone nel caso finito in quanto in quel caso il calcolo del valore atteso e della varianza
si riduce ad una somma finita e non presenta quindi nessun tipo di problema.
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Proposizione 9(versione generale) Se X1, X», ..., X,, sono variabili aleatorie indipendenti
a due a due, e con la stessa distribuzione, e se esistano finiti valore atteso E(X;) = u e varianza

Var(X;) = o allora
2

lo

PUY, —pu>e)) <=2,

(¥l > ) < 15

dove Y, ¢ la media aritmetica Y,, = %(Xl +Xo+ ...+ X,).

1.2.1 Approfondimenti sull’utilizzo della disuguaglianza di Chebyshev

Se X1, Xo, ..., X, sono variabili aleatorie indipendenti a due a due, e con la stessa distribuzione,
nell’ Osservazione 6 della Lezione 10 abbiamo visto come trovare il numero n di prove per cui
la probabilita dell’evento “il valore atteso p e la media aritmetica Y, = %(Xl +Xo+...+ X,)
differiscono meno di una quantita prefissata €” sia almeno 1 — §, e nell’Esempio 10.6 cio e stato
applicato al caso di variabili binarie.

In questi casi sappiamo che se

2
n > % (1)
allora
P{|Y, — ul >5})§la—22§6 =3 P({—ngn—ugs})Zl—la—jzl—é.
ne ne
Nel caso particolare in cui le variabili X; siano variabili binarie, con P(X; = 1) = 0 e

P(X;=0)=1-0, allora p =60, 0> = 0(1 — 0) e basta prendere

6(1—0)
nz d &2

per ottenere che la probabilitd del’evento “la frequenza relativa dei success® Y, differisce dalla
probabilita di successo § meno di ” sia maggiore di 1 — 4.
Ovvero

n29((15;20) = P{-<e<Y,—0<e})>1-0. (2)

Nelle applicazioni si usa la frequenza relativa per “stimare” la probabilita 8: ovvero possiamo
considerare il caso in cui possiamo osservare gli esiti di diversi esperimenti di uno stesso fenomeno, gli
esperimenti sono condotti nelle stesse condizioni, per cui la probabilita di successo dell’esperimento e
la stessa in tutte le prove, e infine si assume che le prove siano stocasticamente indipendenti
tra loro, tuttavia non si assume che sia noto esattamente il valore della probabilita di
successo 0.

In questo contesto la misura di probabilita dipende dal parametro 0 ed é quindi pid
opportuno indicarla con Py, invece che con P.

6Successo all’i-esima prova significa X; = 1.
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Riprendendo quanto detto nell’Osservazione 6 della Lezione 10 in questo contesto possiamo

riscrivere 1001 0)
P({0—e<Y, <0 >1- ==
e A e
ma anche Lal—a
%qm—agegxﬁwpzl—n(ggx

Questa secondo modo di scrivere € piu interessante, in quanto, in questo contesto, mentre possiamo
osservare Y;,, invece non conosciamo affatto #. L’idea e che vorremmo poter “valutare” la probabilita
0 con Y,,, con un errore al piu di €. Ovviamente in nessun caso, facendo degli esperimenti, avremo
la garanzia che la frequenza relativa Y, e la probabilita di successo 6 differiscano meno di €, tuttavia
la disuguaglianza di Chebyshev ci permette di affermare che cid accade con probabilita elevata, e
permette anche di trovare delle limitazioni inferiori a tale probabilita.

A prima vista perd sorge una difficolta: sembra che per adoperare la disuguaglianza di

Chebyshev sia necessario conoscere . Ma a questo problema si pud ovviare osservando che la

funzione h(z) = z(1 — x) vale al massimo’ % e quindi si ha

16(1—0) 1
- <= <
Py({[Ya = 0] > ) < - =5 < o
0
16(1-9) 1
—e<0<L >l—-——2>1- .
Py{Ya—e<O<Yu+e) 21— -2og 2 21— o

Cio permette di affermare che, qualunque sia la probabilita di successo 6, la probabilita

che 6 e la frequenza relativa Y, differiscano meno di € vale almeno 1 — 45#%'

Piu interessante ancora, dal punto di vista operativo, € tuttavia il fatto che siamo in grado di
rispondere alla domanda:
Quante prove si devono effettuare, ovvero quanto si deve prendere grande n, affinché,
con probabilita almeno 1—0, la frequenza relativa differisca dalla probabilita di successo
meno di c?

La risposta alla precedente domanda ¢ molto semplice: é sufficiente prendere®

1
e @
in altre parole
;Iéia(fzil:igileenggfe) = z(1 — z) ha il suo punto di massimo in z = é come si vede subito, e quindi h(x) < h(%) = i.
n > n(e, o) (3)

dove

ne.d) = | 255 |

ciot la parte intera superiore di ;_z5. Si ricordi che la parte intera superiore di un numero reale a ¢ I'intero k tale
che k — 1 < a <k, ed ¢ indicata appunto con [a].
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1
> —e < — 0 < >1—o.
n_45€2 = P{-e<Y,—-0<e})>1-90 (5)

Infatti in tale caso (4) ¢ equivalente a ¢ > 48%71 e quindi, qualunque sia 0

16(1—0) 1
_ < = < <
Py(|Yn 9\>5})_n = _4€2n_5,
()
10(1—9) 1
_e<ph< >]—— 2 >1— >1-—o.
Py({Y,—e<0<Y,+e})>1 T >1 452n_1 )

Esempio 1.1. Sia Y, la frequenza relativa dei successi in uno schema di Bernoulli di parametro 6.
Si determini un n in modo che, qualunque sia il valore di 0, l’errore assoluto tra Y, e 0 sia
minore di 0.1, con probabilita’ almeno 0.99.

Soluzione. Siamo nel caso precedente con ¢ = 0.1 = % econ 1—4 =099, ovvero § = 155-

Quindi se
1 10000

2
4() s !

P(—e<Y,—-0<e)>099

n >

= 2500,

allora

E quindi, qualunque sia il valore di @, & sufficiente prendere n = 2500.

Esempio 1.2. Calcolare il minimo valore di n per il quale, in uno schema di Bernoulli di con
probabilita 0, in base alla disuguaglianza di Chebyshev, si possa scrivere

S 1 1
P2 - — )<=
(5w} <m

Soluzione Si puo procedere considerando che

qualunque sia il valore di 0.

Sn 1 0(1 -6 1 900 1
P - 0 > — S 9 S 9 = S 1N
) S G Sy AT
T
ﬂ = —9000 = 2250 < n,
415
oppure direttamente utilizzando la formula (5)
1 1
n2425: 121—2010—90400—2250
c 4(p) © 210

Osservazione 2. Si suggerisce di confrontare il risultato con quello dell’Esempio 10.6 in cui
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invece il valore di # era calcolabile, e quindi si era ottenuto, sempre utilizzando la disuguaglianza
di Chebyshev?, che bastava prendere n = 2223.

Osservazione 3 Si faccia attenzione al fatto che queste limitazioni inferiori sono date in
base alla disuguaglianza di Chebyshev. I valori ottenuti per n sono sicuramente validi, ma sono
eccessivamente grandi ed in genere piu’ elevati del necessario. In realta bastano valori di n piu
piccoli (daremo un’idea del motivo per cui i valori trovati sono eccessivi nella Lezione sul Teorema
centrale del limite).

Osservazione 4 (Errore relativo) Va anche sottolineato che finora abbiamo valutato solo
I’errore assoluto, tra Y, e 6, mentre avrebbe piu interesse ’errore relativo, ovvero ‘Y”Q_e ‘: infatti se
0 fosse dell’ordine di un centesimo, stimare € con un errore assoluto dell’ordine di un decimo non
sarebbe molto ragionevole!?. In questo caso la maggiorazione della disuguaglianza di Chebyshev

permette di affermare che, per ogni

101-6) 1-6 1
d - <
n (fe)? 60 mne? 9

Py (‘Y%_H‘ >€}> =Dy (|Yn — 0] > €0}) <

per cui

101 ([Yat
=Ty e 0 9

Purtroppo, se # non ¢ noto, questa limitazione inferiore non ¢ molto utile in quanto la funzione

hi(z) = =% = 1 — 1 converge ad infinito per z — 07, ed & quindi impossibile!! trovare un valore
T T ’

di n che sia valido qualunque sia 6.

1.2.2 Formulazione della Legge dei Grandi Numeri

Nel formulare la domanda con la richiesta di scegliere n, ¢c’¢ un punto che abbiamo volutamente
trascurato fin qui. La possibilita’ di scegliere n presuppone di avere a disposizione un numero di

eventi, (o di variabili aleatorie) completamente indipendenti potenzialmente grande a piacere'2.

Dal punto di vista matematico & piu comodo poter affermare direttamente di avere a disposizione
una successione di eventi completamente indipendenti e tutti con la stessa probabilita 6, o una
successione di variabili aleatorie completamente indipendenti. Cio presuppone uno spazio di
probabilita 2 infinito, e quindi solo dopo aver introdotto gli spazi di probabilita generali e la
nozione di successioni di variabili aleatorie, riformuliamo la Proposizione 9 della Lezione 10 per
successioni di variabili aleatorie. Tale formulazione ¢ nota con il nome di Legge Debole dei Grandi
Numeri.

In realta nell’Esempio citato si & utilizzata la (2).

10Se nel misurare la distanza fra due citta si commette un errore dell’ordine di un metro, ci possiamo dichiarare
completamente soddisfatti, mentre certamente non lo saremmo se l'errore dell’ordine di un metro riguardasse la
misura di un tavolo da mettere in cucinal!l!

"Djiverso & il caso in cui, pur non conoscendo esattamente 6 si sappia che # > 6y con 6y > 0: allora basterd prendere

1-6p 1
nZ Gty

128i potrebbe ovviare al problema supponendo di avere una successione di spazi di probabilita, (2, P(Q,), P(”))

n)

e su ciascuno spazio n eventi E§"), Eén),...7 E{™ che formano uno schema di Bernoulli con probabilita 87" = 6 per

ogni n.
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Proposizione 2 (Legge Debole dei Grandi Numeri) Sia {X;, i > 1} una successione di
v.a. indipendenti a due a due ed identicamente distribuite'3, per le quali esistano finiti valore atteso

e varianza. Posto E(X;) = pe Var(X;) =02, S, => 1 X, e Y, = %, si ha, qualunque sia € > 0

S
lim P(’n—u‘>6> = lim P(|Y,—pul>¢e)=0
n n—oo

n—o0o

Dimostrazione. Basta osservare che

[\

g

OSP(|YH_M‘>€)S 827

S|

mandare n all’infinito ed usare il Teorema. del confronto per le successioni numeriche:

2

1
0< lim P(|Y, —p| >¢) < lim —0—2
n—oo n—oon &

=0.

Osservazione 5 Dalla Proposizione 1 appare immediato che se {X;, ¢ > 1} ¢ una successione
di variabili aleatorie completamente indipendenti, allora la Legge Debole dei Grandi Numeri
continua a valere. Sotto questa ulteriore ipotesi vale anche il cosi detto Teorema centrale del limite
che & oggetto del prossimo paragrafo. Nel prossimo paragrafo vedremo anche alcune relazioni tra
questi due importantissimi risultati.

1.3 Teorema centrale del limite

Come abbiamo detto la disuguaglianza di Chebyshev permette di trovare delle limitazioni inferiori
alle probabilita del tipo
P ( < s)

che a loro volta permettono di dedurre la legge dei grandi numeri. Tuttavia se si conoscesse la
funzione di distribuzione Fg, (z) della variabile aleatoria S, tale probabilita si potrebbe calcolare

esattamente come
P( % —M‘ < 8) =P(n(p—¢) < S, <n(u+e))=Fs, (n(p—¢)) — Fs, (— (n(p—¢))7)
= Fs, (n(p—¢€)) = Fs, (=n(p —€)) + P({Sn = —n(n — ¢)})

Appare quindi chiaro che calcolare la distribuzione della somma di variabili aleatorie S, =
X1+ Xo+ ...+ X, sia un problema interessante e, oltre che di per sé, anche per le connessioni con
la legge dei grandi numeri e delle relazioni tra media aritmetica e valore atteso.

Sn
T H
n

1.3.1 Esempi di calcolo della somma di variabili aleatorie indipendenti

Sappiamo calcolare esattamente la distribuzione della somma di variabili aleatorie in alcuni casi
specifici. Ad esempio quando le X; sono le indicatrici di eventi F; che formano uno schema di
Bernoulli di parametro 6, sappiamo che la distribuzione della somma ¢ la distribuzione binomiale

b(n;8).

1 . P . o1s . . . . . . e
3Poiché le variabili aleatorie X, hanno tutte la stessa distribuzione, si ha che se esistono finiti valore atteso e
varianza di X7, allora esistono finiti valore atteso e varianza di X; e coincidono con quelli di X;.
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Esempio 1.3. Ancora sappiamo che se due variabili aleatorie X1 ed Xo sono indipendenti e hanno
distribuzione binomiale di parametri n; e 0 (attenzione ni puod essere diverso da n2, ma 6 é lo
stesso per i = 1,2), allora la somma X1 + Xo ha distribuzione binomiale di parametri ny + no
e 8 (confrontare lo svolgimento dell’Esercizio 8.4). Questo risultato si estende anche al caso din
variabili aleatorie completamente (o globalmente) indipendenti tra loro: in particolare se le variabili
aleatorie X; hanno tutte la stessa distribuzione bin(m;0) allora S,, ha distribuzione bin(n - m;0).

Esempio 1.4. Siano X; ed Xy variabili aleatorie di Poisson di parametro Ai(> 0) e Aa(> 0)

rispettivamente, ovvero
k

M
P(X;=k)= k'e -, k=0,1,2,...

Si assuma che le variabili siano indipendenti, ovvero che
P(X1=h,Xo=k)=P(X1 =h)P(X2=k), per ogni h, k€ {0, 1 ...}

Si vede facilmente che la variabile aleatoria X1 + Xo ha distribuzione di Poisson di parametro
A1 + Ao, ovvero che

A1+ Ag)™
P(X1+ Xy =m) = (1;'2) e~ = 0,1,2,. (6)

Infatti, per m = 0,1,... l'evento
o m
{(Xi+Xo=m}=J{X1=k Xo=m—k} = | J{X1 =k Xo=m—k},
k=0 k=0

in quanto {Xo =m —k} =0 perk=m+1,m+2,.... Per cui

P(X1+Xp=m)=>» P(X1=Fk Xo=m—k)=» P(X;=kPXy=m—k)
k=0 k=0
m (m—k)
= Z )‘Llﬁ A2 e
— k! (m —k)!
ii l /\k )\(m k) e~ (A1)
m! — k! —k)!

dalla formula della potenza del binomio si ottiene la tesi, in quanto

1 <& /m Ey (m—k) _ (A1 +X)™ B
sz(k>)\1 T, m—0,1,2,...
=0

da cui si ottiene immediatamente la (6)

Anche questo risultato si estende anche al caso di n variabili aleatorie completamente (o
globalmente) indipendenti tra loro: in particolare se le variabili aleatorie X; hanno tutte la stessa
distribuzione Poiss(\) allora Sy, ha distribuzione Poiss(n - \).
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1.3.2 Approssimazione della distribuzione della somma di variabili aleatorie
indipendenti

Piu complesso risulta il calcolo della funzione di distribuzione della somma per altre variabili
aleatorie'#, tuttavia si puo innanzi tutto osservare come calcolare la funzione di distribuzione di S,
sia equivalente a calcolare la distribuzione di una sua trasformata affine'® ovvero:

se a, € b, sono numeri reali, con b,, > 0, allora'®

Sp—a, _T—ap
< = <
{S, <z} { . }

Una scelta naturale per a,, e per b, € quella che trasforma .5, in una variabile aleatoria standard,
ovvero quella di prendere a,, = E(S,) e b, = \/Var(S,).

In questo modo infatti, per la disuguaglianza di Chebyshev, sappiamo che, qualunque siano n
ed a>0

p(_a<S”;E(S”)§a)Zl_l.

— VVar(Sy) a
Alla luce della seguente Proposizione /4, nota come Teorema Centrale del Limite (o anche
Teorema del Limite Centrale), si puod dimostrare il seguente risultato.

Proposizione 3 (approssimazione normale) Se le variabili aleatorie X;, peri =,1,2...,n
sono (globalmente o completamente) indipendenti, hanno la stessa distribuzione, ammettono valore
atteso finito y, varianza finita 0% e non nulla, allora E(S,,) = nu, Var(S,) =no? >0, e

dove ®(x) ¢ la funzione di distribuzione di una variabile aleatoria gaussiana standard N (0, 1).

La dimostrazione della precedente affermazione si basa sul seguente risultato basilare e che
svolge un ruolo “centrale” nel Calcolo delle Probabilita.

Proposizione 4 (Teorema Centrale del Limite) Sia {X;, ¢ > 1} una successione di v.a.
indipendenti ed identicamente distribuite, per le quali esistano finiti valore atteso e varianza. Posto
E(X;) = u e Var(X;) = o2, si assuma che 02 > 0. Allora indicando con S} variabile aleatoria
standardizzata di Sy, si ha

"/ Var(S,) no?

11 Questo argomento viene svolto nel caso generale nei successivi corsi di Calcolo delle Probabilita, e richiede nozioni
di Analisi, come ad esempio gli integrali di funzioni di piu variabili.

15Pil in generale, data la funzione di distribuzione di una variabile aleatoria X, & sempre possibile ottenere la
distribuzione della variabile aleatoria Y = a 4+ X, il caso successivo ¢ un caso particolare di questo, con X = 5,

1
a=—ef= .
A questo proposito si veda ’appendice Trasformazioni affini di variabili aleatorie.
18Tnfatti

we{Sngm}ﬁsn(w)gxﬁSn(wb)_an §$;an @we{snb_an §I;an}
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e, indicando con Fgx () la funzione di distribuzione di S;;, si ha

lim Fg:(z) = lim P (S, <z)= ®(z), 9)

n—oo n—oo
dove @ e la funzione di distribuzione di una variabile aleatoria Gaussiana standard: in altre parole

n * 1 I
lim P (Sn,u < x) :/ e~ T dy. (10)

n—0o0 no? —o V2T

Inoltre il limite € uniforme per = € R, ovvero

n v 1 _j
P(WSx) —/ e dy‘—O. (11)

no —0o V2T

lim sup
n—00 zeR

Non diamo la dimostrazione di questo risultato, ma notiamo solo che la (8) si dimostra tenendo
conto che E(S,) = Y ;" | E(X;) = nu e che per la completa indipendenza dalle variabili aleatorie
Xi; si ha"

Var(S,) = Var(z X;) = Z Var(X;) = no.
i=1 i=1

La precedente relazione sarebbe valida anche nel caso in cui le variabili aleatorie fossero solo
indipendenti a due a due(o addirittura solo non correlate), ma sottolineiamo il fatto che, mentre
la Legge Debole dei Grandi Numeri, vale sotto l'ipotesi di indipendenza a due a due, e non &
necessario supporre o2 > 0, invece per il Teorema Centrale del Limite, serve la condizione
di completa indipendenza e ovviamente & necessario supporre o> > 0, altrimenti non si
potrebbe nemmeno formulare la tesi.

Dimostrazione della Proposizione 3 Fondamentale per dimostrare 1’approssimazione (7) della
funzione di distribuzione della somma S,, ¢ il fatto che la convergenza sia uniforme'®:

: infatti, posto
En(x) = Fg: (z) — ®(x), e x,, = f/;%, si ha

- o2 2

Fs, (z) = P(Sy <) =P (S”; T ”“) = Fy: (2n) = @ (2) + En () ,

per cui

|Fs, () = @ (2n) | = |En (2n) | < ilelﬂrélEn(w)l-

17Come gia osservato nell’ Osservazione 1
18Si osservi che in generale le condizioni che

lim fo(z) = f(2) lim x, ==

non implicano che

lim_ fo(zn) = f(2).

n—oo

Basta pensare al seguente controesempio:

falz) =0 x <, flz)=0 2<0,
1 z>1 flx)=1 >0

Chiaramente se z < 0 allora f,,(z) =0 e quindi lim,—c fn(z) = f(z) = 0, analogamente, se z > 0, allora per n > i
si ha fn(z) = 1, e quindi lim,, .o fn(z) = f(z) = 1. Inoltre, posto x,, = %, si ha limy,— o z, = 0, tuttavia ovviamente
fn(@n) = fn(£) =1 che non converge ad f(z) = f(0) = 0.
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Basta solo osservare che (10) garantisce che sup,cp |En(z)| converge a zero'® per n che tende
all’infinito.

1.3.3 Altre conseguenze del Teorema Centrale del Limite e relazioni con la legge dei
grandi numeri

Si osservi che il Teorema Centrale del Limite implica che
S
lim P(a < on TR <
n—00 no?
come si vede subito applicando la proprieta che per ogni variabile aleatoria X, con funzione di
distribuzione F(x), si ha P(a < X <b) = F(b) — F(a).
Il Teorema Centrale del Limite implica anche che

n—00 no?

lim P (a < Snzme b) — B(b) — B(a),

infatti, come si vede facilmente®?,

n—oo

lim P(S""“:a>=o.
n

Dopo questa osservazione possiamo tornare indietro alle relazioni tra Legge dei Grandi Numeri
e Teorema Centrale del Limite.

Indicando, come al solito, con Y;, la media aritmetica 2=

n si ha

e quindi

Sn —np n Sn —np n
Y, —pul<el=L-e< 2 T <el=0_ /< <, [—c}.
=2 {5— n —5} { V"= Vi SVt

9Pur essendo assolutamente al di fuori dell’ambito di un corso elementare di probabilitd, vale la pena di ricordare
che esistono delle maggiorazioni per sup, . |Ex ()|, nel caso in cui si supponga che il valore atteso E(|X|*) esista e
sia finito. In particolare ¢ stato dimostrato che

sup |E, (z)| <
z€R

con C costante. Il valore di C' non & noto esattamente ma & noto che 0.4097 < C < 0.7975, in particolare quindi vale

1 E(X?
sup |En(z)| < = w,
z€R n g
I primi a fornire maggiorazioni in questa direzione sono stati Berry ed Eessen all’inizio degli anni 40 dello scorso XX
secolo.
208 osservi che

Sp — np > ( 1 S, —nu > 1
P|l——— =a|<Pla—-—-—<——F<a)=®(a)—P(la— =) — 0
( no? - = Vno? (@) ( n)”_’oo

3
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Di conseguenza

(5 (43 = (E) m(E)
:@< ;s>—¢<— ;ﬁ>:2¢< ;5>—L

Si ottiene di nuovo la stessa tesi della Proposizione 2, ma sotto l'ipotesi piu restrittiva che
le variabili aleatorie siano completamente indipendenti. Infatti mandando n all’infinito nella
precedente relazione si ottiene

lim P({|Y, — ] <)

= lim 20 (/o) 1+ By ([ ) B () =2-14+0-0=1.
ot o2 o2 2

g

Esempio 1.5. Sia X1 una variabile aleatoria che puo assumere i valori 0, %, 1, % e con

1 1 1 1

px(0) = P(X1=0)= =, pxi(5) = P(Xi = ) = o,
4 3 3 4

() =PXi=1) =,  px(5)=PXi=5) =1

Si ponga il valore atteso di X1 uguale a p e la sua varianza uguale a o

Siano X1, Xo, Xs,...,X100 delle variabili aleatorie con la stessa distribuzione di Xi e

100

100
completamente (o globalmente) indipendenti tra loro e si ponga Yigo = 2= X
Teorema Centrale del Limite, approssimare la probabilita

o0 Utilizzando il
1 1
P M—ESYNOSM—FE :

Soluzione Innanzi tutto come si trova facilmente si ha py = % eo? = %. Quindi la probabilita’
cercata e approssimata con

1 1 n 100 1
Plu——<Yio<p+—\)~2o( | 2e)-1=20(, [ — | -1
({“ 10 = 100-‘”10}) ( 02€> ( ﬁ%lO)
400 20
=20 (/o | —1=20("—) -1
( 89) (\/89)

~2P(2,1199) — 1 ~2-0.9826 — 1 = 1,9652 — 1 = 0.9652

Supponiamo ora di voler rispondere tn modo approssimato alla domanda: sia n fissato,
per quale valore di € = (n,d) posso affermare che

P({[Yn —pl <e}) ~1-67
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Il seguente procedimento non & del tutto rigoroso, perché trascura ’errore di approssimazione

E, tra Fs: e ®. Tuttavia permette di dare una buona valutazione del tipo di comportamento di e:

(trascurando E,,) andiamo a mostrare che € = £(n,d) ¢ un infinitesimo dell’ordine di ﬁ

Prima di tutto invece di valutare
P{[Yn —pul<e})~1-46

considerando che, per n sufficientemente grande,

P{|Y, — | < 2}) ~ 20 (ﬁ) 1
2<I>(\/Za)—1:1—5 o <1>< :25>:2;5:1_g

Sicuramente esiste un valore z;_s/, per cui

cerchiamo invece

Inoltre possiamo trovare un valore approssimato di z;_s/, utilizzando le tavole della gaussiana.
A questo punto basta porre

o 6 coend) =z o _Ti-s/2°0
0_2 1—5/2 ’ 1—6/2 . \/ﬁ )

per ottenere il risultato desiderato.

Supponiamo ora di voler rispondere in modo approssimato alla domanda: per quali n
posso affermare che

P{[Yn—pl <e}) >1-47

Anche il seguente procedimento non e del tutto rigoroso, perché trascura lerrore di
approssimazione F, tra Fg: e ®. Tuttavia permette di dare una buona valutazione del tipo di
richiesta vada fatta su n per ottenere la limitazione inferiore richiesta.

Anche in questo problema, invece di cercare una limitazione inferiore esatta

P{[Yn—pl<e})>1-94
sempre considerando che, per n sufficientemente grande,
n
PH|Y, —p| <e}) 220 2€ -1
cerchiamo invece una limitazione inferiore

[/ n /I n 2 — (S

Come nel caso precedente possiamo trovare un valore xy_s/5 per cui

)
P (1'1_5/2) =1- 5
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Si osservi che, essendo ® una funzione non decrescente 2!,

1)
(@) 2P (w1 gp) =1-35,  perogniz=wi s,
A questo punto basta imporre che
n T1_5/9 Vo2 x?_é/Q o2
\/726 > T1-6/2 = \/ﬁ zZ—— & n2z 7’LTCL(€,5) = 672 (12)
o €

per ottenere il risultato desiderato.

Osservazione 6 Si confrontino tra loro (1) e (12): come si vede (1) e (12) sono molto simili,

la seconda si ottiene sostituendo al posto di %, il valore m%f 5/2°

Quindi a parita di valori di € e 02 si ottiene che la limitazione inferiore con la disuguaglianza

di Chebyshev, pur essendo esatta, chiede

x%ﬂi/?
0

n > ncp(e,0) = nrer (e, 9)

Per capire quindi la differenza si osservi che se § = 0,01, allora % = 100, mentre, essendo
Ti_g5/2 = T1-0,005 = T0,995 = 2,576 (come si puo trovare dalle tavole) si ha che ar%_é/Q =6,635776.
In questo caso

1 16
101 (E.0) = G oL (e, ) = 15,0698 nrcy (€, 6).

nCh(a,é) = =
2 52 0,01 - 6,63577

= 1000, mentre, essendo T1_g/2 = T1-0,0005 = £0,9995 = 3,291
si ha che :z%_é/Q = 10, 830681.

SO

Se invece § = 0.001, allora
(come si puo trovare dalle tavole
In questo caso

~—

2
Il_‘wnTCL(e 9) = ! nrer(e,6) = 92,3302 nroL (e, 6)-
’ 0,001 - 10, 830681

nen(e,d) =

e quindi il valore di ngp (€, d) € circa 92 volte piu grande di npor (g, d), che é calcolato con il Teorema
Centrale del Limite.

2n realta’ basta trovare sulla tavola della gaussiana standard un valore Ty _g /2 tale che

0
(I) (jl,(;/g) Z 1 - 5

Il ragionamento fatto con x;_s,2 si puo ripetere mettendo x;_s/2 al posto di x1_s/2.
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Appendice: Trasformazioni affini di variabili aleatorie

DA FINIRE



