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Esercizio 1. Siano V,W spazi vettoriali sullo stesso campo K. Data un’applicazione f : V → W , il
grafico di f è il sottoinsieme Γf di V ⊕W dato da

Γf := {(v, w) ∈ V ⊕W | w = f(v)}.
Dimostrate che f è lineare se e solo se Γf è un sottospazio vettoriale di V ⊕W .

Esercizio 2. Sia R[x]≤2 lo spazio vettoriale reale dei polinomi in x di grado al più 2 a coefficienti reali.
Determinate se esiste o non esiste un’applicazione lineare di R-spazi vettoriali

f : R[x]≤2 −→ R3

tale che
f(x− x2) = (1, 0, 0), f(x+ x2) = (1, 1, 0), f(3x− x2) = (1, 0, 0).

Esercizio 3. L’insieme C dei numeri complessi può essere dotato, con le usuali operazioni di somma e
prodotto, di una struttura di spazio vettoriale sia sul campo C che sul campo R. Sia

C f−→ C
z 7→ z

la coniugazione complessa. Verificate che

(1) f è un’applicazione lineare di spazi vettoriali reali.
(2) f non è un’applicazione lineare di spazi vettoriali complessi.

Esercizio 4. Sia K un campo e α0, . . . , αn ∈ K distinti. Dimostrate che l’applicazione

K[x]≤n −→ Kn+1

p 7→ (p(α0), . . . , p(αn))

è suriettiva. (In altre parole, possiamo assegnare arbitrariamente i valori di un polinomio di grado al più
n su (n+ 1) elementi distinti di K.)

Esercizio 5. Siano U, V,W spazi vettoriali su K.

(1) Siano f : U → V e g : W → V applicazioni lineari. Dimostrate che

U ⊕W ϕ−→ V
(u,w) 7→ f(u) + g(w)

è lineare.
(2) Siano h : V → U e l : V →W applicazioni lineari. Dimostrate che

V
ψ−→ U ⊕W

v 7→ (h(v), l(v))

è lineare.

Esercizio 6. Sia A uno spazio affine reale di dimensione 2 sullo spazio vettoriale V e siano r1, r2 rette
incidenti distinte in A, con punto di intersezione P . Siano Q1, R1 punti di r1 e Q2, R2 punti di r2 distinti

da P , in modo tale che
−→
PR1 = λ1

−−→
PQ1 e

−→
PR2 = λ2

−−→
PQ2 per opportuni λ1, λ2 ∈ R.

Dimostrate che le rette Q1Q2 e R1R2 sono parallele se e solo se λ1 = λ2.


