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EsErcizi - FoGgrLio 7

Esercizio 1 (nerbo di un ricoprimento). Sia X uno spazio topologico paracompatto e sia 4 =
{U;|i € I'} un ricoprimento aperto di X. Per ogni J C [ finito, scriviamo Uy := (¢, U;. Sia K*%il
complesso simpliciale (detto nerbo del ricoprimento i) definitoda Ky :={J C I |U; # D e #J =0+ 1}
per £ > 0.

(a) Usando una partizione dell’'unita adattata a &, dimostrare che esiste una mappa naturale
oY X — |KY|.

(b) Supponiamo X = |L| sia la realizzazione di un complesso simpliciale e 4l sia dato dalle stelle
aperte dei vertici di L. Dimostrare che K = L.

(c¢) Sia ' = {U}|i € I} un raffinamento di i, ossia U/ C U;. Dimostrare che esiste una mappa
K’ — K di complessi simpliciali.

(d) Supponiamo che il sia aciclico, ossia che, per ogni J C I finito, Paperto U sia vuoto oppure si
abbia Hy(Ujy; R) = R e Hy(Uy; R) = 0 per d > 0. Dimostrare che ®* induce un isomorfismo
H.(X;R)— H.(K;R).

(e*) Supponiamo che il sia un buon ricoprimento, ossia che, per ogni J C I finito, 'aperto U sia
vuoto oppure contraibile. Dimostrare che ®* & un’equivalenza omotopica.

Definizione. Dato un complesso simpliciale K ed un vertice v € Ko, il link di v & il sottocomplesso Lk(v)
formato da tuttii o € K tali che

(i) v ¢o;
(ii) esiste un o’ € K che contiene v e o (equivalentemente, o’ & contenuto nella stella chiusa di v).

Definizione. Un complesso simpliciale K si dice equidimensionale di dimensione d se ogni suo simplesso &
faccia di un qualche d-simplesso. Il complesso simpliciale K si dice una pseudo-varieta connessa di dimensione
d se
(i) K & equidimensionale di dimensione d;
(ii) ogni simplesso di dimensione d — 1 & faccia di uno oppure due simplessi di dimensione d;
(iii) se o, 7 sono d-simplessi di K, esiste una successione o = 01,02,...,0m = 7 di d-simplessi tali che o;
e 0;+1 hanno una faccia (d — 1)-dimensionale in comune per ogni i =1,...,m — 1.

Dato K pseudo-varieta connessa di dimensione d, il suo bordo 0K ¢ il sottocomplesso generato dai simplessi
di dimensione d — 1 che appartengono ad un solo simplesso di dimensione d.

Esercizio 2 (pseudo-varieta).
Sia K una pseudo-varieta connessa di dimensione d.

(a) Sia d = 1 e supponiamo K finito. Dimostrare che 0K & vuoto oppure consiste di due 0-
simplessi. Dimostrare che nel primo caso |K| ¢ omeomorfo a S e nel secondo caso |K| &
omeomorfo a [0, 1].

(b) Sia d = 2. Dimostrare che |0K| non & necessariamente una varietd topologica. Dimostrare
che, anche se K = (), la realizzazione | K| non & necessariamente una varieta topologica.

(¢) Dimostrare che il link di un vertice di K & una pseudo-varietd di dimensione d — 1.

(d) Sia K(?=2) il sottocomplesso formato dai simplessi di dimensione al pitt d — 2. Dimostrare
che Y = |K|\ |K(@2?)| & una varieta topologica connessa di dimensione d. Diciamo K ¢ una
pseudo-varieta orientabile se Y lo e.

(e) Supponiamo K finito. Dimostrare che K ha una “classe fondamentale” u?(/Q € Hy(K,0K;Z/2).
Se K e orientabile, dimostrare che esiste una classe fondamentale ux € Hy(K, 0K;Z) per cias-
cuna delle due orientazioni di Y.



(f) Supponiamo K finito. Sia o € Ky e sia o* il sottocomplesso di K’ il cui k-simplessi sono le
catene (6g =0 C 01 C --- C 03). Dimostrare che |0*| & omeomorfo ad un disco chiuso D%~ e
che |o| N |o*| & il baricentro di |o|. Dimostrare che, se o C 7, allora 7* C o*. Dimostrare che
U,k lo¥] € una decomposizione cellulare di |K|, detta duale di K e denotata con K*.

(¢) Supponiamo K finito. Sia Cy_¢(K™*) il modulo libero generato da o* con o € K;. Di-
mostrare che C*(K,0K) — Cq_;(K*) definita da ¢ > vek, P(o)o* induce un isomorfismo
C*(K,0K) — Cy_.(K*) di complessi e dunque D : HY(K,0K) = Hq_,(K*).

(h) Supponiamo K orientato e finito. Dato o = {vg,...,v} € K; e sia ¢* unione di (d — ¢)-
simplessi del tipo 0e = (00 & -+ - C 04—s) cOn o9 =0, 05 = {vo, ..., U, V41, .., Vi4j} € Og—g =
{vo,...,vq} € Ky4. Allora g, ¢ orientato in modo che (v, ...,vq) sia un’orientazione positiva

di 04—¢. Dimostrare che in tal modo o* & un ciclo (relativamente al suo bordo topologico).

(i) Sia o € K,. Verificare che, per ogni 7 € K;, I'insieme 7/ N ¢* & un sottocomplesso di K’ di
dimensione j—¢, non vuotose 7 2 o. Sia [1]-0* := >\, [A] € Cj_¢(K"), dove [A] ¢ orientato
come (0 = Ao € --- € A\j_¢) e Aj_; ha lorientazione di [r]. Dimostrare che ¢ quindi definito
un prodotto di intersezione Hy_¢(K*) @ H;(K,0K) — H;_4(K') tale che D(¢)-c=¢Nec.

Esercizio 3 (push-forward in coomologia di de Rham).
Siano M, B varieta differenziabili orientate di dimensione m+ f e m e sia p : M — B una fibrazione
C°° propria. Sia w una m-forma mai nulla su B.

(a) Dimostrare che ogni fibra Mj, := p~!(b) ha una orientazione naturale.

(b) Sia a una k-forma su M. Definiamo pja come 'unica (k — f)-forma su B tale che

[ mayns- / oy D)

per ogni (m+ f — k)-forma (3 a supporto compatto su B. Dimostrare che p; induce una mappa
Hjj(M) = Hyp! (B).

(¢) Dimostrare che, se M e B sono compatte, allora my = D, Dy, dove Dg e Dy sono le dualita
di Poincaré su B e su M.

Esercizio 4 (coomologia di SO(n,R) e di SU(n)).
(a) Dimostrare che SO(2,R) = St e che SU(2) = S3.

(b) Sia m > 3. Dimostrare che SU(n) agisce su S?"~! e che vi & una naturale fibrazione liscia
p:SU(n) — S?"~! con fibra SU(n — 1).

(c) Decomporre S?"~! in due calotte D, U D_ e chiamare A, := p~}(D;) e A_ = p~}(D_).
Dimostrare che Ay 2 D, xSU(n—1)ea A_ =2 D_ xSU(n—1).
(d) Usare Mayer-Vietoris con gli aperti Ay, A_ el'induzione su n per dimostrare che H*(SU(n); Z) =
Z{1,us3,us, ..., uz,_1), dove ug; 1 ha grado 2+ 1. Dimostrare inoltre che I'inclusione naturale
SU(n—1) < SU(n) induce in coomologia la mappa Z{1, ug, us, . . . , Uon—1) — Z{1,us, us, ..., uspn—1)/(Usn-1) =
Z<17 ug, s, - - -, u2n—3>~

(e) Dimostrare che U(n) = SU(n) x U(1) e dunque H*(SU(n); Z) = Z{1,uy, ug, ..., U2p—1)-

(f) Adattare l'argomento precedente alla fibrazione SO(n,R) — S™"~! con fibra SO(n — 1,R),
usando coefficienti Z/2. Dimostrare quindi che H*(SO(n,R);Z/2) = Z/2(1,v1,v2,...,Un_1),
dove v; ha grado j, e che I'inclusione naturale SO(n — 1, R) < SO(n,R) induce in coomologia
la mappa Z(1,v1,...,vp—1) = Z{1,v1, ..., 0p_1)/{Upn_1) = Z{1, 01, ..., Vp_2).

(g) Dimostrare che O(n,R) 2 SO(n,R)xO(1,R) e dunque H*(O(n,R); Z/2) = Z/2(1, v, v1, V2, ..., Vp_1).



