SPE 2009: DISPENSE ED ESERCIZI

MARCO MANETTI

SOMMARIO. Queste sono dispense per il corso di eccellenza 2009, Sapienza Universita di Roma,
dove il lettore, se lo vorra, potra trovare una dimostrazione della formula di Stirling, della
formula di Baker-Campbell-Hausdorff, alcune proprieta delle serie di potenze, dei numeri di
Stirling, Fibonacci, Bernoulli ed altre interessanti divagazioni matematiche. E fondamentale
svolgere gli esercizi! Rivolto a studenti del secondo anno del corso di laurea in matematica.

1. PARENTESI SUI COEFFICIENTI BINOMIALI
Per n, k interi non negativi, i coefficicnti binomiali < k:) sono definiti tramite I'uguaglianza
n
n __ k
14+z)" = Z (k>o: .
k>0

Osserviamo immediatamente che (Z) =0sek >ne (g) = 1. Se n > 0, allora derivando

rispetto ad x ambo i membri e dividendo per n si ottiene

2 -

k>0 k>0

n—1 k(n
(k—l) _n<k> per k> 0.

Usando questa formula si dimostra immediatamente per induzione su k che

(%) = momr

Scrivendo invece (1 + x)" = (1 + )" ! + z(1 + )" ! si ricava invece la formula

(W)= 6o

Esercizio 1. Se ¢ € una variabile e d &€ un intero non negativo, si definsce il polinomio a coefficienti

razionali
t t 1
(0>:1, (d):d!g(t—z)e(@[t]perd>0.

ed eguagliando i coefficienti

Dimostrare che:
t
(1) 11 polinomio ( d) ha grado d ed ha come radici i numeri interi compresi tra 0 e d — 1.
(2) Valgono le formule
£\t (t—1 t+1 t\ [t
d) d\d—1)’ d d) \d-1)
Esercizio 2. Un polinomio p(t) € Q[t] si dice un polinomio numerico se p(n) € Z per ogni
intero n >> 0. Provare che:
t
(1) I polinomi ( d>’ con d > 0, sono numerici.
(2) Se p(t) & un polinomio numerico, allora p(n) € Z per ogni n € Z (Sugg.: il polinomio
q(t) = p(t + 1) — p(t) & numerico.)
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(3) Ogni polinomio numerico si scrive in modo unico come una combinazione lineare a
coefficienti interi dei polinomi ( 4) con d > 0.

(4) Con la relazione di ordine p > ¢q se e solo se p(n) > g(n) per n >> 0, i polinomi numerici
sono un insieme totalmente ordinato.

2. LA FORMULA DI WALLIS

Notazione. Se a.,, b,, sono due successioni di numeri reali positivi, scriveremo a,, ~ b,, se vale

Teorema 2.1 (John Wallis, 1656). Vale la formula
(Qn) _ (2n)! N 22n
n) w2 Y Vam
Dimostrazione. Per ogni intero n > 0 consideriamo 'integrale definito

/2
I, = / sin”(x)dx .
0

Siha Iy = 7/2, I; = 1, mentre i valori I,,, n > 2, possono essere calcolati ricorsivamente mediante
la formula di integrazione par parti: infatti

/2 /2
I, :/ sin”(x)dx :/ sin(z) sin" ! (z)dx
0 0

9 /2
— [~ cos(z) sin" " (@)] 7 + (n— 1) / cos?(z) sin™(z)dz

/2
=(n-— 1)/O (1 —sin*(x)) sin" 2(z)dx = (n — 1)(I,,_ — I,,)

da cui segue la formula

n—1
(]‘) In == n In—2 .

Essendo chiaramente 0 < I, < I,,_1 per ogni n si ha che

n-1_ L. _ L _,
n In72_ n—1

e quindi il limite della successione I,,11/1I,, ¢ uguale ad 1. Di conseguenza

Loy,
lim 22—
n—oo 2TL
Per la formula (1)
2n I
1277,+1 _ 2n+1 -1 _ Iop—1 (271)2
T o 2n—1  Iopo (2n—1)(2 1
. 2n Ion_2 2n 2< n )( n+ )
e quindi
Ippt1 Iop (2n)? ~ Irs (2n — 2)*(2n)*
In Iy o(n—1)2n+1)  Iy_4(2n—3)(2n —1)2(2n + 1)
L 22.42.6%. .. (2n — 2)%(2n)?

T 113252 (2n—3)(2n—1)2(2n + 1)
I 2%2.42.6%...(2n —2)%(2n)? n
T 13252 (2n—3)2n—1)2n 2n+1"
Passando al limite la relazione
2.4%2.6%...(2n — 2)%(2n)? n 1o Iopy1
1-32.52..-(2n—3)2n—12n 2n+1 I, I,
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si ottiene
) 22.4%2.62.--(2n — 2)2(2n)? . n Iy
lim

nbo 1-32 52 (2n — 3)2(2n— 1)2n nome 2011 Ip
e di conseguenza

us
2

22.42.62...(2n — 2)2(2n)2
2) lim 6% (@n=-270Cn)" _
n—oo 12-32.52...(2n—3)2(2n—1)2 n

. 246+ (2n—2)(2n)
3 1 = .
3) no0e1-3-5--(2n—3)(2n —1) v v
Moltiplicando numeratore e denominatore di (3) per 2-4-6---(2n — 2)(2n) = 2"n! si ottiene

. (2?2 . 22n(n!)?
lim e = = lim ——~2—=1
dm s YT T e

E-3-0)

Osservazione 2.2. In letteratura, spesso la formula di Wallis si enuncia sotto forma di produttoria
infinite:

che equivale a

O

= 1
D(2n+1)  neo1-32-52---(2n— 3)2(2n — 1)2(2n + 1)

T ﬁ 2n 22.42.6%...(2n — 2)%(2n)?
2 L (2n-

Esercizio 3. In questo esercizio proponiamo una dimostrazione dell’eguaglianza
+oo
T
/ e dy = £
0 2
che utilizza la formula di Wallis. Per ogni intero n > 0 indichiamo

+oo 9
G, :/ z"e " dx.
0

(1) Provare che G; =1/2.
(2) Usare l'integrazione per parti per dimostrare che per ogni n > 0 vale

n+1

Gn+2 = 2 Gn
(3) Provare che
k! 2% + 1 (2k)!
Gopt1 = 5 Gaktz = W(T 0-

(4) Provare che per ogni numero reale ¢ ed ogni n > 0 vale
+o0 .
/ (t+ 9:)21:"67“’26& =t2Gp + 2tGpy1 + Gppa >0
0

e dedurre che G2 | < G,,Gnqo.
(5) Usare le diseguaglianze

G35 < Goj—1Gopi1, G3pi1 < GoiGopio
per dedurre che
k—1)k! kD 2k+1
G5 < Gop—1Gopy1 = ¥7 () < G,
4 4 2
El(k —1)! k+1
ng ~ %7 G2k+2 ~ k.
(6) Usare la formula di Wallis per calcolare Gy.
Esercizio 4. (1) Provare che la successione a,, = ( n) soddisfa ’equazione ricorsiva
n
dn +2
Up1 = G, ag=1.

n+1
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(2) Provare che la serie
™= /2n
t) = n
s =3 ()¢
n=0

converge assolutamente nell’intervallo —1/4 <t < 1/4.
(3) Provare che vale (1 —4t)f'(t) = 2f(t), f(0) = 1 e dedurre che

1 1 (2n)tn
Vi—d4t = \n) -’
2k (20— 2K\ _ .
k n—k
k=0

n
n+1/2
C():l7 Cn:H .
Py n+1

(4) Provare che

(5) Sia

Provare che

Cp ~ , = cpt”.
VT Vi—t =

Esercizio 5. Sapendo che

1 = [2n
_— = t"=14+2t+6t>+---
v1—4t nz_o(n>

1—m:§: 1 <2n

dimostrare che

)t”:1+t+2t2+-~-

2t nt 1\ n
1—V1-4t 1
(Suggerimento: derivare le funzioni — S, T (277) L)
n

3. PERMUTAZIONI SENZA PUNTI FISSI

Indichiamo con d,,, n > 0, il numero di permutazioni o di {1,...,n} senza punti fissi, ossia
tali che o(7) # ¢ per ogni i. Vogliamo dimostrare che

lim — =e
n— oo dn
Poniamo per convenzione dy = 1. Una permutazione di {1,...,n} & univocamente determinata

dal sottoinsieme dei suoi punti fissi e da una permutazione senza punti fissi del complementare.
Cio significa che per ogni k con 0 < k < n il numero di permutazioni con k punti fissi ¢ uguale a

Dy (k) = (2) .

Sommando per k = 0,...,n si ottiene quindi
- n
nl = d
Z (n _ k) k
k=0

e dividendo per n!

Consideriamo la funzione
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allora
d 1 “d, 1 1
t __ nn n _ n __ n __
fe =Dt (Do "] = <Z;(n_k)u>t Dot =
n>0 n>0 n>0 \k=0 n>0
da cui
e_t ¢ (_1)k n
n>0 \k=0

e quindi

Esercizio 6. Nelle notazioni precedenti mostrare che

Z D, (k) 2yt = e” oY
n! 1—-z
n,k

Per ogni numero reale > 0 calcolare il limite per n — oo di

en =3 2nlk) i

|
n:
k

Esercizio 7. Trovare una formula per i termini della successione a,, definita dalla relazione
ricorsiva

(n+1)ant1 :3an+%, n >0, ag = 1.
(Sugg.: provare che la funzione generatrice f(t) = Y a,t™ & la soluzione del problema di Cauchy
ff=3f+e,  fO)=1,
e quindi che f(t) = (33! —e')/2.)

4. LA FORMULA DI STIRLING

Per formula di Stirling si intende la relazione

n

n
(4) n! ~V2mn o

e piu in generale qualsiasi approssimazione del fattoriale di un numero intero con funzioni
elementari.

In queste note dimostreremo il seguente teorema, dal quale la formula (4) segue banalmente
ed immediatamente.

Teorema 4.1 (Cesaro, 1922). Per ogni intero positivo n valgono le disuguaglianze

1

n\"n ———s— n\n" 1
2mn (7) e timts < pl < V27n (7> et2n .
e e

Ovviamente per dimostrare la formula di Stirling sono sufficienti stime molto meno fini di
quelle appena enunciate. Per motivi esclusivamente didattici dimostreremo quindi prima le
disuguaglianze

(5) 9n (ﬁ)" < nl <V (g)"e—

e

e poi, con dei conteggi aggiuntivi, dimostreremo il teorema. Introduciamo le seguenti successioni
di numeri reali:

1 1
— log(n!) — ) —dy — — .
dp, = log(n!) (n—i— 2) og(n) + n, cn =dy Tom n>0

Lemma 4.2. Nelle notazioni precedenti, per ognin > 0 si ha

Cp, S Cn+1 § dn+1 S dn
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Dimostrazione. Per ogni n > 0 si ha

1 n+1
Denotando t = (2n+1)"!siha0 <t <1/3e

1 1+1¢ 1

Gli sviluppi di Taylor

2 B3 44
logll+t)=t— —4+ —— —+---
og(1+1) st3 -1
2 B 4
log(l—t)=—t——— — — -
og(1 —1) 5~ 3 1+
sono convergenti per 0 < ¢t < 1 e quindi
]. t3 t5 t2 t4 t6
+ 2t<+3+5+ > 3—‘_5—’—7+
Inoltre
t2 t4 tG
dyp —dpt1=—+—+—=—+---
+1 3+5+7—|—

1
§§(t2+t4+t6+---

e ricordando che t—! = 2n + 1 si ha
1 1 1 1 1 1
dn_dn <77:77:7_77
T =3@n+1)2-1 120240  12n 12(n+1)
che equivale a ¢, < ¢pt1-
Dal lemma segue in particolare che esiste il limite d = lim,, . d,, € che per ogni n vale
1
dn - —<d< dn7
12n —

o equivalentemente che

1
6 d<d,<d+—.
(6) - 12n
Esponenziando si ottiene
d o d e” n! d, 1
et < e = <e et
< s

e passando al limite per n — oo
n
nl ~ety/n .
67’7.
Immettiamo questa stima asintotica nella formula di Wallis
22n (2n)!  elV2n(2n/e)® 2272
vano (n!)? e2dp(n/e)n  edy/n

otteniamo il valore e? = /27 e abbiamo dimostrato le disuguaglianze (5).

Lemma 4.3. Nelle notazioni precedenti, per ogni n > 0 si ha
1

<4, d=limd, = log(v2n).
12n + 107?+5 B # )

d+

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che, denotando t = (2n + 1)1 si ha

1 3 i A R A
dp —dpi1 = —[2t+2— 42—+ | =1=—4+ —F+ —+---
11 %( + 3+ 5+ ) +—+ =+

Siccome 3"~2(2n + 1) < 5"~ per ogni n > 0 si ha

d, —d >§ %4_%_1_ ﬁ 3+ _1 t2 _1 1
noi =95 25 5 3132 3(2n+1)2 -2
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e quindi
—+00
dn —d= Z dn+k - dn+k+1
k=0
1 <X 1
>
- 3;0( 2(n+k)+1)2 -2
-3 ((n+k) 1 )((n+k+1) )— 4k
k=0 10n+5 10n+5 10n+5
5 1
B k 1 k+1
=0 (2(n+k) + o075 ) (2(n+E+1)+ 10n+5
- li" 1 1 1
~ 6 =0 2(n+k)+ 105+5 2n+k+1)+ 10$+5 12n + 10n+5

Esponenziando le disuguaglianze del Lemma 4.3 otteniamo

e” n!
n"/n

che, assieme all’'uguaglianza e? = /27 conduce immediatamente alla dimostrazione del Teore-
a (4.1).

1
e 120+ 15045 <« edn —

Osservazione 4.4. Siccome (a — b)™! > a=! + ba=2 per ogni a > b > 0, la dimostrazione del
Lemma 4.3 implica che

1 . = Ak
2 2
12n + 3(10n + 5) 4 0(2(n+k)+ﬁ) (2(n+k+1)+1o7++5)
e questo puo essere usato per migliorare la stima del Teorema 4.1.
n
n>0
converge per 0 < t < 4/27 e diverge per t = 4/27.

dp —d >

10n+5

Esercizio 8. Provare che la serie

Soluzione. Che il raggio di convergenza & 4/27 segue facilmente dal criterio del rapporto.
Applicando la formula di Stirling si ha

3n\  (3n)! Vonm33" /.32
n) n'(?n)' \ 2nm AAnm 22n o dnm 47
4n 1

3 /3
Quindi per n >> 0 si ha <:) o > N In e basta osservare che la serie ) ﬁ e

divergente.

Osservazione 4.5. 1l fatto che il raggio di convergenza sia 4/27 implica che la serie non convege
per t > 4/27 ma non dice nulla di cosa succede per t = 4/27. Ad esempio la serie

> ()
2
n>0 " n

ha lo stesso raggio di convergenza e converge per t = 4/27.
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5. NUMERI DI FIBONACCI

In risposta ad un problema pratico di coniglicoltura, Leonardo Pisano (1170-1250), detto
Fibonacci, scrive nel suo Liber Abaci la successione
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377.

In linguaggio moderno si definisce la successione dei numeri di Fibonacci tramite la formula
ricorsiva
F():O, F1 :17 Fn+1:Fn+Fn_1 nZl

Esercizio 9. Mostrare che per ogni intero positivo n si ha:

1) A+ Fo+- -+ Fa+F,=F—1,

(2) Fs+ -+ Fop3+ Fopn1 = Foy — 1,

(3) Fot+Fy+ -+ Fop = Fopyp1 — 1.
(Sugg.: induzione su n.)

Esercizio 10. Per ogni intero positivo N definiamo z(N) = max{n | F,, < N}. Provare che
(N = Fyn)) < 2(N) — 2.
Esercizio 11 (Teorema di Zeckendorf). Mostrare che per ogni intero positivo N esiste una unica
successione aq, as, . . ., a, di interi maggiori di 1 tali che:

(1) aj41 > a;+2perognii=1,...,n—1,

2) N=F, +F,+ -+ F,,.
Esercizio 12. Mostrare che per ogni a,n > 1 vale la formula

FoFg+Fy 1 Fy_ 1= Fn+a71'

(Sugg.: vero per a = 1,2; induzione su a.)
Esercizio 13. (1) Mostrare che F,, e F,; non hanno fattori comuni.

(2) Usare il risultato dell’Esercizio 12 per mostrare che il massimo comune divisore di Fy, F},

e uguale al massimo comune divisore di Fj, Fy+p.
(3) Mostrare che MCD(Fy, Fy) = Frrep(a,p)-

Dati due numeri reali a,b, con a # b, si ha, per ogni n > 0 la relazione

n+l _ pn+l1 n __ pn n—1 _ pn—1

M

Dunque, se poniamo ;
a — b
An a—>

vale

AQ = 07 Al = 1, An+1 = (a + b)An - abAn_l.

Siano

1++5 145

2 Y 2

xTr =
i due numeri reali tali che
r+y=1, xy = —1, (1 —at)(1—yt) =1—t— 12

Allora, se poniamo
" — yn

r—y

F, =
si ha
=0, F=1 F,W=F,+F,_
e ritroviamo la successione dei numeri di Fibonacci.

La formula precedente puo essere anche essere dimostrata usando la serie generatrice dei
numeri di Fibonacci:

F(t)=Y Ft"=Fo+ Fit+ Fpt® + - =t + >+ 267 + 3t 4 ...
n=0

Moltiplichiamo F(t) per 1 —t — t%:
(A=t =t)F(t) = (1 —t = t*)(Fo + Fit + Fot® + ) =
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=Fo+ (P - FR)t+ (F— Fi = Fo)t? + -+ (Fy = Fpoq = Fpo)t" + - = 1.

Si ha dunque
t 1 1 1
F(t)= = — .
1—t—t2 xz—y\l—at 1-—yt

Basta adesso osservare che

1 1
—— =1+tat+ 2%+ =14yt + P+
1—uxt 1—yt

Usando le stessa idea si puo invece considerare

F(t) 1_t 1 +t Ztn+1 1 —|—t ZZ (a>tn+a+1.

n=0a=0

da cui segue la formula

n—a
F,i = E .
n—+ a
a>0
Consideriamo le due serie

P(t) =Y Fopt" = Fo+ Fat + Fyt* + - -
n=0

o0
= Z Fopirt™ = Fy + Ft + Fyt® +
n=0

Per I’Esercizio 9 si ha:

P(t 1
172 =Fy+ (Fo+ Bt + (Fo+ Fo + Fy)t* +--- = D(t) — T3
D(t P(t
—1£1 Fi + (FL + Fy)t + (F1 + Fs + Fy)t? = 15)
Da cui si ricava
tD(t)  P(t) 0 - 1
1-t)2 1-—t 1t
t 1
D(t)(1- =
()< (1—t)2) 1—t’
1-1¢ t
D(t) = —— Pt)= ——.
®) 1—3t+t2’ ®) 1—3t+1t2
Allo stesso risultato si poteva arrivare partendo dalle uguaglianze
t
F(t) + F(—t) = 2P(t?), F(t) — F(—t) = 2tD(t?), F(t) = TRt
Consideriamo la successione ug = 0,u; = 1,us = 2,ug = 5, ... definita per ricorrenza

n

ug = 0; unflzszi)ui, Vn > 1.

i=0
Consideriamo la serie generatrice U(t) = ug + uit + - - - . Siccome vale
t

=t+42t> +3t3

Topr A
si ha 0

tU(t t
—= =U(t) - —.
(1-1¢)2 ®) 1—t

da cui U(t) = tD(¢) e quindi u, = Fa,_1 per ogni n. Abbiamo quindi trovato che per ogni n > 1

vale
n

Fonp1 —1= Z(n — 1) Fyiq1.
i=0
Alternativamente, tale uguaglianza si puo anche verificare facilmente per induzione su n. Infatti
vale

Fs—1=1=(1-0F, F-1=4=2+2=(2-0)F+(2-1)F;,
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e per induzione, tenendo presente 1’Esercizio 9,
Foni1 — 1= Fop + (Fy(n—1)41 — 1)

n—1

=F1+F3+-+ Fop1)+ Z(n —1—1i)Fpi1
i=0

= Z(n — i)F2i+1.
=0

Esercizio 14. Si consideri la successione a,,:
apg=0, ar=1, ap=an_1+2an 2.

Calcolare il valore della serie

Soluzione. Consideriamo la funzione generatrice A(t) = >_ -, ant". Allora
A(t) = tA(t) — 2% A(t) = axt +  _(an — an—1 — 2an_2)t" =t
n>2

e quindi come serie formale

t t 1 1 1
At) = = == - .
1—t-22  (1+6)(1—20) 3\1-2t 1+¢
Dunque il raggio di convergenza della serie & 1/2 e per ogni r € (—1/2,1/2) si ha

’
n _
Zanr Cl—r =22

In particolare

G 1/3
— = —"— =3/4.
3n 1-1/3-2/9 /
Esercizio 15. Si consideri la successione ag = 0, a1 = 1, a, = —a,_1 + 6a,_o. Studiare la

. 29
convergenza della serie E —
e
n>0

6. SVILUPPI IN SERIE NOTEVOLI

Elenchiamo alcuni sviluppi in serie pitt 0 meno noti:
oo

t __ tn
° ¢ —Zg’
n=0
= t 2 3

1 = ntlZ  _ .

o log(1+1) Z( 1) t 5+ 3 ,
n=1
1 .
Tt
n=0

[ ) _ 2: n 5

(1 t) n=0

1 < /n+k
* ———— — t"
-2 (")
(1—1) —\ K
oo t2n+1

tan~ 't = 1) —

et = YT
1 2n

— = t" =1+ 2t + 6t% + 2083 + 70t* + 252¢° + 924¢5 + 3432¢" + - - -
« — nZ_‘B(”) + 2t + 62 + 20¢° + 70t + - - -
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1—V1I—4t < 1 /2
o =3 Ve =1t 22 + 565 4 1484 + 4265 + 1326 + -
2t n+1\n

k 9]
1 1-+v1-4 2
V1—4t 2t e n
Se z € C & un qualunque numero complesso e d € N si pone per definizione
. =
(d> :EH(zfz)e(C.
i=0
Se z & un intero non negativo tale definizione coincide con quella combinatoria. Si dimostra

subito che
(o) = ("a7)

Segue dalla formula di Taylor che

= /1 t 2 B 5t T
. \/1+t—z<£>t”—l+—+—+—-~-
n=0

2 8 16 128 236

e piu in generale per ogni numero reale a vale

(1+1)* = i (Z)t” - i(—n” (n _;_ O‘)t” - 1+at+a(a2_ Dy, olo- 1g(a —2py

n=0 n=0

Esercizio 16. 1) Mostrare che per ogni coppia di interi a, b, con 0 < a < b vale

() -ae

n

. . n+k\,,._ . .
2) Calcolare, per ogni n > 0, il numero a, = Z ( ok )2” k. (Suggerimento: scrivere la
k>0
serie generatrice ) -, anx™, invertire 'ordine di sommatoria e semplificare.)

Esercizio 17. Mostrare che per ogni m > 0 vale

00 = 2 ()0

Quindi per ogni n, m > 0 vale 'identita binomiale

O£
(Suggerimento:

=) (@W:M (20

n>

Esercizio 18. Provare:
2n+1
<n > 1+x2”1+(17x)2” 1;

n—1 x2n71

1- x)2n+1 TS 5

)
kz (zn + 1) (m;?; k:) am

22<

Calcolare
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e dedurre l'identita di Graham-Riordan
Z 2n+1\ /m+k _(2m+1
- 2k on )\ 2n )’

Esercizio 19. Siano f(z) un polinomio a coefficienti interi tale che f(1) # 0, d un intero > 0 e

consideriamo la serie
f(x)
1 —2)d > ana"
n>0

Provare che esiste un polinomio numerico p(t) di grado d tale che p(n) = a, per ogni n >> 0.
Mostrare inoltre che
S

p(t) = Ttd + termini di grado inferiore.
Esercizio 20. Dimostrare che per ogni coppia n,m di interi non negativi vale la formula
1
n!m!=(n+m+ 1)!/ 2™(1 — x)"dz.
0

(Sugg.: induzione su m ed integrazione per parti.)

Esercizio 21. Sia m un intero positivo, provare che

Z (n ;L'm)'tn — ({En_i);n)' (1 _ t)m—l log(l _ t) + q(t)

n>m
con ¢(t) polinomio di grado < m.

Soluzione. Sia

(n—m)! ,
gty =(m—-1)>" "
n>m
Per ’Esercizio 20 si ha
1
g(t) = t”/ "1 — x)mfldx
2.1

o(t) = %1<—1>i<m;1)t" IESEEDS §<—1>i<m; ==

m—1 -1 - gn—m+it+l m—1 =1 -

_ _1)¢ m—i— A _1)* m—i—1_ 1— )
o) = 3 0 (") S = S (M e st
dove h; ¢ un polinomio in ¢ di grado +.

m—1
, 1 .
o) = (-1m 3 (1 (M) g0 -ha(0) = (1) (10" og(1-0)+h(0
=0

con h polinomio in ¢ di grado < m.
Allo stesso risultato si puo arrivare osservando che per ogni h < m la derivata h-esima di
2™ log(z) & uguale a

m!

mzm*h log(x) 4+ polinomio di grado < m — h.

|
e quindi che (2™ log(z))m+1) = m
T
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7. LA DERIVATA LOGARITMICA

Supponiamo di avere una funzione sviluppabile in serie di Taylor
&)= ant"
n>0

e tale che ag > 0. Un modo per trovare relazioni tra i coefficienti a,, € quello di considerare la
derivata del logaritmo di entrambi i membri, ossia considerare I’equazione

F1(t) _ Ynsonant"™

f(t) ano ant™

Vediamo un esempio: abbiamo gia osservato che

1 n
—_— = .
-2 ()

La derivata logaritmica &

2
Va2
-~
No=T 1—4¢
e quindi
2n\ 1 2 2n bk 2n
T = —— th =2 4%t t"
St = 25 S () = e ()
n>1 n>0 k>0 n>0
da cui

<2n) 1 i (22) i
n) 2n“ i '
=0
Esercizio 22. Trovare una formula ricorsiva per i coefficienti dello sviluppo in serie di e
(Suggerimento: derivata logaritmica).

Esercizio 23. Sia
ot 3
eL+,L2 :X:GHmn:1+w+§x2+ )

Mostrare che
Qp—1+2ap_2

n

ap =
per ogni n > 2.

Esercizio 24. Sia a, una successione di interi e siano p, ¢ interi positivi senza fattori comuni.
Provare che p divide il coefficiente di ¢? nella serie formale
P

Z ant™

n>0

Soluzione. Se p =1 non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo p > 1 e scriviamo

p
Zant" = Z bynt™.

n>0 m>0

Derivando si ottiene
p—1

P Z nant™ ! Z ant” = Z by, t™ !

n>1 n>0 m>0

e siccome i coefficienti della serie

Z nantn—l Z antn

n>1 n>0

p—1

sono interi ne consegue che p divide mb,,, per ogni m.



14 MARCO MANETTI

Esercizio 25. Si considerino i polinomi o1,...,0, € Z[z1,...,2,] definiti dalla relazione

L+ oit4oot? + -+ opt™ = (14 21t) (1 4 z9t) - - - (1 + 2pt);

Exz, oy = Eazscj, cer Op =X1To Ty -

1<J

Per ogni d > 0 si consideri inoltre il polinomio
1/)():71, ¢d:$il+"'+$gGZ[.Z‘l,...,CCn].

Dimostrare:

(1) Ogni 4 ¢ un polinomio a coefficienti interi nei o;. Ad esempio ¥; = 01, g = 07 — 203
eccetera. Suggerimento: cosiderare I'espressione (derivata logaritmica)

d
%(1 + o1t + oot + - 4 opt")

1+ o1t +09t2+ -+ 0o,tn

2 _
(2) Ogni o4 & un polinomio a coefficienti razionali negli ¢;. Ad esempio o9 = w
Soluzione. Si ha
log(1 4 o1t + oot + -+ 4+ 0, t") = log((1 + z1t)(1 + xat) - - - (1 + 1))
- td td
=S on(1 i) = 3031 = Syl
=1 =1 d>0 d>0

Derivando si ottiene

d
£(1+01t+02t2+~~+0nt”

d d—1
= t
L+ o1t + oot? + -+ + opt™ g )

e quindi (—1)%)4 & il coefficiente di +?~! nella serie

(01 + 209t + - -+ no,t" ) Z(—l)h(alt +oat? 4o o™
h>0

Viceversa
2 2 o, t
1+ o1t 4 oot + -+ o,t" = exp(log(l + o1t + 09t” + -+ - + 0,t")) = exp Z(fl) wdﬁ
d>0
e quindi o; ¢ il coefficiente di ¢* nella serie
h
1 a, t?
5k (D)
h>0 d>0

Esercizio 26. Sia n > 0 intero fissato. Il numero di inversioni di una permutazione o di
{1,...,n} & il numero di coppie (i,5) con 1 <14 < j < n tali che o(i) > o(j). Indichiamo con I,
0 <k <n(n-—1)/2, il numero di permutazioni che hanno & inversioni. Dimostrare che

n i—l

=2
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8. NUMERI DI BELL

Dato un intero n > 0 si definisce b(n) come il numero di relazioni di equivalenza possibili
nell’insieme {1,...,n}. I numeri b(n) vengono detti numeri di Bell; b(1) =1, b(2) =2, b(3) =5
eccetera. Si pone inoltre per convenzione b(0) = 1.

Lemma 8.1. Per ognin > 0 vale la formula ricorsiva

b(n+ 1) = znj (Z)b(s).

s=0
Dimostrazione. Basta mostrare che il numero di relazioni di equivalenza su {0,1,...,n} in cui

n
la classe di equivalenza di 0 contiene n — s + 1 elementi, con 0 < s < n, ¢ uguale a b(s).
s

Ogni tale relazione € univocamente determinata da un sottoinsieme S C {1,...,n} di cardi-
nalita s e da una relazione di equivalenza su S. Gli elementi del complementare di S saranno
quelli equivalenti a 0. O

Esercizio 27. Provare per induzione su n che b(n) <nl.

Teorema 8.2. Nelle notazioni precedenti, e con la convenzione che 0° = 1, vale

b @ 1 "
Z%f‘:éil e b(n):gz% per ogni n >0 .
n>0 r>0
1 n
Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su n che vale la formula b(n) = — Z T—' Si ha
=
1 1
b(0)=1= - ;) L mentre per il Lemma 8.1 si ha
bt )= (")b(s) “lyy (”) Ty iy (”)
o T e e rl
s=0 \F € =0 r>0 s/ ¢ r>0 =0\
1 + T n+1 1 r”+1 1 7"”+1
- 1 - == .
Z ! )" Z (r+1)! BZ 7! GZ d
7”>0 r>1 r>0

b
La serie generatrice F'(z) = g (—?)x” & convergente in un intorno di 0, si ha B(0) = b(0) =1
n!
n>0

)’ZZb(n—l—l)fl Zi)( ) ZZ )!:B(x)em.

n>0 >0 s= n>0 s=0
Il problema di Cauchy
F(x) = e"F(x), B(0) =1,

. x _
ha come soluzione B(z) = e 1. O

Notiamo che

n 163; 1 T 1 n .1 n 1 n
D bln) g = e 62362225!;3 X

n>0 r>0 r>0n>0 r>0

e quindi che le due uguaglianze del teorema sono una conseguenza dell’altra.

9. I NUMERI DI STIRLING

Esercizio 28. Si consideri la successione di polinomi
So(z) =1, Sni1(z) = 2(Sp(z) + Sp(z)") = ze™*(Sp(x)e”)".
Dimostrare che S,,(1) = b(n). I coefficienti di tali polinomi

Sn(z) = Z {Z}xk

k=1
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si chiamano numeri di Stirling di seconda specie. Dimostrare che, ponendo {Z} =0perk<le
k > n, si hanno le formule

R TR S S
Bp=rn -0

n
Mostrare inoltre che { k} ¢ uguale al numero di relazioni di equivalenza di {1,...,n} con k classi

di equivalenza (Sugg.: ragionamento analogo al Lemma 8.1).

Si noti che i numeri {

T IR e

Lemma 9.1. Sia f(t) € K[[t] serie formale e poniamo g(t) = f(e' —1). Per ogni n > 0 vale la
formula

}, con n, k > 0 sono univocamente determinati dalle condizioni

n

90 =3 {1} 0 - e

i=1

dove f indica la derivata i-esima.
Dimostrazione. Induzione su n, essendo per n = 1 la semplice derivata della funzione composta.

g(n—i-l)(t) — Z {?‘}(f(i+l)(et _ 1)e(i+1)t + ,L-f(i)(et _ 1)6“)

%

gD () = zl: ({Z i‘ 1} + Z{?}) FO (et — 1)t

O
Ponendo f(t) = t* otteniamo
(m(0) = 4" Lkt
9" (0) { k}
e quindi
t n+k tr
t_ 1)k =k (A S —_—.
(¢ =1) 2 kS 20k (n+ k)]
n>k n>0
et—1>k {n+k} ¢
= k! —_— .
(=) -2 {"erm
Esercizio 29. Provare che per ogni n > 1 si ha
Z(W’{’f‘}(i —1l=0.
i=1 !
(Sugg.: f(t) =log(1l+1)).
Teorema 9.2. Dati due interi positivi n, k, il numero
i k
W= S0 (1)
¢ uguale al numero di applicazioni surgettive f: {1,...,n} — {1,...,k}. In particolare W, ;, = 0

per ogni k > n.
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Dimostrazione. Definiamo
X={S,/H|Sc{t,....k}, f:{1,...,n}— S},
allora
u k
W= >0 ()= 30 (e
r=0 (S, flex
dove |S| indica la cardinalita dell’insieme S. Possiamo scrivere anche
Wak =Y Warl(f), dove Wan(f)= > (-1,
f S:Im(f)CS

E chiaro che se f & surgettiva allora W, ,(f) = 1. Basta quindi dimostrare che che se f non
¢ surgettiva, allora W, ,(f) = 0. Supponiamo che |[Im(f)| = s con s < k, allora per ogni
s < r < kil numero di sottoinsiemi S C {1,...,k} di cardinalita r che contengono Im(f) &

k—
( 8) e quindi
r—s
E

Was(f) = S (—1)F= (k B ) - ’fz:f(_l)k“ (’“ - ) (-1 =0,

rT=Ss

O

Con la convenzione che 0° = 1 si ha inoltre Woo=1e Wy 0=Wpy =0 perogni k,n > 0.

Esercizio 30. Dimostrare che W, , = {Z}k'

Esercizio 31. Utilizzare il Teorema 9.2 per calcolare i numeri di Stirling di seconda specie e
per dare una dimostrazione alternativa del Teorema 8.2.

10. T NUMERI DI BERNOULLI
I numeri di Bernoulli By, n > 0, sono definiti mediante la loro EGF (exponential generating
function)
B, . x
B(z) = Z " = —

n! et —1°
n>0

w2 nl

3 (2m)

W. In particolare il raggio di convergenza della serie
m n

Ym0 Bu g7 & 27, E possibile calcolare il valore del raggio di convergenza in maniera semplice

Osservazione 10.1. Mostreremo nella Sezione 11 che per ogni n > 0 vale |B,| <

mentre per ogni n pari vale |B,| > .
n!

utilizzando la teoria delle funzioni olomorfe (insegnamento di variabile complessa).

Teorema 10.2. Nelle notazioni precedenti vale la formula

n

Wk

B, =) (-1)F D=,

n= D (CDF

k=0
Dimostrazione. Bisogna dimostrare che la funzione generatrice
" — Wk
t) = . 1)k R
=X 03t
n>0 " k=0

¢ uguale a t/(e' — 1). Siccome W, = 0 se n < k possiamo scrivere

J) = 3 (D

"
Syt k+1n!

che per il Teorema 9.2 diventa
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Sommando su n si ha allora

o1 [k L0 AN 1 ,
-2 () S-S e () - B e

k>0 r=0 n>0 ’ k>07r=0

Quindi
(A=ef(t) =—¢ Z(l —e)t = T—(1—ef) =-1

da cui segue

O
Esercizio 32. Calcolare B(z) — B(—xz) e dedurre che B,, = 0 per ogni n dispari maggiore di 2.

Esercizio 33. Mostrare che B(z)e” = B(—z) e dedurre che per ogni n > 1 vale

n n—1
n+1 1 n+1

> By = B, = — > B
( k ) k=0, "t ( k ) F

k=0 k=0
n—1
1 1 2n+1
By == ———— Bay,.
T 2n+1];)( 2k ) o
Utilizzate tali formule per provare che

1 1 1 1 1 )
By=1, Bi=—-—-, By=-, By=—-——, Bg=-—, Bg=—-——, Bijg=—.
0 ) 1 ok 2= 5 4 30 6= 1o 8 30 10= 56

Esercizio 34. Per ogni coppia di interi d,n > 0 indichiamo con g4(n) = 0¢+19+2%+. ..+ (n—1)4
(dove si intende 0° = 1). Si ha go(n) = n, g1(n) = n(n — 1)/2 eccetera. Dimostrare che

n—1 n—1
gd(n) d __ hx __ mh_enw_]‘ - _ n” s
ar o T L) s G s P (L

e dedurre la formula

d>0

d+1 d

1 d+1 L1 d v
gd(n)_d—FlZ( r )Bdﬂrn _Zs+1(s>Bd8n '

r=1 s=0

Test: siete piu veloci di Bernoulli? Jakob Bernoulli si vantava di aver calcolato in meno
di 8 minuti la sommatoria g19(1000). Utilizzando i risultati degli esercizi precedenti, sapere fare
altrettanto? (Ovviamente Bernoulli faceva tutti i conti a mano).

Esercizio 35. Sia Q(z) = B(—x); provare che zQ(x) = Q(z) — Q(x)B(z) e dedurre la formula:

(1+n(-1)")B, = — i(_uk <Z) BiBn .

k=1
Esercizio 36. Provare che xB(z) = (1 — z)B(x) — B(z)? e dedurre la formula (di Eulero):

j )
—-B,, = B,_1+ g kz_:l <k‘> BrB,_k.

Esercizio 37. Si considerino le successioni ¢, (x) € Q[z], I,, € Q, n > 1, definite per ricorrenza:

1 T
I=-1 ¢i(e)=2, I,= /O bu(@)dz,  Sir(x) = /0 bu(s)ds — 2T,

Dimostrare che .
te'® B,
> (@nla) — In)t" = w7 ¢ Ih=—17-

n!
n>0

(Suggerimento: sia F'(z,t) = >, 5o(én(2) — In)t"; calcolare la derivata di F' rispetto a z e
determinare il rapporto F'(x,t)/F(0,t). Mostrare inoltre che fol F(z,t)dx =1.)
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Esercizio 38. I polinomi di Bernoulli B, (x) € Q] si definiscono tramite la EGF

Z Bn(a:)tn _ te®t

n! et —1°
n>0

Provare che
B, (z) , B o " /n ,
n>0 m>0 r>0 r=0

B,(m)— By,

Mostrare inoltre che g,—1(m) =
n

Esercizio 39. Dato un intero n > 0 provare che per ogni d > 0 vale
d “+oo
d+1 d+1
Z ( r >gr(n) =n"", Z ( T )gr(n) =0+ gar1(n) = gayr(n + 1),
r=0 r=0

Esercizio 40. Provare che la matrice (gq(r + 1)), 1 < d,r < m, ¢ invertibile (sugg.: sottrarre
ad ogni colonna la precedente e ridursi ad una matrice di Vandermonde). Lo stesso vale se
nell’ultima riga il termine g,,(r + 1) & sostituito con

d+1
Esercizio 41. Usare gli Esercizi 39 e 40 per dedurre che la matrice di coefficienti aq,, = ( + > ,
r

0 < d,r < m, ¢ invertibile.

11. NUMERI DI BERNOULLI E ZETA DI RIEMANN

In questa sezione dimostriamo che per ogni intero n > 0 vale

otom) =~ 2 amn,

1
:Zl:

>0

dove

¢ la funzione zeta di Riemann.

Lemma 11.1. Sia m un intero positivo dispari, allora

T2 n? (L —Sln2
sin(x) = msm( )1_[1 ()

sin®(4X)

Dimostrazione. Dalla formula
.. T T
cos(z) + isin(x) = (COS(E) +1 sm(a))

segue che sin(x) ¢ un polinomio di grado m in cos(.%) e sin(--). Inoltre siccome m ¢ dispari, in
tale polinomio il coseno appare sempre con esponente pari, sostituendo cos? con 1—sin? troviamo
un polinomio Q(z) di grado m tale che sin(x) = Q(sin(;%)). Siccome sin(k7) = 0 per ogni intero

k, ne segue che gli m numeri reali distinti

I m m

——<l< =, leZ

51n(m) g <Il<5, 1€,
annullano il polinomio @) e pertanto ne sono le radici. Esiste dunque una costante A tale che
I e I
_ —sin(Tyy = 2 _gin2("
Qiz)=A4 H (z sm(m)) Az H (2 —sin (m))
—m/2<l<m/2 =1

Dunque

(7) sin(z) = Asin(%) [](sin?() = sin’(2)),
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Dividendo per x e passando al limite per x — 0 si ottiene

O

Prendiamo la derivata logaritmica dell’Equazione 7 e poi moltiplichiamo per z, otteniamo che
per ogni « € (—m, ) vale

° cos( )sin(i)
xcot(x) = — cot )+ m
(@) = Z sin? — sin (l’r)
m/2
2zm cos(--) sin( )
8 T cot — cot )+ .
®) (@) = Z m?2 sin? — m?sin®(LX)
Notiamo che per ogni [ ed ogni « si ha
2xm cos(£) sin(£ 212
lim ﬁcot(i)zl, lim () (";)l =— x2 5
m—oo m m m—oo m2sin®(£) — m?sin®(X) 22 -7

Lemma 11.2. Siano date le successioni di numeri reali
{a'l,m}a {bl}; {Cn}7 I,m>0, n>N,
con le sequenti proprieta:
(1) Per ognil vale limy,— o0 aim = by.
(2) Per ognil > N ed ogni m vale |ajm| < ¢ .

(3) Zl cp < 0.

Allora le serie Ez ai,m € Zl by sono assolutamente convergenti e
Ji (3 am) = b
1 1

Dimostrazione. Si tratta di un classico risultato di analisi. Riportiamo la dimostrazione per
completezza.

Chiaramente |b;| = lim,, [a;,m| < ¢ per ogni I > N; dunque le serie ), a;,m € >, b sono
asolutamente convergenti. Sia € > 0 e scegliamo A > N tale che )5 , ¢; < e. Allora per ogni m

vale
|Zal7m|<e, |Zbl|<e
I>A I>A
e quindi
Zal’m_zbl < Zahm_zbl + 2¢
l l <A <A

e per m sufficientemente grande il primo addendo del secondo membro puo essere reso piccolo a
piacere. O

Teorema 11.3. Per ogni x € (—m, ) vale

x cot(x) = 1+Zx2 2
1>0

Dimostrazione. Sia x fissato; siccome entrambi i membri dell’equazione sono pari non & restrittivo
supporre x > 0. Consideriamo la successione

2zm cos () sin(+r)

erl <m/2,
m?2sin?(£) — m?2sin?(ir) P /
A = m m
0 per [ > m/2.
Ricordiamo che, per la convessita del seno si ha
2z
— <sin(z) <z, per ogni z € [0,7/2],

™
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e quindi per ogni | > 2, m > 2[ vale

‘me cos(ﬁ) sin(z) < 2z% <27
m m

T I I T 4
‘mz sin?(—=) — m? sinz()‘ = m?sin?(—) — m?sin?(—) > —21271'2 — 22> 47— > 12
m m m m 0

2
Dunque |aj,m| < Qliz per ogni m ed ogni | > 2. Possiamo quindi passare al limite 'Equazione 8
e concludere la dimostrazione. O

Possiamo riscrivere I’equazione del Teorema 11.3 come

. ) 2%2 1.271 ) 2x2n+2 1
zcot(z) =1— 2r21_ Z 2n2 Z 2rgen Z a2nte 2n+2
1>0 1>0 n>0 n>0 1>0

Abbiamo dunque dimostrato che
xcot(x) =1—2 Z
n>0

Possiamo trovare un’altra descrizione dello sviluppo in serie di « cot(x). Infatti

) eiz + efi:r ) 621'1: + 1
x cot(x) = ix— — = —
et _ p—iT e2zx -1
. . 2ix . :
1T ixe 1T T 1 . .
= o2iw _ 1 T o o w21 5(3(%@ - B(-2iz))

71+ZB2n ni nZQn

n>0 n>0
Ne consegue che
(71)”‘ B2n 2 +1 2(271)'
2n) = — 2m)<" By, = (—1)" 2
C( n) 2 (271)'( ﬂ-) ) 2 ( ) (27’1’)2” C( n)
Ad esempio
1 B2 2 7T2
2 ——(2 =B = —.
C( ) 2 91 ( 7T) 2T 6
Siccome ((2) > ((2n) > 1 troviamo
2 !
9 (2n)! < |Bon| < 7 (2n)!
(2m)2n 3 (2m)%n

Esercizio 42. Provare che per © € (—m, ) vale
sin(z) =« H ( 53 )
1>0
(Suggerimento: le due funzioni sono dispari, hanno la stessa derivata in 0 e la stessa derivata
logaritmica in (0,7).)
Esercizio 43. Calcolare sin(7/2) usando 1'Esercizio 42 e dedurre la formula di Wallis.

Esercizio 44. Utilizzare il risultato dell’Esercizio 42 per calcolare il prodotto

20-1)(2l + 1
H( (2)1()2 +1)
lcA

nei seguenti casi:

(1) A={leN|l>0pari},
(2) A={leN|i> 0 dispari }.
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12. ELEMENTI DI LIE E OPERATORI AGGIUNTI

Lavoreremo sul campo dei numeri reali anche se molti degli argomenti trattati valgono in
maggiore generalita. Per algebra intenderemo un anello commutativo che ¢ anche uno spazio
vettoriale su R. Un esempio di algebra & quello delle funzioni di classe C*° su un aperto di R. Se
H ¢& un’algebra denoteremo con M,,(H) lo spazio vettoriale delle matrici n x n a coefficienti in R.
Se V' & uno spazio vettoriale indicheremo con End(V') lo spazio vettoriale di tutte le applicazioni
lineari V' — V; il prodotto di composizione in End(V') & associativo.

Sia V uno spazio vettoriale, per ogni A, B € End(V') denotiamo

[A, B] = AB — BA.

Si noti che [B, A] = —[A, B], che l'applicazione (A, B) — [A, B] ¢ bilineare e vale la cosiddetta
identita di Jacobi:
[[A7 B]7 C] = [A7 [B, C]] - [B, [A7 CH :

Definizione 12.1. Un sottospazio vettoriale W C End(V) si dice sottoalgebra di Lie se per ogni
A,BeW vale [A,B] ¢ W.

Ad esempio gli operatori a traccia nulla sono una sottoalgebra di Lie di End(R™).
Dati due sottospazi vettoriali Z, W C End(V') denotiamo con [Z, W] il sottospazio vettoriale
generato da tutti i vettori del tipo [z, w], al variare di z € Z e w € W. Si pone poi

=z, 7*=[z,72)=2,7", Z"=[Z,Z"""].
Lemma 12.2. Per ogni n,m > 0 vale [Z", Z™] C Z"T™,

Dimostrazione. Induzione su n, essendo il risultato vero per definizione quando n = 1. Suppo-
niamo n > 1; siccome ogni elemento di Z" ¢ combinazione lineare di elementi del tipo [z, v], con
2z € Z ev € Z" ! basta dimostrare che

[[z,v],w] € Z™T™ perogni z€Z veZ" Y we 2™,
Per l'identita di Jacobi vale
(2, v], w] = [z, [v, w]] = [v, [z, w]],
mentre per l'ipotesi induttiva
[z, [v,w]] € [Z,[2", 2™ C |2, Zz" Tzt
v, [z,w]] € (2", [2,Z2™]) C [z" ', 2z c Zntm

Definizione 12.3. Chiameremo i vettori di Z" elementi di Lie di peso n di Z.

Dato A € End(V) definiamo 1’operatore lineare (detto operatore aggiunto)
ad A: End(V) — End(V), ad A(B) = [A, B] .
Il prossimo lemma descrive gli effetti delle iterazioni di un operatore aggiunto.
Lemma 12.4. Per ogni A, B € End(V) ed ogni intero n > 0 vale
dA)"B = -1 A" T'BA' = A"T'B(=A)".
wadyrs =30 () > (7)amea)
Dimostrazione. Abbiamo
(ad A)"B = A(ad A)"1(B) — (ad A)""}(B)A
e per induzione
n—1 n 1 n—1 n 1
npR _ 1) - n—i i 1\ - n—1—j j+1
(adA)B—Z( 1)( Z, )A BA Z( 1)( Z, )A BAI*!,
=0 7=0
Ponendo j =4 — 1 sulla seconda sommatoria

n—1

=0 =1



SPE 2009: DISPENSE ED ESERCIZI 23

S () () S ()

=0

13. ESPONENZIALE E LOGARITMO DI MATRICI

Data una matrice A € M,,(R) deefiniamo la sua norma pensandola come un vettore di R"2,

ossia se A = (a;;), allora
- | 2
| All = Zaij'
0.

Per la disuguaglianza triangolare si ha [|A 4+ BJ| < ||A]| + || B||. Vale inoltre la formula ||AB|| <
| Al B]| (e di conseguenza || A¥|| < ||A||¥): infatti se A = (a;;) e B = (b;;) si ha

|AB|* = Z(Z aikbr;)’;
ij k
Il termine ), a;xby; € il prodotto scalare di due vettori, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
O ambiy)® < O ai)(D_b)
k s r

e quindi

IIABIIQSZ<Za?S> (zbaj)= s | () - s
i, s T 7,8 T,

Ne consegue che il valore assoluto di ogni coefficiente di A™ & maggiorato da ||A[|™ e quindi:
n

A
(1) La serie Z — ¢ totalmente convergente per ogni matrice A.
n!

n>0
n

A
(2) La serie Z — @ totalmente convergente per ogni matrice A tale che || Al < 1.
n>0 "
In analogia con il caso di una variabile denoteremo

e = Z %, log(I — A) Z —
n>0 n>0

Notiamo che [|e?| < ell4ll e che [|eA — I < el — 1. Osserviamo anche che le componenti
dell’applicazione esponenziale

M,(R) — M,(R), A— e,

sono serie di potenze, quindi funzioni analitiche, quindi di classe C*°. Ne segue che se t — A(t),
t € R, & un’applicazione C*, allora anche t — e4®) & di classe C™.

Si ha
(etA)/:iZﬁAn:Z ot An:AetA.
dt n! (n—1)!

ATTENZIONE: & generalmente falso che (eA®) = A(t)'eA®). Si consideri ad esempio la

matrice o= 1) awr=(5 3)'

Siccome A(t)™ = A(t) per ogni n > 0 si ha

GAM) ((1) t(€; 1)) . (eAWy = (8 601> 4 (8 2) = A(t) eA®.

Lemma 13.1. Se ||A|| < log2 allora log(e?) = A. In particolare I’applicazione esponenziale ¢
wniettiva in un intorno di 0.
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1— tA\n
Dimostrazione. La funzione log(e!?) = log(1 — (1 — e!4)) = — Z a=er)" ¢ derivabile per
n
n>0
€ [0, 1], vale 0 per t = 0 e la sua derivata &
1
tA( tAyn _ g tA —
log Z —Ae — € ) = Ae m = A.

n>0

14. LA FORMULA DI DERIVAZIONE

Vogliamo adesso trovare una formula per la derivata di e*®*); supponiamo per semplicita che
A(t) sia di classe C* su un intervallo aperto U C R, anche se il risultato vale in maggiore
generalitd. Abbiamo gia osservato che anche eA(*) & di classe C™ su U.

Teorema 14.1. Sia A(t) una matrice a coefficienti funzioni C™ in un intervallo aperto U,
allora vale la formula
ad A(t) _ 1

A(t)\ ,—A(t) _
(e™)e ad A(t

m>0 m + 1

Inoltre B,
A) =3 —ad A@)™ [(e?®) e A1),
m>0

dove i B,,, sono i numeri di Bernoulli.
Dimostrazione. Sian > 01'ordine della matrice A(t); indichiamo con H = C*°(U) 'algebra delle
funzioni C* su U e con H" lo spazio vettoriale delle n-uple di funzioni C*°. Con il prodotto
righe per colonna lo spazio M, (H) & immerso in End(H™): anziché dimostrare che 'uguaglianza
del teorema vale in M,,(H), dimostriamo che vale nell’algebra associativa End(H™).

Lo spazio End(H™) contiene anche 'operatore di derivazione D:

D(f1,-oy fu) = (f1s- -5 [, D € End(H").
dalla regola di Leibniz segue che per ogni B(t) € M,,(H) e per ogni F(t) € H" vale
D(B(F(t)) = B F(t) + B)D(F(1),

e quindi vale B(t) = [D, B(t)] in End(H").
Dunque

- AR (A1)

A(t) A(t) _

e De = Z I D m ,
k,s>0

ponendo m=k+ s e applicando il Lemma 12.4 troviamo

A(t Z Z < > —A(t))s — Z (adl;;('t))mD —

m>0 m>0

(ad A( t) (ad A(t
=D+ =D— t)'.
ngo Z (m + 1 A®)

Quindi

D _ AN PeAl) _ Z (?:ﬁftl);lm‘q(t)/
m>0 ’

e moltiplicando a destra per e

\ )] _ (ad A(t))™ / t
(eAMY = [D,er®] = mzZ:O WA(L‘) e,

T B
Ricordiamo che i numeri di Bernoulli B, sono definiti dallo sviluppo in serie — 7= Z L
e

e quindi I'operatore

> %(ad A(t))™ € End(H")

m>0
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¢ l'inverso di

ead A(t) _ 1
ad A(t)
Quindi
B ead A(t) _ 1 B
I 2m n r_ Pm my/ ,A(t)\ ,—A(t)
A = | 30 L5 @dAD)) | g AW = 3 R ed A@)" () e A0,
m>0 m2>0
O
15. LA FORMULA DI BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF

Siano A,C € M, (R), allora per ¢, s € R sufficientemente vicini a 0 & ben definito log(e!4e*“).

Teorema 15.1. Nelle notazioni precedenti vale
log(et4es®) Z t's! Z,;,
i+75>0
dove Z;; € M,(R) é un elemento di Lie di peso i + j dello spazio generato da A,C.

Seguira dalla dimostrazione che gli elementi Z;; si possono calcolare mediante una formula
ricorsiva. I primi termini della serie (peso < 3) sono:

s ts?
log(eAe%C) = tA + 5C + = [A 0] + E[A, (A, C) + 1%[0, (C, A]] +
Dimostrazione. Indichiamo con Z = log(e e*¢), allora per il Lemma 13.1
e? = ethesC, Z(0,s) = sC.

Derivando rispetto a t e applicando la formula di derivazione si ottiene

2 -3 Brazy e

ot o ot
e siccome
de” -z tA_sC _—sC —tA
——e 7 = Ae"e*%e e =A
ot
otteniamo 57 B,
B 2 (42"

Se scriviamo inoltre Z(t,s) = Y., <o Zm(s)t™ si ha Zy = sC; eguagliando i coefficienti di ¢°
abbiamo
7 = B77L moA _ Bmsm moA _ 2
1= Z T(ad Zo)™A = Z -~ (ad ©) A_A—f[c A+ = [C[C A + -,

m! 12
m>0 m>0

e piu in generale, eguagliando i coefficienti di ¢" si ha

1 B,
ZT‘+1 = ? Z 7' Z (ad Zi1 )(ad ZlQ) e (ad sz)A
r m>0 me i1+t =7

Per concludere la dimostrazione bisogna dimostrare che il coefficiente di s¢ in Z, ¢ di Lie di
peso d + r. Per r = 0 ci siamo; proseguiamo per induzione su r. Se scriviamo Z; = Zj Z;;87 la
precedente formula ricorsiva diventa

1 B,
Zrvd = 7 QLT > Y. (adZiyy)(ad Ziyp,) - (ad Zs,, ) A
m>0 Gt Fim=r j1t-tim=d

ed ogni addendo (ad Z;,,)(ad Z,,;,) - -- (ad Z;,, ;. )A & di Lie di peso r + d + 1. O



