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Produits et coproduits des fonctions guasi-symétriques
et de I'algébre des descentes

On étudie F'algébre O Sym des fonctions quasi-symétriques, Avec le coproduit externe ¥ {qui étend le
coproduit externe de l'algébre Sym des fonctions symétriques), Q' Sym est une algébre de Hopf. L'injection
Sym — (0 Sym est un morphisme d'algebres de Hopf. En tant qu'algébre commutative, (Sym est librement
engendrée. On trouve un ensemble de générateurs, indexé par les compositions de Lyndon, qui contient les fonctions
symétriques sommes de puissances. Aussi le coproduit inferne Y de Sym  (qui correspond au produit interne des
caractéres du groupe symétrique) s'étend & Q Sym, qui est une bigébre par rapport & ce coproduit, On dualise I'algébre
de Hopf (QSym,-,'y) et la bigébre (QSym,-, Y') pour obtenir I'algabre de Hopf (QSym*,A,A) et la bigébre
(QSym*. A, 0). La premiére est isomorphe & une algébre associative libre, vue comme algébre de Hopf enveloppante
de Valgébre de Lie libre. La deuxidme est, comme alg&bre, Falgébre des descentes de Solomon. Plus précisément,
(QSym*,A,-) = (E,A, *), avec le produit de convolution, et (QSym*,A,O) E(E,A,-), Ia bigébre des descentes de
Solomon. Tous ces produits et copreduits de X s'étendent & KS=,, K5,

Parail?lement, on reprend la théerie des P-partitions d'un ordre partiel P et de la fonction génératrice associée.
L'automorphisme ) de Sym s'étend & un automorphisme () de O Sym qui est (au signe prés) I'antipode de l'algébre
de Hopf (8ym. It correspond & prendre I'ordre partiel dual d'un ordre donné. On doune aussi une interprétation pour
le produit et pour le coproduit externe ¥ de QSym: ils correspondent respectivement A ta réunion disjointe d'ordres
pariiels et & une certaine décomposition d'un ordre partiel en idéaux d'ordres, On démonire ensuite que si l'ensemble
des extensions linéaires d'un ordre partiel est plaxiquement clos, alors P'ordre: partiel est en fait une forme gauche
d'étiquetage standard. Ce résultat est ké & une conjecture de Stanley. Enfin, on étend aux graphes étiquetés une
construction de Schiitzenberger, 'évacuation, définic d'abord pour les tableaux de Young, élargie ensuite aux
ensembies partiellement ordonnés 2 étiquetage naturel. On démontre que I'évacuation est une involution et que
trainées ef irajecteires dans I'évacuation d'un graphe deviennent trajectoires et trainées dans 1'évacuation inverse.
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RESUME

On étudie l'algebre QQSym des fonctions quasi-symétriques. Avec le coproduit externe
v (qui étend le coproduit externe de 'algebre Sym des fonctions symétriques), QSym
est une algebre de Hopf. L’injection Sym <— @QSym est un morphisme d’algebres de
Hopf. En tant qu’algebre commutative, QSym est librement engendrée. On trouve un
ensemble de générateurs, indexé par les compositions de Lyndon, qui contient les fonctions
symétriques sommes de puissances. Aussi, le coproduit interne " de Sym (qui correspond
au produit interne des caractéres du groupe symétrique) s’étend & QSym, qui est une
bigebre par rapport & ce coproduit. On dualise I’algébre de Hopf (QSym, -, ) et la bigebre
(QSym,-,7'), pour obtenir l'algebre de Hopf (QSym*, A,-) et la bigebre (QSym*, A,0).
La premiére est isomorphe a une algebre associative libre, vue comme algebre de Hopf
enveloppante de l'algebre de Lie libre. La deuxieme est, comme algebre, ’algebre des
descentes de Solomon. Plus précisement, (QSym*, A,-) ~ (3, A, %), avec le produit de
convolution, et (QSym*, A,¢) ~ (X, A, ), la bigebre des descentes de Solomon. Tous ces
produits et coproduits de X s’étendent a K.S = ©p>1KS5,.

Parallelement, on reprend la théorie des P-partitions d’un ordre partiel P et de la
fonction génératrice associée. L’automorphisme w de Sym, s’étend a un automorphisme
w de QSym, qui est (au signe pres) lantipode de l'algebre de Hopf @QSym. Il correspond
a prendre l'ordre partiel dual d’'un ordre donné. On donne une interprétation aussi pour
le produit et pour le coproduit externe v de @QSym: ils correspondent respectivement a
la réunion disjointe d’ordres partiels et a une certaine décomposition d’un ordre partiel en
idéaux d’ordres.

On démontre ensuite que si I’ensemble des extensions linéaires d’un ordre partiel est
plaxiquement clos, alors 'ordre partiel est en fait une forme gauche d’étiquetage standard.
Ce résultat est lié a une conjecture de Stanley.

Enfin, on étend aux graphes étiquetés une construction de Schiitzenberger, I’évacuation,
définie d’abord pour les tableaux de Young, élargie ensuite aux ensembles partiellement
ordonnés a étiquetage naturel. On démontre que l’évacuation est une involution et que
trainées et trajectoires dans ’évacuation d’un graphe deviennent trajectoires et trainées
dans I’évacuation inverse.
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INTRODUCTION

Les fonctions quasi-symétriques apparaissent dans le travail de Thomas [Tho],
Stanley [Stal, [Stal], Gessel [Ges|, en relation avec '’énumeration de permutations,
la correspondance de Robinson-Schensted, les décompositions réduites et les P-par-
titions. L’algebre des descentes de Solomon ¥ apparait dans [Sol], et a été étudiée et
généralisée dans plusieurs papiers: [B], [BBH], [GReu], [ManR], [Mos], [P]. Le but
principal de ce travail est de mettre en dualité I’algebre des fonctions quasi-symétri-
ques et I'algebre des descentes de Solomon, chacune avec leur produits et coproduits.

L’historique de cette dualité est expliquée ci-apres.

En 1972, Richard Stanley [Sta] introduit la notion de P-partitions, une générali-
sation des tableaux de Young semi-standards (ou partitions planaires) aux ensembles
partiellement ordonnés P, et de la fonction génératrice associée, dénotée ici par I'(P).
Ira Gessel reprend en 1984 1'étude des P-partitions dans [Ges], ou il introduit la
notion de P-partition r-partie, dans le but d’énumerer, entre autres, les r-tuplets de
permutations dont les ensembles des descentes sont fixés et dont le produit est une
permutation donnée. Il précise une propriété vérifiée par I'( P), la quasi-symétrie: une
fonction en les variables totalement ordonnées X est quasi-symétrique si chaque fois
quex; < ...<zpety <...<y, lescoefficients des mondmes z{* ... " et yi* ...y
sont égaux. L’ensemble QSym des fonctions quasi-symétriques est une sur-algebre de
I’algebre des fonctions symétriques. Gessel donne une décomposition remarquable de
la fonction génératrice des P-partitions bi-parties, permettant de définir un coproduit,
qui est en fait I'extension du coproduit interne +" de 'algebre Sym des fonctions
symétriques. Son résultat se reformule ainsi: [’algebre 3 des descentes de Solomon %

est naturellement le dual de la cogébre QSym avec le coproduit interne ~'.



Nous nous sommes posés les questions suivantes (auxquelles le présent travail
donne réponse): peut-on étendre a QSym aussi le coproduit externe des fonctions
symétriques? Quel sera le rapport entre cette cogebre et 'algebre des descentes?
Peut-on définir sur ¥ un produit autre que le produit de l'algebre du groupe, tel
que X soit encore isomorphe a l’algebre duale de la cogebre QQSym avec le coproduit
externe 7 Quel est effet sur les ordres partiels des opérations de QQSym, si on les

applique aux fonctions genératrices des P-partitions?

Dans le premier chapitre, on donne les définitions de compositions et partitions
d’un entier, tableaux, de compositions et partitions conjuguées, aussi bien que de
certaines opérations sur les compositions: la concaténation et la fusion. On décrit la
bijection entre compositions de n et sous-ensembles de [n— 1]. On donne les relations
entre les descentes d’une composition et les descentes de la composition miroir et de

la composition conjuguée.

Le chapitre 2 sert de rappel des définitions et propriétés fondamentales des
algebres, cogebres, bigebres et algebres de Hopf. Aussi, on examine plus en détail
deux structures d’algebres de Hopf sur I'espace K (A) des polynémes non commutat-
ifs en une infinité de variables A sur un corps K, c’est-a-dire ’algebre de Hopf de

concaténation et du mélange. Ces algebres sont duales entre elles.

Dans le chapitre 3, on révise les définitions et les résultats standards sur 'algebre
Sym des fonctions symétriques en une infinité de variables commutatives X sur un
anneau K. Si Y est un ensemble infini de variables disjoint de X, on considere la
fonction symétrique g dans le nouvel ensemble de variables X UY', dénotée par g(x,y).
Si on sépare dans g(z, y) les variables X des variables Y, on trouve une décomposition
g(x,y) = gi(z)gi(y) dans laquelle les fonctions g; et g} sont en fait symétriques. Il

en résulte un coproduit ~, dit externe. De fagon analogue, on obtient le coproduit



interne 7' quand on décompose la fonction symétrique g calculée sur ’ensemble des
variables Z = XY. Avec le coproduit externe, Sym est une algebre (graduée) de
Hopf commutative, dont I'antipode correspond a l'involution w de Sym, qui associe
les fonctions symétriques élementaires aux fonctions symétriques homogenes. Par
rapport aux produit scalaire pour lequel les fonctions de Schur forment une base or-
thonormale, Sym est une algebre de Hopf auto-duale (cf. Zelevinski [Z], Geissinger
[Gei]). Sion prend le coproduit interne, Sym est une bigebre commutative et cocom-
mutative, dont 'algebre duale est isomorphe a ’algebre Sym avec le produit interne

(cf. Thibon [Thi], Gessel [Ges]).

Dans le chapitre 4, nous introduisons la notion de fonction quasi-symétrique.
Toujours, ’ensemble infini des variables commutatives X sera muni d’un ordre total.
L’espace vectoriel QQSym est fermé par le produit usuel des séries formelles. Comme
on I'a fait pour 'algebre Sym, nous prenons un autre ensemble de variables Y disjoint
de X et totalement ordonné. Sur X UY on considere 'ordre total ou toute variable
dans X est plus petite que toute variable dans Y. Il s’avere que si on décompose
la fonction quasi-symétrique g(x,y) = 3 g;(x)gi(y) en séparant les variables de X et
Y, les fonctions g;(x) et ¢i(y) sont quasi- symétriques, ce qui donne un coproduit,
qui est l'extension du coproduit externe v de Sym. Avec ce coproduit, QSym est
une algebre de Hopf graduée commutative, dont Sym est une sous-algebre. Nous
démontrons que, comme algebre, ()QSym est libre ; nous décrivons un systeme de
générateurs algébriques, indexés par les compositions de Lyndon, qui contient les
fonctions symétriques sommes de puissances: QSym est donc aussi un module libre
sur Sym (Corollaire 4.19). L’outil principal de cette preuve est un changement de
base, obteu par logarithme, analogue au calcul développé par Garsia et Reutenauer

|GReul.



Soit maintenant Z = XY = X x Y, avec l'ordre lexicographique. Dans [Ges],
Gessel démontre que la décomposition g(zy) = X ¢i(y)gi(z) de la fonction quasi-
symétrique g en les variables Z fournit un coproduit sur Sym, qui étend le copro-

duit interne v/ de Sym. Avec ce coproduit, QSym est une bigebre. Les fonctions

uasi-symétriques monomiales Mg = x{t ... x* forment une base de 'espace
q y q c 1 k P
r1<...<Tp
@QSym, indexée par les compositions. Une nouvelle base est définie par la relation
Fp = Z Me.
Cc>D

La théorie des P-partition permet de donner une interprétation aux fonctions Fg
(cf. Stanley [Sta], Gessel [Ges]). Plus précisément, si w est un mot dont la compo-
sition associée est C, et si P(w) désigne 'ordre linéaire correspondant au mot w, on
obtient o comme la fonction génératrice des P(w)-partitions: Fo = I'(P(w)). Dans
[Gesl], Gessel démontre que l'application linéaire w définie par Fo — Fgr est un
automorphisme de QQSym, qui étend 'automorphisme w des fonctions symétriques.
Elle est, au signe pres, I'antipode de l'algebre QSym. On démontre aussi que
w('(P)) = I'(P*), c’est-a-dire la fonction géneratrice de l’ensemble partiellement
ordonné dual de P correspond a l'antipode. Nous donnons une expression explicite
des fonctions symétriques f, qui correspondent aux fonctions symétriques mono-
miales via 'automorphisme w, en termes de celles-ci: notamment, le coefficients
dans cette écriture auront tous le méme signe; nous retrouvons ainsi un résultat de
Doubilet [D]. Nous pouvons interpréter aussi le produit et le coproduit externe de
@QSym: la réunion disjointe de deux ordres partiels correspond au produit, et une
certaine décomposition d’un ordre partiel en idéaux correspond au coproduit. Nous
en déduisons ainsi une expression pour le produit et le coproduit des fonctions de la

base des F¢, qui seraient autrement difficiles a trouver.

Dans le chapitre 5, on établit la dualité entre QSym et 'espace ¥ engendré par



les classes des descentes du groupe symétrique. Dans [Sol], Solomon démontre que
Pespace X est fermé par rapport au produit des permutations: X est donc une sous-
algebre de 'algebre du groupe symétrique K S. Nous définissons sur K'S un coproduit
A et un nouveau produit, indiqué par %: il est la restriction a K.S du produit de
convolution de I’algebre de Hopf de concaténation K (A). Nous démontrons que K S,
avec le produit x et le coproduit A, est une algebre de Hopf, dont ¥ est une sous-
algeébre de Hopf! . Pour le montrer, nous utilisons un autre coproduit A’ et produit
* (qui est la convolution de I’algebre de Hopf du mélange), par rapport auxquels K S
est une algebre de Hopf. Le produit x et le coproduit A s’obtiendront du produit '
et du coproduit A’ si on conjugue par 'automorphisme 6 de KS qui associe a toute
permutation son inverse. En s’appuyant a une identité fondamentale de Garsia et
Remmel [GRem]|, qui relie une base de ¥’ = 0(X) au produit du mélange, il est facile
de voir que Y est fermé sur le produit «'. Soit Do = Z o € X, et F la base de
QSym™* duale de la base F de QSym. Alors l’appligsi(gil:ﬁnéaire Ft — D¢ est un
isomorphisme de I'algebre de Hopf Q. Sym*, duale de QQSym avec le coproduit externe,
dans l'algebre de Hopf des descentes, et au méme temps de la bigebre QQ.Sym*, duale
de la bigebre QSym avec le coproduit interne, dans la bigebre ¥ des descentes (de
Solomon). Pour montrer que le coproduit A est un morphisme pour la structure
d’algebre, un utilise le développement du produit des éléments de la base D¢, décrit

par Garsia-Remmel [GRem].

Il est bien connu que la fonction génératrice des partitions planaires de forme
A/ est une fonction symétrique, notamment la fonction de Schur sy/,. Stanley con-

jecture que seuls les ensembles ordonnés dont la fonction géneratrice est symétrique,

1On utilise parfois le terme “algebre des descentes” pour indiquer I’espace vectoriel ¥. Remar-
quons ici que pour éviter toute ambigiiité, il faudrait plutot parler de “bigebres des descentes”, car

en effet il y a deux produits differents sur 3.



proviennent des partitions planaires. On pourrait dire dans ce sens que les ensem-
bles partiellement ordonnés sont aux fonctions quasi-symétriques ce que les tableaux
de Young sont aux fonctions symétriques. Dans le chapitre 6, dans la tentative de
résoudre la conjecture ci-dessus, nous avons plutot montré le résultat suivant, qui a été
conjecturé par Reutenauer: L(P) est une réunion de classes plaxiques (cf. Lascoux-
Schiitzenberger [LS]) si et seulement si 'ordre partiel P provient d’un tableau gauche.
On montre ensuite que la conjecture de Stanley est équivalente a la conjecture sui-
vante: si la fonction génératrice I'( P) est symétrique, alors I'(Q)) est symétrique, pour

tout sous-ensemble () convexe dans P.

Dans le Chapitre 7, nous étendons aux graphes étiquetés une construction que
Schiitzenberger avait défini d’abord sur les tableaux de Young, ensuite sur les en-
sembles partiellement ordonnés a étiquetage naturel: 1’évacuation. Nous montrons
de maniere simple que I’évacuation est une involution, et que les trainées et les tra-
jectoires de I’ évacuation d’un graphe deviennent les trajectoires et les trainées de |
‘évacuation inverse. L’outil principal sera un ensemble d’ opérateurs r;, introduit par
Haiman [H], qui agissent sur le graphe étiqueté comme les transpositions adjacentes

que si les entiers i et 741 sont les étiquettes de sommets non-adjacents dans le graphe.



1 COMPOSITIONS ET PARTITIONS

Une composition est une suite finie d’entiers positifs. Si C' = (¢q1,...,¢;) est une
composition, on appelle |C| = ¥ ¢ le poids de C et £(C) = k la longueur de

C. Les entiers ¢; sont les parts de C. Pour dire que C est une composition de

n, (i.e. |C| = n ), on écrit souvent C' = n. On écrit parfois ¢;...¢, au lieu de
(c1y...,¢x). Limage miroir de C est la composition C~ = (¢, cx_1,...,¢1) de n .
SiC = (cr,...,cx) et D = (dy,...,d) ont le méme nombre de parts, on définit la

somme de C' et D par C+ D = (¢1 + dy, ..., cx + di).

Chaque nombre entier peut étre considéré comme une composition de longueur 1.
SiC'=(c1,...,cx) et D= (dy,...,dy) sont deux compositions de n, on écrit C' > D
si la composition C est plus fine que D. Ceci signifie qu’il existe une décomposition

de l'intervalle {1,...,k} en h intervalles consécutifs I1,. .., I tels que d; = 3¢y, ¢;.

Exemple 1.1 Voici le diagramme de Hasse de I'ordre partiel sur les compositions de

4. La composition la plus fine est 1111.

1111

211
31

\

112 121><1

2

/

Figure 1.

/F

2
4



On parlera aussi de pseudo-composition de n quand on a une suite finie d’entiers
positifs ou nuls H = (hy,...,h;) dont le poids |H| = >, h; est n, de longueur
((H) = k. 1l est naturel d’associer a toute pseudo-composition H la composition

C(H) (de longueur ¢((H)) < ¢(H)) qu’on obtient en supprimant les zéros de H.

Une partition est un multi-ensemble d’entiers positifs. L’usage est d’identifier
une partition A avec la composition décroissante canoniquement associée a ce multi-
ensemble, soit A = (Ag,..., \g). Il est parfois commode d’écrire la partition sous la
forme A = (1"™2™2 . 4™ .. .), ou l'entier m; = m;(\), dit la multiplicité de i, est le
nombre d’occurrences de I'entier ¢ dans A\. On parlera ainsi de longueur, de poids et
de parts d’une partition, comme ci-dessus. Pour dire que A est une partition de n,
on écrit souvent A - n. Par p(n) on designe le nombre de partitions de n. On adopte
la convention: \; = 0sii > (()\).

Si C' est une composition, nous dénotons par A(C') 'unique partition qu’on obtient
en réarrangeant les parts de C' de fagon décroissante.

Le diagramme ( ou la forme) A = (A\1,...,\x) est défini comme l'ensemble des
points (7,7) € N? tels que 1 < i < Ajpour j =1,..., k. Généralement on remplace

les points par des cases. Par exemple, le diagramme de A = (3221) est donné dans la

Figure 2.
L] L] Ou
Figure 2.



Figure 3.

Pratiquement, on construit le diagramme de A en empilant du bas en haut suc-

cessivement des bandes horizontales ayant A; cases.

La partition conjuguée d'une partition Aest la partition A’ dont le diagramme
s’obtient par transposition du diagramme de A, i.e. par symétrie par rapport a la

diagonale. Ainsi, si A = (3221) , N = (431), voir Figure 3.

On peut introduire différents ordres partiels sur ’ensemble des partitions.

e Pour deux partitions A et p on dira que A < p dans I'ordre lexicographique s’il

existe un indice j tel que A\; = p; pour @ < j et A\; < p;.

e Si || = |u| on dira que A <y dans Uordre de dominance si Ay + ...+ \; <

p1 + ...+ p; pour tout 7.

e On écrira enfin A D p si le diagramme de A contient celui de u.Ceci peut aussi

s’écrire: \; > ;, pour tout i.

Soient A, o deux partitions telles que A D p. On définit la forme (ou diagramme)
gauche \/p comme étant ensemble des points de N2 qu’on obtient du diagramme
de X en enlevant les cases du diagramme de p. Le poids de A/ est |/ u| = |A| — |pl;

son conjugué est la forme gauche \'/p/'.

Un tableau T de forme X est un remplissage (i, ) — T'(i,7) du diagramme de

A par les lettres d'un alphabet X totalement ordonné (par exemple, un ensemble

9



infini de variables), qui satisfait les conditions suivantes sur les étiquettes 7'(i, j) du

diagramme:
o T(i,7) <T(i+1,7) (croissance de gauche a droite sur les lignes );
o T(i,j) <T(i,j+1) (croissance stricte du bas en haut sur les colonnes ).

Un tableau T est dit multilinéaire si chaque lettre dans 7" n’apparait qu’une fois,
et standard si de plus les premieres |\| lettres de X y apparaissent, ou A est la forme
de T. Si dans T il y a m; occurrences de la lettre i, le poids |T| du tableau est le

monome

T = ] ™.

i€X

De la méme fagon on peut définir un tableau associé a une forme gauche \/p.

Un chemin dans \/p est une suite de cases dans la forme gauche telle que deux
cases consécutives ont un co6té en commun. On dit que \/u est conneze si on peut
joindre deux quelconques de ses cases par un chemin . De maniere équivalente, \/pu
est connexe si et seulement si la condition ;11 — p; > 1 est vérifiée pour tout ¢ < £(p).

On parlera ainsi de forme gauche connexe ou de ses composantes connexes.

Exemple 1.2 Le diagramme de \/p = 4221/2211, qui a deux composantes connexes,

est ombragé dans la Figure 4.

Un ruban est une forme gauche A/p telle que ;41 — p; = 1 pour tout 1 < i < £(A).

A tout ruban A/ on peut associer la composition C' = (¢q, . .., ¢x) définie par

k= ((C) = ((\)

Civ1 = Mp—i — ph—iy 0 <0 < b — 1.

10



Figure 4.

Figure 5.

Vice-versa, soit C' = (¢q,...,¢,) une composition. Le ruban associé a C, dénoté
par rub(C'), est la forme gauche A/u, ol les partitions A et p sont définies par les

relations suivantes:

)\k:cl
Aipr—pi = 1,1 <i<k—1

ANi — i =Cpiy1, 1 <i < k-1

Par exemple, pour C' = (2213) on obtient rub(C') = 5332/221, voir Figure 5.
Pratiquement, on construit rub(C') en collant successivement une bande horizontale
a c;11 cases en dessous de la derniere case d'une bande horizontale a ¢; cases.

La composition conjuguée d’'une composition C, dénotée C’, est I'unique composition
qui satisfait

rub(C") = (rub(C))".
Dans la Figure 6 on a (rub(C))" = 44311/32, et C' = (11321).

Il est bien connu qu’il y a une bijection entre compositions de n et sous-ensembles

11



Figure 6.

de {1,...,n— 1} = [n — 1]. Elle se définit de la manieére suivante.
A la composition C' = (cq, ..., ) de n on associe le sous-ensemble Des(C) = {d; <

... < dy_1} de [n — 1], appelé I'ensemble des descentes de C' et donné par
di:di_1+ci,1§i§k—1,

ouonposedy=0,ie. di=ci+cs+...+¢.
Dénotons par C la correspondance inverse de Des, qui au sous-ensemble S = {d; <

... < dy_1} de [n — 1] associe la composition C(S) = (cy,...,cx) de n donnée par
Ci:di—di_l,lgigk, (11)

avec dg = 0 et di, = n.

Remarque 1.3 Soient S, T' des sous-ensembles de [n—1] : ona S C T si et seulement

si C(S) < C(T).

Remarque 1.4 On peut étiqueter le ruban associé a une composition C' de n avec
les entiers de 1 a n en partant du haut. On obtient alors Des(C') directement en
lisant les étiquettes des cases les plus a droite sur chaque ligne de rub(C), sauf la
derniére . Par exemple, pour C' = (2213) on a Des(C) = {2,4,5} et Des(C') apparait
vraiment comme les nombres suivis d'une descente lors de cette lecture (voir Figure

7.
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5)

678

Figure 7.
Remarque 1.5 Pour C' = (¢4,...,¢,) Enona
Des(C™) ={n —1i| i € Des(C)} : (1.2)

en effet

D@S(ON) = {Ck,Ck+Ck_1,...70k+...+02}
={n—-(a+...4+c1),n—(c1+...+¢c2)....,n—c1}
= {n_dk—lyn_dk—%“w—dl}'

Etant données deux compositions £ = (ey,...,ex) et F = (f1,..., fr),ly adeux
fagons de les "coller”. L’une consiste a coller rub(F) en dessous derub(E) de sorte
que le résultat reste un ruban: plus précisement, on considere la nouvelle composition

EF obtenue par concaténation de E et F':

EF:(61,...7€k,f1,...,fh).

L’autre consiste a coller rub(F') a coté de rub(E): il s’agit de l'opération suivante,

qu’on appellera la fusion de E et F"

EOF:(61,...,€k_1,€k+f1,f2,...,fh).

Par exemple, pour £ = (21) et F' = (32) voir Figure 8. On a |[EF| = |EFo F| =
|E| 4+ |F|, {(EF) =U(E)+ {(F) et {(Eo F) =L(E) + {(F) — 1. Il est clair que

(EF)~ = F~E". (1.3)

13



L

EF=@32) FoF=(212) .|

Figure 8.

Remarque 1.6 Si la composition E = (¢) n’a qu'une part, 'ensemble Des(c o F)

est obtenu & partir de Des(F') par addition de ¢:
Des(co F) ={c+d|d € Des(F)} C [n—1]\ [¢].

Pour s’en convaincre, voir la Remarque 1.4.

Lemme 1.7 On a |E| € Des(EF) et Des(E o F') = Des(EF) \ |E| = Des(E) U
Des(|E| o F); donc EF couvre E o F dans l'ordre partiel du raffinement des compo-

sitions, i.e. Ko F < EF et il n’y a pas de composition intermédiaire.
Dém. Clair, si on considere la Remarque 1.4.0
Lemme 1.8 (EF) =F o E'.

Dém. Clair d’apres la définition de C’ et son interprétation graphique.0

E F’

Proposition 1.9 Les ensembles Des(C™) et Des(C") forment une partition de [’en-

semble [n — 1], si C' est une composition de n.

14



Dém. On montre par récurrence sur £(C') que
Des(C~)U Des(C") = [n — 1], (1.4)

et

Des(C™~) N Des(C") = 0. (1.5)
Si¢(C)=1,ie. C=(n),onaC”=(n),C"=(1"), donc Des(C~) =10, Des(C") =
n — 1], et (1.4), (1.5) sont vraies. Si ¢(C) > 1 on peut écrire C' = EF, avec
1 </U(E),((F) < {(C), et on a par le Lemme (1.8) et la relation (1.3) C' = F'o E' et
(C~) = (F~E™). Soit |E| = e, |F| = f, avec e + f = n. Alors:

Des(C™) U Des(C")

= Des(F~E™)U Des(F' o E')

(Lemme 1.7) = (Des(F~)U Des(|F~|o E™)U{|F™|})
U(Des(F") U Des(|F'| o E"))
—1JU{f}UDes(foE~)UDes(foFE")

f1U{f +d|d € Des(E~)U Des(E'")}

(récurrence sur F') =[f
=

(récurrence sur E) = [flU{f+1,...,f+1—1}
= |

(Rémarque 1.6)

n—1J.
On a Des(F™), Des(F") C [f—1] et pour la Remarque 1.6 , Des(foE™), Des(foE") C

{f+1,...,n—1}: par conséquence

Des(C™) N Des(C") (1.6)
= (Des(F~)U Des(f o E)U{f}) N (Des(F")U Des(f o E"))

= (Des(F~)N Des(F")U{f+d| de Des(E~)N Des(E")} =0,
ou la derniere égalité suit par récurrence sur F et F. O
Corollaire 1.10 Des(C'™) = Des(C™") = [n — 1]\ Des(C).

15



Dém. Ceci découle de (1.4), car I'image miroir et la conjugaison sont des involu-

tions.O
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2 ALGEBRES DE HOPF

2.1 Définitions

Dans cette section on donne les définitions et les propriétés fondamentales des co-
gebres, bigebres et algebres de Hopf. Pour une présentation plus détaillée, voir

Abe [A], ou Sweedler [Swe].

Soit K un corps commutatif. Un espace vectoriel A sur K est une K -algéebre s’il

est muni de deux applications linéaires
w:A® A — A (le produit)

et
n:K — A (I'unité)

telles que les diagrammes suivants commutent:

@1

ARARA AR A AR A
1®p I 1®n jz n®l1
Ao A a A ARK—— A —— . K®A

Le premier diagramme nous dit que le produit est associatif, le second que 7(1) est
I’élément unité pour le produit dans 'algebre A.

Une algebre A est graduée s'il existe une decomposition de A en somme directe
de sous-espaces A = @;>0A4; telle que p(A; ® A;) C Ay et n(K) C A .
Soit 7: A® A — A ® A l'application linéaire échange donnée par 7(r ®@y) = y ® x.

A est une algebre commutative si on a = o T.

17



Dualement, une K -cogebre est un espace vectoriel C' sur K muni de deux appli-
cations linéaires

A:C— C®C (le coproduit)

et

€:C — K (la co-unité)

telles que les diagrammes suivantes commutent:

A
C Cec %,
A 1A ~ A ~
A®R1 1 1
C®C YL L cecec  Ceok-—2f coc P kec

Les propriétés indiquées dans les diagrammes sont la coassociativité du coproduit et

la counitarité, et elles se traduisent par les relations

(1®A)ocA=(A®1)oA (2.1)
et
(I1®e)oAlc)=c®1 (2.2)
(e@1)oAc)=1®c¢ (2.3)
respectivement.

Une cogebre C' est graduée s’il existe une decomposition C' = @;>¢C; telle que
A(C) C @k(Cr @ Cp—y) et €(C) =0sin > 1.

On dit que C est une cogebre cocommutative si 7o A = A.

Soient (A, pa,ma) et (B, up,np) deux K-algebres. Une application linéaire ¢ :

A — B est un morphisme d’algébres si et seulement si ¢ o g = pug o (¢ ® @) et

18



¢ omna=ns.
Pour des cogebres (C, Ac, ec) et (D, Ap,ep), Papplication linéaire ¢ : C' — D est

un morphisme de cogébres si et seulement si () ® 1) o Ac = Ap o) et ep o) = ec.

Si A et B sont deux algebres (resp. cogebres), on étend a A ® B la structure
d’algebre (resp. cogebre) de facon naturelle: paep = (a4 @ pp)o (1@ 7® 1) et
Nagp = Na @ Np (resp. Augp = (1 @7 ® 1) 0o (A4 ® Ap) et cagp = €4 ® €p).
Une K-algebre qui est au méme temps une K-cogebre est une bigebre si les deux
structures sont compatibles, dans le sens que A et € sont des morphismes d’algebres.
Explicitement, ceci veut dire que €(n(1)) =1, e(gh) = €(g)e(h), et A(n(1)) =n(1) ®
n(1), Algh) = 32 gih; ® gy si Alg) = X gi ® g; et A(h) =X h; @ b
On peut montrer que A et ¢ sont des morphismes d’algebres si et seulement si p et

n sont des morphismes de cogebres ([A], Th.2.1.1).

Un morphisme de bigébres A et B est une application linéaire ¢ : A — B qui
soit au méme temps un morphisme pour les structures d’algebre et de bigebre. Un
exemple: si A est une bigebre, 'application d’échange 7 est un morphisme pour la
bigebre A ® A.

Un élément ¢ d'une bigebre est dit "group-like” si A(c) = ¢ ® ¢; il s’appelle
primitif si A(c) =c®1+1®cet de plus €(c) =1

Soit (A, pa,na) une algebre, (C,Aq,€ec) une cogebre, f,g € Hom(C, A) deux
applications linéaires. La convolution = de f et g est 'application linéaire C' — A
définie par

frg=pao(f®g)oAc. (2.4)
Hom(C, A) devient ainsi une K-algebre quand on prend comme produit la convolu-
tion, et comme unité n(a) = ana o ec.

Une bigebre A est une algebre de Hopf s’il existe une application linéaire S €
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End(A) telle que
Sxl=1xS=noe, (2.5)

i.e.

po(S®1l)oA=po(l1®S)oA=noe. (2.6)

Un tel S s’appelle 'antipode de A. On montre que S est un anti-homomorphisme

d’algebres et de cogebres; si de plus I’ algebre A est commutative, S est une involution

(JA] Th. 2.1.4).

Etant données des algebres de Hopf A et B d’antipodes S4 et Sp respectivement,
¢ : A — B est un morphisme d’algebres de Hopf si ¢ est un morphisme de bigebres
et de plus ¢ o Sy = S o ¢.

En partant d’'une cogebre (C, A, €) on construit ’algébre duale de C' comme il
suit: soit
10t R0 L (Ce ) AL o (2.7)
la composition de I'application naturelle p avec la transposée de la comultiplication
A, et
w: K~ K* - 0", (2.8)

Plus explicitement, pour f,g € C* le produit 7(f ® ¢) sera la convolution f x g et
u(l) =e.

Si C' = ®;>0C; est une cogebre graduée, le dual gradué C*9" = @;5(C; est une

algebre graduée, sous- algebre de 'algebre C* duale de C.

Remarque 2.1 On ne peut définir analoguement la cogebre duale d'une algebre
donnée A que si A est de dimension finie, car seulement dans ce cas p: A* @ A* —

(A® A)* est une bijection.
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Par contre, si (A = @;>04;, p,n) est une algébre graduée localement finie (i.e. dont
les composantes homogenes sont tous de dimension finie), alors A7 ® A% ~ (A; ® 4;)*
pour tout ¢, 7, et le dual gradué A*" = @,;>0A; est une cogebre: le coproduit A est
le transposé du produit p' : A¥ — (8;4; ® A,_;)* ~ @&;AF @ AX_, et la co-unité
€ Af — K est définie par e(f) = f(n(1)).

En particulier un tel espace A est une bigebre graduée de type fini (A, u,n, A, €) si
et seulement si (A*, u*, n*, A* €*) 'est aussi (voir Milnor-Moore Proposition 4.8 dans

[MM]).

On dira que une bigebre graduée A = @;>0A; est connexe si € : Ay — K et

n: K — Ag sont des isomorphismes. Notamment, on obtient 7o € = id|f.

Proposition 2.2 (Milnor-Moore, [MM], §4) Toute bigebre graduée connexe de type
fini est une algébre de Hopf.

Dém. Grace a la graduation, il devient possible de définir I'antipode, disons S : A —
A, par récurrence, sur chaque composante A,, en utilisant la relation (2.6). Comme

A est connexe (i.e. Ay = K), nécessairement S est I'identité sur Ay:
l=noe(l)=po(S®id)oA(1l)=5(1)-1=5(1).

Si l'on connait S sur A; pour tout 0 < i < n, on peur définir S sur A,,.1. En effet on

aA(An1) € Y, A;®Aj; done pour © € Appq, soit A(z) = > Y a;@af,
i+j=n+1 i+j=n+1
"€ A;. Puisque Ay ® A1 ~ A,41, on peut écrire

N /
ou y, T;

Al@)=yoa+ > > w@r]

itj=n+1
i<n

pour quelque a € K, y € A, 41. Or, il ne faut pas oublier que (1®¢€)oA(z) =2 ® 1

(c’est la relation (2.2)), alors
yRa=yRela)=(10¢ oAx) =21,
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donc de po (S ®id) o A(z) =noe(r) =0, on déduit

S(x)=8S(x)-1=— > > S(x)-2]. O

it+j=n+1
i<n

Remarque 2.3 Dans ce travail, les espaces vectoriels considérés seront tous gradués
de la forme V = ®;5¢Vi, avec les sous-espaces V; de dimension finie. Ainsi, pour
simplifier les notations dans la suite, nous appellerons dual de V' le dual gradué et le

dénoterons V* plutot que V*97.

2.2 L’algebre de concaténation et du mélange

On donne ici deux exemples d’algebres de Hopf , qui ont la propriété d’étre duales

I'une de l'autre, et qui nous serviront plus loin.

Soit, A un ensemble infini de variables non commutatives, K un corps commutatif,
A* T'ensemble des mots dans A, K(A) l'espace des polynomes non commutatif. Si
P e K(A), on écrira
P= > (Puwuw,

wEA*

ou (P, w) exprime donc le coefficient du mot w dans P. En d’autres termes
(,) KA ®@K(A) — K

est le seul produit scalaire sur K(A) pour lequel A* forme une base orthonormale.
Siw=w...w,, w; €A, on dénote par |w| = n la longueur du mot w, et par A" I’

ensemble des mots de longueur n. Le degré d’un polynome P # 0 est
deg(P) = sup{|w|,w € A", (P,w) # 0},

et deg(0) = —oo. Un polynome P € K(A) est homogéne de degré n s'il est combi-

naison linéaire de mots de longueur n: 'espace K(A) = @;50K (A™) est donc gradué.
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Le produit de concaténation
conc : K(A) ® K(A) — K(A)

s’obtient par extension de la concaténation uv de deux mots u,v € A*: si P,Q €
K(A), on a
(PQw)y = Y (Pu){Q,v).

u,vEA*

uv=w

Avec l'injection u : K — K(A) comme unité, K(A) devient une algebre associative,

librement engendrée par A et graduée, car deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
On définit sur A les suivants homomorphismes d’algebre:
§: K(A) — K(A) @ K(A)
a)=a®1+1®a,
€: K(A) — K : ¢(a) = 0.

Siw=w...w, €A*, on dénotera par w™~ = w, ...w; son image miroir. Le résultat

suivant est bien connu (voir [Reu], Proposition 1.10, et [A]):

Proposition 2.4 Avec l'antipode
o K(A) — K(A) : a(w) = (—=1"hw™,

(K(A),d,¢€ conc,u) devient une algébre de Hopf, qu’on appellera algebre de Hopf de

concaténation.

On remarquera que « est entiérement défini par la propriété suivante: « est I'unique

anti-automorphisme de K(A) tel que

a(a) = —a pour tout a € A. (2.9)
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Un nouveau produit sur K(A), le mélange ou shuffle, denoté par LLI est défini
comme suit.
Soit w = wy ... w, € A*, et indiquons par w|; = w;, ... w;, le sous-mot de w qui
correspond au choix d’indices I = {i; < ... < i,} C [n]. Soit u = uy...ug, v =
v1...v € A*: alors

ulllv => w(l,J),

ou la somme est sur les partitions 7 U J = [k + 1], INJ = 0 et le mot w(l,J) est
défini par w|; = u et w|; = v. En particulier on obtient deg(u LLIv) = k + [. Parfois
le produit mélange est défini par récurrence: w111 = 111w = w, et pour a,b € A,
u,v € A*

au LLIbv = a(u L bv) + b(au LLIv), (2.10)

ou, de facon équivalente
ua LLJvb = (u Ll vb)a + (ua LI v)b.
Avec le produit
sh: K(A) ® K(A) — K(A) : sh(P® Q) = PLUQ

qu'on obtient quand on étend le mélange par linéarité a tout K(A), et I'unité u,
K(A) est une algebre graduée associative et clairement commutative, car, comme
I’on voit sur la définition, le mélange ne dépend pas de 'ordre des facteurs. Avec ces

notations, calculons le coproduit § sur un mot w = a; ... a,:

d(w) =d(ay)...0an)
= (0 ®1+1®a)... (e, ®1+1®ay)
= > wioul= Y (wulldvu®v

TUJ=[n] u,VEA*
INJ=0
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Il en suit que le coproduit § est I’adjoint du produit mélange:

(0(w),u ®v) = (w,uLLIv). (2.11)

Soit ¢’ le coproduit sur K(A) qu’on obtient comme ’adjoint du produit de con-
caténation, c’est-a-dire:

Fw)= Y (w,uv)u®wv. (2.12)

u,vEA*

Le coproduit ¢’ est un homomorphisme de 1'algebre K(A) avec le produit mélange

(voir [Reu], Proposition 1.9):

8 (ullv) = (u) LU &' (v).

Proposition 2.5 (K(A),d €, sh,u) est une algébre de Hopf, dite algebre de Hopf
du mélange , si on prend o comme antipode. De plus, via l'identification de K(A)
avec son dual gradué K(A)* a Uaide du produit scalaire { , ), le dual de [’algébre de

concaténation est ’algébre du mélange.

Dém. La co-unité € est un morphisme pour le mélange, car ce produit respecte la
graduation:

sh(K(A™) ® K(A™)) C K (A™™),

L’application « aussi est un morphisme pour le mélange: soient u,v € A*, |u| = p,

lv| = g, alors

afulllv) = > alw(l, )= (-1 > w(I,J)

w|r=u w|r=u
wly=v wly=v
= (=Dt 7 w(G H)
w|g=u”
w| g =v™

= (—1)Pu™ LI (=1)%"~ = a(u) L a(v).
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(Il faut noter que si « est un anti-homomorphisme pour la concaténation, il est un
morphisme pour le mélange, ce dernier étant commutatif.)

Observons que le coproduit § coincide avec ¢’ sur A, i.e. les lettres sont des éléments
primitifs pour les deux coproduits. Pour montrer que K (A) est une algebre de Hopf
par rapport au produit mélange, il suffit de vérifier les relations (2.1), (2.2), (2.3), et

(2.5) pour tout mot w € A*. Pour la coassociativité du coproduit ¢’ on a:

(0'@1)od(w) =@ @1)() uewv)

Uv=w

= > (s@t)®v

stv=w

= > s®d(r)

Sr=w

=(1®J) Z sr=(1®4§)o0d(w)

Sr=w

Ensuite, puisque €(u) = 0 si u # 1, on trouve

(e®@1)od(w)= > elu)®@v=1Qw,

et de la méme maniere (1 ®€) o d'(w) =w® 1.

Enfin on veut montrer que « est bien 'antipode, i.e. que

sho (id ® a) o §'(w) = u o e(w), (2.13)
ce qu'on va faire par récurrence sur la longueur de w. Si w =1, uoe(l) = 1 et
sho (id® «a)od (1) =1L «a(l) = 1. Encore, siw =a € A, on auoe(a) =0 et
sho(id®a)od(a) =allla(l)+1la(a) =a—a=0. Soit w=w;...w,, n > 2.
Alors u o e(w) = 0 et si on pose wy = wy,41 = 1 on se ramene a montrer que

sho(id®a)od(w) =sho(id@a)( Y u®uv)

Uv=w

= sh (Zwl...wi ® a(wiy .. wn))
i—0

(—1)""wy .. w U wy, .. wi =0

I

s
Il
o
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Si on applique au dernier membre de ’égalité la récurrence (2.10) sur le mélange, on

a:

n

n
Z(—l)nizwl LWy L1 Wy .. Wip1 = Z(—l)”*zwl(wg LWy LLI Wy - - . wi+1)
=0 i=1

n n—1

= (_1)71—7,(2 wl(wg coeow W, .. wi+1) + Z wn(wl coeow W wg g .. wH»l))
i=1 1=0

:w1< > ul_l_la(v))—wn< > uLLIa(v))

UV=W?3...Wn, UV=W1]...Wn—1

= wy(sho (id @ a)d (wy ... wy,) — wy(sho (id® a)d (w; ... w,—1)) =0,

ou pour la derniere égalité on a utilisé (2.13), vraie pour f(w) < n.
Soient 7’ et € l'unité et la co-unité duales de € et n; par définition (voir (2.8)) on a

pour tout v € A*:
7 (1)(v) = (e(1),v) = (v, 1) = n(1)(v),
€(v) = (n(1),v) = (1, v) = €(v).
Ceci, avec les relations (2.11) et (2.12) impliquent la dualité. O

Si A est totalement ordonné, 1'ordre alphabétique sur A* est défini par
u<v<=v=uzx,r € A", oubien u = zau', v=zb', a, be A.

On dira que w € A* est un mot de Lyndon si w est plus petit que tout son facteur
droit, i.e. si pour toute factorisation non triviale w = uv, on a w < v. Il est bien
connu que tout mot admet une factorisation décroissante unique en mots de Lyndon.

De plus, on a le résultat suivant, du a Radford,[Rad]| (voir aussi [Reu], Théoreme

6.1):

Proposition 2.6 L’algebre du mélange K(A) est une algébre commutative libre, en-

gendrée par les mots de Lyndon.
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3 FONCTIONS SYMETRIQUES

3.1 Définitions

Dans ce rappel sur les fonctions symétriques nous avons suivi Macdonald [Mcd].

Soit K un anneau contenant Q, X un ensemble dénombrable de variable; il sera
commode d’avoir parfois un ordre total sur X. Par K[[X]] on dénote I'algebre des
série formelle sur X a coefficients dans K. Une série formelle f = f(x) € K[[X]]
est symétrique si pour tout o = (ay,...,0q,) € N™, 2;,y; € X, le coefficient de

8. 2% dans f est égal au coefficient de y§* ... y%m.
1 m 1 m

Une fonction symétrique est une série formelle symétrique de degré borné.
Dénotons par Sym I'ensemble des fonctions symétriques, par Sym,, 1'ensemble des
fonctions symétriques homogenes de degré n. 1l est clair que Sym et Sym,, sont

sous-modules de K[[X]]. On verra plus loin que Sym a aussi une structure d’algebre.

Nous noterons Sym ’ensemble des séries formelles symétriques. Sym  est la
complétion de Sym pour une topologie convenable. Il est facile de voir que Sym
est 'ensemble des séries formelles laissées fixes sous 'action du groupe symétriques
de X. On en déduit que Sym est une sous-algebre de K[[X]], et que Sym est une
sous-algebre de Sym. Si besoin est, nous utiliserons la notation Symyg, Sym, pour

préciser ’anneau des coefficients.
Pour A = (A\q,...,\) B n > 0, les fonctions symétriques monomiales m, sont
définies par

my = > > ok, (3.1)

B=(B1,--,B) T1<...<Tj
A(B)=X

m():l.
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Par exemple, moj; = Y (2yz + zy’z + 2y2?).
r<y<z
Le coefficient de z{" ... 23" dans my est 1 si AM(a) = A, 0 sinon. Donc my € Sym,,;

de plus, 'ensemble {m} -, forme une base pour Sym,: on a dimgSym, = p(n).
Nous avons besoin d’autres fonctions symétriques spéciales. Pour tout entier
r > 0, soit
Cp = Z Ly . Ty = M(1r)

1<...<Typ

la r -iéme fonction symétrique élémentaire,

h, = Z xl...xr:Zm)\
r1<..<zp Ar
la r -ieme fonction symétrique compléte (ou homogéne) et, pour r > 1,

pr= ) 2" =mg
rxeX

la r -iéme somme de puissances. On a eg = hg =1 et e; = hy.
Pour une partition A = (Ay,..., \x), on définit:
Ex = €Ex; - €Ny
hx=hy, ...hy,,

Px = DX ---DPrp-

Théoréme 3.1 ([Mcd], (2.3))

e\ =my + Z QM (32)

pN

ot les nombres avy, sont des entiers positifs.

Le Théoreme 3.1 nous dit encore une fois que les fonctions ey sont symétriques
(voir [Mcd], (2.3)) ; de plus les relations entre les ey et les m, étant triangulaires,

I'ensemble {ey} -, forme une base de Sym,,.Si on considere que pour p, v partitions
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on a e,e, = ey, on voit encore une fois que Sym est une algebre commutative

graduée, librement engendrée par les fonctions symétriques élémentaires, i.e.

Sym = Kley, e, .. .].

Soit A une partition de n. La fonction de Schur s, associée a A est la somme de
tous les monomes de tableaux de forme A:

s= > |1, (3.3)

Tde forme\

ou le remplissage des tableaux est fait avec les variables de X. Il est bien connu que
les fonctions de Schur sont symétriques et que I'ensemble {s)}-n forme une autre
base pour Sym,, (voir [Mcd], (3.2)).
Soient
E(t) =3,>p et
H(t) =350 het”
P(t) = st
les séries génératrices des fonctions symétriques élémentaires, homogenes et sommes

de puissances respectivement. On peut montrer que

Et) = J[Q+at) (3.4)

H(t) = ]1{(1 —at)! (3.5)
P(t) = H'(t)/H(t). (3.6)

Il suit de (3.4) et (3.5) que
H(t)E(-t) =1, (3.7)

identité qu’on peut récrire sous la forme

n

Z(—l)rerhn_r =0,n>1. (3.8)
r=0
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Soit w : Sym — Sym ’homomorphisme d’algebres graduées défini par w(e,) =

hyy,r > 0. On a donc w(ey) = hy.
Proposition 3.2 ([Mcd], (2.7)) w est une involution.

Dém. 11 suffit d’appliquer w a l'identité (3.8). O

Par conséquence, w est un automorphisme de Sym, Sym = Klhi, ho,...| et
I'ensemble {hy}x-, forme une base de Sym,,. L’identité (3.6) se récrit comme
n
nh, = Zprhn_r, n > 1. (3.9)
r=1
Cette derniere équation nous permet d’écrire dans K les {h,} en fonction des {p,}
et viceversa (K contient Q): les {p,} sont algébriquement indépendants et Sym =

K|[p1, pa, . ..]. Explicitement, on obtient
he= S 22 (3.10)
N=n “X

olt 2\ = [[;>1#™m;!, pour A = (1™2™2...). De plus, comme w échange E(t) avec

H(t), de (3.6) on obtient

P(—t) = E'(t)/E(t). (3.11)
De (3.9) et (3.11) on déduit
w(pn) = (=1)"""pa. (3.12)
Soit
fr=w(my). (3.13)

L’ensemble des {f\} forme une base de Sym, puisque w est un automorphisme (c’est
la “forgotten basis” dans Macdonald [Mecd] Chapitre 1). On reviendra sur cette base

plus tard (voir Corollaire 3.13).
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3.2 Coproduits dans Sym

Soient X et Y deux ensembles disjoints, infinis, totalement ordonnés de variables.
On dénotera par ey(z), pa(x), etc. les fonctions symétriques dans les variables X,
par ex(y), pa(y), etc. les fonctions symétriques dans les Y. On étend 1'ordre total de

X et Y au nouvel ensemble de variables X UY en ajoutant la relation:
x <y pour tout x € X,y €Y.

On définit alors, pour toute fonction symétrique g, la fonction g(x,y) sur 'ensemble

X UY. Toujours, on peut écrire

9(x,y) = >_ gi()gi(y),
i
ou les fonctions g; et g} sont symétriques. Ceci nous permet de définir sur I'algebre
des fonctions symétriques le coproduit
v: Sym — Sym ® Sym
g—(9) =¥i9: ®g;

Calculons ~ sur la base des fonctions élémentaires e,,. On a:

en(z,y) = Z 21 ... %n

donc
Y(en) =D € @ en .
i=0

Pour les sommes de puissances on obtient si n > 0

pu(z,y) = D 2" =pa(x) + paly),

32



et
7(pn) =pn®@1+1Qpy,.

Soit € : Sym — K I’ application qui associe a toute fonction symétrique son terme

constant. Le résultat suivant est bien connu (voir [Gei], [Thi], [Z]).

Théoreme 3.3 L’algeébre Sym avec coproduit v et co-unité € est une algébre de Hopf

graduée, dont l'antipode est ['application linéaire donnée par
S(g) = (=1)"w(g),st g € Syms,.

Dém. D’abord, 7 est un morphisme d’algebres: si g(z,y) = >, g:(2)g:(y) et h(z,y) =
35 hyi(x)W;(y), alors gh(a,y) = g(x, y)h(z,y) = i ; gihy(2)gih;(y), donc
v(gh) =Y gih; @ gihy = (39 © g) (D by @ hj) = v(g)v(h);
i,j i J
€ est aussi un morphisme, car le terme constant du produit de deux séries formelles
est le produit des termes constants de chaque série. De plus, v(1) =1 ® 1.
Ensuite,(Sym, 7, €) est une cogebre, car 7y et € satisfont les propriétés (2.1), (2.2) et

(2.3) de coassociativité et co-unitarité:

(v®1)oy(pn) =@ D)P.®1+1R®p,)
=0, ®1IR1+1Q0p,@1+101®@p,

=107 (Pn®@14+10p,) = (1®7) oy(pa);
(1®6)07(pn> = (1®6>(pn®1+1®pn) =pa®1;
(e@1)oy(pn) = (€@ 1D)(pn ®1+1®pn) = 1@ py.

Il a suffit de vérifier les relations (2.1) - (2.3) sur la base {p,} car, v et € étant des
morphismes d’algebres, (Y® 1)o7, (1®¢€)ovy et (e® 1) o le sont aussi.
Indiquons par p : Sym ® Sym — Sym : f @ g +— fget par n: K — Sym :
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1 — 1 respectivement la multiplication usuelle des séries formelles et 'application
unité dans Sym. L’application S est un morphisme d’algebres, car w 'est; p est un
morphisme pour 'algebre Sym ® Sym. Par conséquence 1'application o (S ® 1) o~y

est un morphisme pour 'algebre Sym, et on peut vérifier la relation (2.6) sur la base

{pn}:

po(S®@1)oxy(py) = po(S®@1)(1@p,+p,®1)
(1 ®@pn+ (—1)*""'p, ®1)

pn_pn:O:nOE(pn)a

De maniéere analogue on peut vérifier que po (1® S)oy=noe. O

On appelle 7 le coproduit externe. Nous pouvons aussi définir un autre coproduit

7, dit coproduit interne (voir Gessel [Ges|, Thibon [Thi]). Soit
XY ={zylre X,ye Y}
par g(xy) on dénote la fonction symétrique g dans I’alphabet produit XY. Si

g(zy) = 3 6i(2)gi(y)

est la decomposition de g dans les variables X et Y, on définit:

/

~' o Sym — Sym ® Sym
9—(9) = Li9: @ g

Par exemple on a, pour n > 0:

palxy) =D a"y =D 2" > " = pu(x)pa(y)

z€X zeX yey
yeY

d’ou
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Soit € : Sym — K Dapplication définie sur la base {p,} de Sym par €(py) =1 .

Théoréme 3.4 Avec coproduit v et counité €', produit et unité usuels, Sym est une

bigébre cocommutative.

Dém. De la méme fagon que dans le Théoreme 3.3, on démontre que ' est un mor-
phisme d’algebres; de plus €' (p,p,) = € (Prw)) = 1, donc € aussi est un morphisme
d’algebres. Il reste alors a montrer que (Sym,~/,€') est une cogebre: nous vérifions
les relations (2.1) - (2.3) sur les sommes de puissances, car (7 ® 1) o+, (1®¢€) o/

et (¢ ® 1) o~ sont des morphismes d’algebres. On a:

(1®9) o9 (pn) =1 @9)(Pn@pn) =pn @ (P @ pp)
=9 (pn) @ = (v @ 1)(Pn @ Pn)
= (Y ®@1) o9 (pn);

(1 ® EI) ° 7/(pn) = (1 ® 6/)(pn ®pn) =pn® 1
(6/ ® 1) © ’7/(pn) = (6/ ® 1)(pn ®pn) =1® py.

Pour la cocommutativité, on a

709 (pn) = 7(Pn @ Pn) = Pn @ Pr = (Pn),

donc I'égalité 7 o v/ = ' est vérifié pour tout élément de Sym, car 7 et +' sont des

morphismes d’algebres. O

Remarque 3.5 La cocommutativité signifie que si g(zy) = ; ¢;(x)gi(y), alors on a

aussi g(zy) = X2 9i(y)gi(x).

Calculons explicitement la valeur de la co-unité ¢ sur la base des fonctions homogenes

et élémentaires. D’abord, on observe que pg = hg = eg = 1 et p1 = hy = e, d’ou
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€'(h;) = €'(e;) = 1 pour i = 0,1. En appliquant ¢’ a I'identité (3.9), on obtient

n

€ (nh,) = Z € (prhn_r),

r=1

et, puisque € est un morphisme, on a

) = 3 €
_ rrlj_le’(hi). (3.15)

Par récurrence sur n, 'identité (3.15) montre que
€ (h,) = 1pour tout n > 0. (3.16)

Analoguement, si I'on applique le morphisme ¢ aux deux membres de l'identité (3.8),

on trouve

i.e. I'identité

la récurrence sur n implique que

€ (e,) = 0 pour tout n > 2. (3.17)

3.3 Autodualité

Soit { , ) : Sym x Sym — K le produit scalaire défini sur les bases des fonctions

homogenes et monomiales par

<h)\7 mu> = 5)\u7
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ou 0y, est le delta de Kronecker. Nous pouvons ainsi identifier I’espace Sym et son
dual gradué a 'aide de ce produit scalaire via I'isomorphisme Sym — Sym* : f —

(f, .). On muni Sym ® Sym du produit scalaire induit:

(f®@g,p®q) = (fp)9q9-

On peut montrer que ([Mcd], (4.6))

(Dx, Pu) = 2304
et
<3>\7 3u> = 6>\N

de sorte que les py et les sy forment une base respectivement orthogonale et ortho-
normale de Sym. De plus, I'involution w est une isométrie, i.e. (f,g) = (w(f),w(g)).

Le Lemme suivant est bien connu (voir [Mcd], (5.9)).

Lemme 3.6 Pour toute partition \, u, v on a
(8150, 8x) = (8 @ 5,,7(81))

Dém. Les {s\} étant une base orthonormale de Sym, toute fonction symétrique est

déterminée par les produits scalaires avec les {s,}:

F=>_(f.5x)8x.

Soit donc cf‘w = (5,5,, 5x) le coefficient du développement du produit s,s, dans cette

A

base. Observons que cfw = ¢, car le produit dans Sym est commutatif. En utilisant

l'identité suivante ((5.9) dans [Mcd])
S)\(l’, y) = Zcﬁ‘asp(y)sg(x) = 26205p<x)80-(y),
p,o po

37



on obtient

7(‘9)\) = Z C;}JSP @ S
PO
d’ou
($p ® su,7(s0)) = Ci\w = (susv, 5x).0

Par bilinéarité du produit scalaire, le Lemme 3.6 affirme que

(u(f ®g),h) = (f ®g,7(h)), pour tout f,g,he Sym,

i.e. le produit usuel p des fonctions symétriques est ’adjoint de v. Or le membre
droit de cette égalité est simplement le produit dual du coproduit v dans Sym de f
et g (voir la définition (2.7)), via I'identification Sym ~ Sym*. De plus, I'application

u: K — Sym* duale de la co-unité e (voir (2.8)) est définie par

u(1)(g) = €(g9) = (g, 1),

ce qui implique u = 7. Ceci démontre (voir [Geil, [Thi], [Z]):

Proposition 3.7 L’algébre duale Sym* de la cogébre (Sym,~y,€) est isomorphe a
Ualgébre (Sym, p,m), i.e. Sym est une algébre de Hopf auto-duale.

On peut définir sur I'espace Sym un autre produit de la maniere suivante. Soit
R™ l'espace vectoriel sur K engendré par les characteres irréductibles du groupe
symétrique S, et R = ®,,>0R" l'espace gradué qui en résulte. R devient une algebre
commutative, associative et graduée avec le produit qui correspond au produit ten-

soriel de représentations:

.S
s-r=1indg' Vs (sxs), se R", re R™.

Soit ( , )n le produit scalaire usuel de characteres dans le groupe symétrique, i.e.

(X, Mn = ;, > x(w)n(w™).

tweSH
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On étend ce produit scalaire a tout R par

<T> S> = Z<Tn7 5n>m

n

onr=Y,r,ets=3,s, € R Sir € R", on indique par r()\) sa valeur sur la classe
de conjugaison de S,, de type cyclique A\. La fonction charactéristique de Frobenius

est I’application linéaire ch : R — Sym définie par

ch(r)= > 2, f(p)p,, r € R".

lp|=n

Il est bien connu que ch est une isométrie de R a Sym ([Mcd], I-(7.3)), i.e.
(ch(s), ch(r)) = {s,r) s, € R

Le produit interne f o g de deux fonctions symétriques f et g € Sym,, est 'opération

qui correspond au produit de characteres, il est donc défini par

fog=ch(ch™(f)ch™"(g)).

De plus si 7, est le charactere de la représentation triviale de .S,,, on a
1

chm) = > —m(p)py
lpl=n ~P

(par (3.10)) = > %=,
lpl=n =P

donc pour tout f € Sym,,

fohy,=h,of=F
I en suit que l'application v’ : K — Sym,, définie par u'(1) = h,, est bien 'unité
pour le produit interne.

Dans [Thi], Thibon montre que (voir aussi (7.9) dans [Mcd] et [Ges]):
Proposition 3.8 L’adjoint sur Sym, du produit interne est le coproduit interne ~':
(fog.h)=(f®g,7(h))
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Dém. 1l suffit de montrer I'identité équivalente

<p)\/Z>\ Opﬂ/zﬂ,py> = <p/\/Z>\ ® pu/zw 7/<pl/>>'

Pour A F n dénotons par ¢* € R" la fonction charactéristique de la classe de conju-
gaison de type cyclique A, i.e. ¢*(p) = dy,. On a

1 Px

ch(@) = Y —¢ P, =",

Ipl=n =X “

c’est-a-dire
ch ' (P2) = ¢
ZX

Comme v/ (p,) = pn ® p,, et 7' est un morphisme d’algebres, on a aussi

Y'(pr) = Pa @ pa.
On rappelle que (p,/2,, Dy) = 0. Alors

(Pa/2x 0P/ 20 pu) = (ch(ch™ (pr/2n)eh™ (Pu/24) s P)
=t ¢ 9") = Nv) - ¢ (V) = b
= (Pa/ 20 D) (Pu) 20 Do) = (D22 @ D/ 25 v @ D)
= (pr/22 ® Pu/ %7 (pr)).0

Corollaire 3.9 L’algébre duale de la cogebre (Sym,,,~',€') est isomorphe a l'algébre

(Sym,o,u’).

Dém. La Proposition 3.8 affirme que le produit interne ¢ est le dual du coproduit
interne 7/, via l'identification Sym ~ Sym*. Il nous reste a montrer que I'unité
u duale de ¢ définie par la relation w(1l) = € (voir (2.8)), coincide avec u'. On

a vu que h, = > my. Or, les bases {h\} et {m,} sont orthogonales pour le
[Al=n
produit scalaire. Il en suit que (h,, h,) =1 = €'(h,); en particulier €'(g) = (g, h,) =

u'(1)(g) pour tout g € S,, ce qui implique /(1) =€ =u(1). O

40



4 FONCTIONS QUASI-SYMETRIQUES

4.1 Définitions

Soit X un ensemble dénombrable totalement ordonné de variables, K un anneau

contenant Q, K[[X]] 'algebre des séries formelles sur X.

Une fonction F' = F(z) de K[[X]] est quasi-symétrique si le coefficient dans
F de zt. ..axkm est égal au coefficient de Y . ykm pour tous z;, y; € X avec
1< ...<Tpmety <...<Ynm,ettous ky,..., k, € N.

Il est clair que ’ensemble des fonctions quasi-symétriques forme un sous-module
de K[[X]]. Nous le noterons QSym. Nous verrons plus loin que QSym est une sous-
algebre de K[[X]] (voir Corollaire 4.7). Il est clair aussi que Sym est une sous-algebre

de QSym, i.e. toute fonction symétrique est quasi-symétrique. Nous noterons par

QSym, le K-module des fonctions quasi-symétriques homogenes de degré n.

Soit C' = (c1, ..., ) une composition de n; on définit la fonction quasi-symétri-

que monomiale indexée par C' par

Me= Y aft.. .ok

r1<...<Tp

Evidemment Mo € QSym,,. En particulier, pour C' = (n) on obtient M,, = p,,. Il est
facile de voir que tout élément de QSym,, est une combinaison linéaire des { M¢ }ory:
ceux-ci forment une base de QSym,,, qui a donc dimension 2"~! sur K. Dans ces

notations, les fonctions symétriques monomiales m; de (3.1) s’écrivent comme

AC)=X

Pour D = (dy,ds, . .., d;) composition de n, soit

FD: Z MCa
C>D
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ou C > D est l'ordre partiel du raffinement des compositions. On a vu que C' > D

est équivalent a Des(C) 2 Des(D), ol on avait défini
DGS(D) = {dl,dl +do,...,d1+ ...+ dlfl}.

On peut alors réécrire:

Fp = Y > aft..ap (4.2)

C>D x1<...<Zn

- ¥ S o,

C>D T <miqq si i€ Des(C)
z;=x;41 sinon

= Z T1...Tp.

Ti<Tiqq
T;<T{41 si i€ Des(D)

Donc F est la somme de tous les monomes z ...z, satisfaisant la condition

1 < ... Sl’dl < ZTgy41 <... Sxd1+d2 < Tdy+dy+1 <...<zx,.
Par inversion de Mobius on obtient:

Mp= > (—1)IC=IPI .
C>D

Donc les {F¢} oy aussi forment une base de QSyms,.

Exemple. Fio = My + Myt = 3,0y 83U 4+ Ypcyer TYZ = X pcy<. TY2.

4.2 La fonction génératrice d’un ensemble partiellement or-

donné

Soit (P, <) un alphabet a n lettres totalement ordonné, P* le monoide libre des mots
dans lalphabet P. Souvent, nous prendrons P = [n] = {1,2,...,n} avec l'ordre

naturel. Soit <p un ordre partiel sur P. Par L(P) nous désignons I’ensemble des
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extensions linéaires de cet ordre partiel: un élément typique de L(P) est donc un
ordre total <y sur P tel que: i <p 7 = ¢ <; j. Nous identifierons souvent 1’ordre
total <y avec le mot pips...p, € P*, 00 P = {p; <1 pa <1 ... <y pn}; ainsi L(P)
sera considéré comme ’ensemble des mots w de longueur |P| = n sans répetitions de
lettres sur 'alphabet P (i.e. des mots standard) tels que si © <p y alors x apparait

ala gauche de y dansw=...z...y...

Exemple 4.1 P est donné ici par son diagramme de Hasse
4
D
NS
2
Figure 10.

L(P) = {21534, 21354, 25134, 25314, 23154, 23514}

Une P-partition est une fonction f: P — X telle que:

e sii<pjalors f(i) < f(4);
e sii<pjeti>jalors f(i) < f(j) .

Dénotons par A(P) l'ensemble des P-partitions. La fonction génératice quasi-

symétrique de (P, <p ) est définie par

Ly = > 11 fle) € Z[X]);

fEA(P) acP

elle est donc quasi-symétrique, comme on le voit sur les inégalités qui définissent une

P-partition. Noter que si P = (), alors I'(P) = 1.

Exemple 4.2 Soit
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N

2
Une P-partition typique peut étre vue comme I’étiquetage dans la Figure 11 avec
les conditions z < y, x < z.
Yy z

-

x
Figure 11.

On a donc

D(P)=> ayz= > ayz+ Y xzy= Fia+ Fy.

z<y r<y<z r<z<y

<z

Pour w = wiws - - - w,, € P*, soit

Clw) = (lwl, ..., Jur])

la composition de n associée a w, ol w = uq...u; est une décomposition de w en

facteurs croissants u; et k est minimal; soit
Des(w) = {i € [n — 1]|w; > wit1}

le sous-ensemble de [n — 1] des descentes du mot w. Evidemment on a Des(w) =
Des(C(w)), selon les notation du Chapitre 1. Par exemple, si w = 72511231, on
obtient C'(w) = 1241 et Des(w) = {1,3,7}.

A tout mot sans répétition w = wyw, - - - w, sur un alphabet totalement ordonné

nous associons I’ensemble ordonné P(w). Son diagramme de Hasse est dans la Figure

12.
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Figure 12.

Remarque 4.3 Une P(w)-partition est une fonction f : {ws,...,w,} — X telle
quesii<jona f(w) < f(w;) et f(w;) < f(w;) si de plus w; > w;. Il en suit donc
I'(P(w)) = Z flwr) .. f(wy) = Z T1...Tn = Fog),

fEA(w) i<
z;<T;yq si i€ Des(w)

c’est-a-dire I'( P(w)) ne dépend que des descentes du mot w.

Le Lemme suivant, déja prouvé par MacMahon [Mcm] Vol.2, 188-212 qui le démontre
dans des cas speciaux, et par Knuth [K1], pour les ensembles partiellement ordonnés

a étiquetage naturel, est du dans sa formulation général a Stanley [Sta] (voir aussi

Gessel [Ges], Theorem 1).

Lemme 4.4 A(P) = Uyerp)A(P(w)) (réunion disjointe).

Le Lemme précédent avec la Remarque 4.3, implique le résultat suivant (voir [Stal):
Corollaire 4.5 I'(P) = X cp) I'(P(w)) = Xyerp) Fo(w)-

Proposition 4.6 Supposons que P = Py U Py est une partition de P telle que les
éléments de Py soient incomparables aux éléments de Py pour I’ ordre partiel <p.
Alors

D(PLUPR) =T(P)(P).
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Dém. L’application A(P, U Py) — A(P;) x A(P,) donnée par f +—— (f|p,, f|p,) est

une bijection, P; et P, étant disjoints: on a donc

NPUR) = ) [T fla)

fEA(PIUP) aEPIUP;

= > > Il T )
gEA(P1) heA(Py) acPy a'ePy

— T(P)D(P,).0
Corollaire 4.7 ()Sym est une sous-algebre de K[[X]].
Dém. 11 suffit de vérifier que le produit de deux éléments de la base {F¢} est quasi-
symétrique. Si C' = n et D | m, solent u et v deux mots sans répétition sur
{1,...,n} et {n+ 1,...,n + m} respectivement tels que C(u) = C et C'(v) = D.
L’ensemble partiellement ordonné P = P(u) U P(v) satisfait les hypotheses de la

Proposition 4.6; on a alors

FoFp =T(P(u))I'(P(v)) =T(P(u) U P(v)) € QSym.O
Le résultat suivant est évidant.

Lemme 4.8 L(P) =Y cminp aL(P\a), ot min P est l’ensemble des éléments mini-
mauzx de P.
Proposition 4.9 Dans les hypothéses de la Proposition 4.6 on a
L(P,UPy) = L(P,) LI L(P)
Dém. Par récurrence sur |PyUP,| = |Py|+|P2|, 'enoncé étant vrai pour |PyUP| = 0.
On utilise l'identité (2.10), qui s’étend, plus généralement, a l'identité
aU LBV = a(U LDV 4+ b(aU LLIV), (4.3)
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pour U,V € K < A >.

Soit M7 = min P, , My = min P,. Rémarquons que, comme P; et P, sont disjoints,

on a
min(P, U Py) = M; U M, et M, N My = 0. (4.4)
Or,
L(P) LW L(P,)
(Lomme (48)) = Soean aZ(P; \ 0) LU Syeng @ L(P \ @)
(par(4.3)) = Yaem A(L(P\ @) LI Y peny, ' L(P \ @)+
+ X wems, @ (XCaer, aL(Pr\ a) LU L(P \ a'))
(Lemme (4.8)) = Yaean a(L(P1\ a) LI L(P)) + Xaen, o (L(P1) LU L(P, \ @)
(récurrence) = Yaern aL(PLUPRy) \ @) + Y wen, ¢ L((PLU P) \ &)
(par(4.4)) = Ybemin(pupy) OL((P1 U )\ b)
(Lemme (4.8)) = L(P;UPBy).0
Corollaire 4.10
FewFew = Y. Fow: (4.5)
wilo

Dém. De la Proposition 4.6 et 4.9, en gardant les notations de la preuve du Corol-

laire 4.7, on déduit

FowFew) =T(P(u) U P(v)) = > Fow = Y, Fow,

weL(P(u)UP(v)) weullly

ce qui donne le developpement du produit dans la base {Fr}. O

Par exemple, pour C' = (12) et D = (11), soit u = 312, v = 54; on calcule
ullly = 312544-315244-35124+53124+ 31542+ 35142+ 35412+ 53142+534124-54312,

et on obtient

FioFyy = Fog 4 Fiig + 2F190 + Figi + Foig + Foor + Fiie + Fiior + Fiong.

47



3

1 5 N\

P= \6/ \1 P = 4/6\5/1
/

2
Figure 13.

Soit w : QSym — QSym lapplication linéaire définie sur la base {F} de QSym
par

w(Fe) = Fer, (4.6)
ou on rappelle que C” est la composition conjuguée de C'.

Le dual P* de P est I'ordre partiel <p« sur les mémes éléments que P, mais tel
que

a<p-b<=b<pa.

Voir par exemple P et P* dans la Figure 13.

Théoréme 4.11 (Gessel, [Ges])

w(l(P)) =T(P)

Dém. D’abord on se restreint au cas ou P est un ordre linéaire, donc il peut étre
identifié au mot w = w;y ... w, tel que L(P) = {w} (voir Figure 12). Dans ce cas on
a I'(P) = Fo). Or, P* est 'ordre linéaire qui correspond au mot w™ = wy, ... ws:
montrons que

C(w™) =C(w)". (4.7)
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En effet on a
i € Des(C(w™)) <= Wny1—i > Wpg1—(i41) = Wn—i
<= n—i¢ Des(C(w))
<= n—iec[n—1]\ Des(C(w))

(par le Corollaire 1.10) <= n—1i€ Des(C(w)™)
(par 1.2) <=1 € Des(C(w)~™~) = Des(C(w)").
Alors

w(F(P)) = w(Fc(w)> = FC(w)’ = FC(wN) = F(P*>
Le cas général suit immédiatement de I'égalité I'(P) = X ,cp(p) Fo(w), par linéarité

de w, si on remarque que L(P*) = {w™~|w € L(P)}. O

Le résultat suivant est du a Gessel [Gesl].

Théoreme 4.12 L’application w est un automorphisme de QSym; de plus la restric-

tion de w a Ualgebre Sym est bien le méme w défini dans le Chapitre 3.

Dém. 1l est clair que si P = P; U P, ou les éléments de P; sont incomparables aux
éléments de Py, on a (P U Py)* = Pf U Py. Avec les notations de la preuve du
Corollaire 4.7 on a

w(FeFp) = w(T(u)(v))
Proposition 4.6) = w(I'(P(u)U P(v)))

)
") =T(P(u) U P(v))
)

)
)*

(

(

Théoreme 4.11) = T((P(u) U P(v)

Proposition 4.6) = T(P(u)*)T'(P(v
(

(
(
(
(Théoreme 4.11) = w(I'(u))w(['(v)) = w(Fe)w(Fp),
ce qui démontre la premiere assertion.

De plus, pour la composition C' = (1") = (1,...,1) on a C' = (r), donc

w(er):w( Z xl...xT):w(F(lr)):F(r): Z T1...%, = h,.0

r1<..<Tp



Soit p : QSym — QSym l'application linéaire définie sur la base {F¢} de QSym
par (voir Gessel [Gesl]):
p(Fc) = Fo~.

Montrons que p est un homomorphisme, i.e. p(FoFp) = p(Feo)p(Fp). 1l suffit de
prouver ceci quand X est fini. Dans ce cas, soit x — ((z) I'involution qui inverse
l'ordre de X. On prolonge ¢ en une application de tout K[[X]]. Montrons que

Fe~ = ((Fe) (cela démontrera 1'assertion). On a

Fo~(z) = Z T1...Tn

z;<w;yq
z;<xzjyq si i€Des(C™)

(yi = C(4)) = (( Z Yn - Y1)

Yi 2Yit1
Y;<yij41 Sl i€Des(C™)

(Yi = Zn+1-3) = (( > 21 2n).

2j<zi41
2p_j<2Zp41—4 Sl i€Des(C™)

Comme ¢ € Des(C"™) si et seulement sin—i € Des(C'), on obtient Fo~(z) = ((Fo(x)).

d

Théoreme 4.13 (Gessel [Gesl]) L’application p est un automorphisme de QSym.

De plus, sa restriction a Sym est l'identité de cette algébre.

Dém. Comme p est une involution, il s’ensuit que I'homomorphisme p est une bijec-
tion, i.e. un automorphisme. De plus, p(p,) = p(Fin)) = Funy~ = Funy = py, donc
plsym =1d. O
Soit a +— @ la bijection de P qui inverse l'ordre total de P. Pour w = w; ... w, €

P*, soit w :=w; ... w,. Or,

(par définition de w) i € Des(C(w)) <= i ¢ Des(C(w))

< i€n—1]\ Des(C(w))
(Corollaire 1.10 ) <= i € Des(C(w))™~".
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Figure 14.

Il suit que

C(w)™~ = C(w) = C(@™), (4.8)

ou pour la derniere égalité on a utilisé (4.7).
Soit (P, <p) 'ensemble partiellement ordonné qu’on obtient de (P, <p) en inversant
I'ordre total de P: plus précisément, a <p b si et seulement si @ <p b. Pour un

exemple, voir la Figure 14. 1l est facile de voir que L(P) = {w| w € L(P)}.
Proposition 4.14 p(I'(P)) = T'(P").

Dém. Pour commencer, soit P = P(w) l'ordre linéaire correspondant au mot w € P*.

Alors
p(T(P(w)) = p(Fow) = Fow)~
(par (4.8)) = Fo@~) = T'(P(w™))
= T'(P").
Dans le cas de P quelconque, I'énoncé est vérifié puisque L(P") = {@w™| w € L(P)}
et T(P)= ¥ Few). O
weL(P)

4.3 Coproduit externe dans QQSym

Considérons un autre ensemble infini totalement ordonné de variables Y disjoint de

X; on étend 'ordre total de X et Y a X UY par

x <y pourtout v € X,y €Y. (4.9)
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Comme on l'a fait pour lalgebre Sym, si G(z) € QSym(z),s0it G(x,y) la fonction
dans les variables X UY et

G(x,y) = > Gi(x)Gi(y) (4.10)
sa décomposition avec G;(x) € K[[z]], Gi(y) € K|[y]].

Calculons cette decomposition pour les fonctions de la base {M¢c}. Si C =

(C1y...,ck), on a

ol on somme sur les z; € X qui vérifient la condition 1 < ... < zy, donc, par (4.9)

Mc(z,y) = Zx? coafys Ly,

ou la deuxieme somme est sur les z; € X et les y; € Y qui vérifient les conditions

1 < ...<ziet Yy <...<yg. Celarevient a

MC(x7y) = Z M(q,m,ci)(x)M(c”l,..‘,ck)(y)
0<i<k
= Y Mp(x)Mg(y). (4.11)
C=DFE

Quand on exprime G(z,y) dans la base des {M¢}, le calcul ci-dessus montre que
dans Pécriture (4.10) les séries G;(x) et G(z) sont en effet quasi-symétriques et que

la somme est finie. Ceci nous permet de définir le coproduit
v:  QSym — QSym ® QSym (4.12)
Gr—7(G)=> G ®dG.
On appellera v coproduit externe , car il étend le coproduit externe qu’on a déja défini

sur Sym.

Soit € : QSym — K I application qui associe a toute fonction quasi-symétrique
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son terme constant. Le but est d’étendre le Théoreme 3.3 a tout 'espace QQSym.,

c’est-a-dire démontrer que ’application linéaire
S(G) = (=1)"w(G), G e QSymy

est l'antipode de la bigebre (QSym,~,¢€,1u,n), ou u et n indiquent le produit et

I’application unité usuels des séries formelles.

Proposition 4.15 Avec le coproduit externe v et le produit usuel, QSym est une

bigébre.

Dém. D’abord nous nous servons de (4.11) pour trouver

v(Me)= ), Mp® Mg. (4.13)
C=DFE

Comme dans le Théoreme 3.3, v et € sont des morphismes d’algebre. Le coproduit

est coassociatif:

(v®1)oy(Mg) = (y®1)( _Z Mp @ M)

= > > (Ma®Mp)® Mg
C=DFE D=AB

= > Ms®(Mp® Mg)
C=ABE

= > Ms®~(Mp)
C=AD

= (1) ; My ® Mp) = (1®7) o y(Mc).

Aussi on a
(1@6)0’7(]\40) = (1@6)( Z MD®ME) = Z MD®€(ME) :M0®1
C=DE C=DE
et de la méme fagon

(e®@1)oy(Me) =1® Mc;
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en d’autres mots, € est la co-unité pour QQSym. O

On appelle idéal inférieur de 'ordre partiel (P, <p) tout sous-ensemble P, de P
tel que si z <py et y € Py, alors x € P;. On dira que P, C P est un idéal supérieur
dans (P, <p) sipour z <py etz € P, on ay € P,. Il est facile de voir que P; est

un idéal inférieur si et seulement si P, = P\ P; est un idéal supérieur.

Théoréme 4.16
(T(P)) =>_T(P) @ (P),

ot la somme s’étend aux partitions P, U Py, = P de P telles que P, est un idéal

inférieur et Py est un idéal supérieur.

Dém. 11 s'agit de calculer la fonction I'(P)(z,y) = > [] f(p). Dans ce cas, une
fEA(P) peP
P-partition est une fonction f: P — X UY qui soit un morphisme des ordres <p

de Pet < de X UY, et telles que f(p) < f(q) si p > q. Pour éviter toute confusion,
on indiquera par A(P)(z) 'ensemble des P- partitions a valeurs dans les variables X.
Pour f € A(P)(z,y) fixée, soit Py ={p € P| f(p) € X}, Po{p € P| f(p) € Y}. Tl est
clair que PN P, =, LU P, = P et que f|p, € A(P)(z), flp, € A(P)(y). Montrons
maintenant que P est un idéal inférieur (P, sera donc un idéal supérieur). Soit p € Py
et ¢ <p p. Alors f(q) < f(p) € X, et comme f est un morphisme d’ordre et qu’on
a choisit I'ordre sur X UY de sorte que x < y pour tout z € X,y € Y, forcément
flq) € X, dout ¢ € P;. De plus, soit P, un idéal inférieur de P, P, = P\ P,
et f1 € A(P)(x), fo € A(P2)(y). Alors la fonction f: P =P UP, — X UY

définie par f|p, = f; pour i = 1,2, est une P- partition: la vérification de ce fait est
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immédiate. On en tire la décomposition suivante:

L(P)(z,y) = > 1Ifw

fEA(P)(z,y) pEP
= Z Z H fi(p) H f2(p)
Py idéal inf.  f1€A(P1)(z) peP; peEPs

Ffa€A(P\P1)(y)

= 3 D(P) (@) (P)(y),

PiUPy
ou la réunion P,U P; est disjointe et P; est un idéal inférieur, P, est un idéal supérieur.

Le théoreme suit de (4.10) et (4.13). O

Corollaire 4.17 Soit w = w; ... w, tel que C(w) = C. Alors

V(Fe) = Y Fow @ Fo (4.14)
= Y FgoF + ) FyQF (4.15)
HL=C HoL=C

Dém. La premiere égalité suit du Théoreme précédent, car Fo = I'(P(w)), et tout
idéal inférieur P; de P(w) correspond & un prefixe u = wy ... w; de w, i.e. P, = P(u).
Soit maintenant w = uv avec U = Wi ... W;, U = Wiy ... Wy, et C = (c1,...,¢k).
Il est clair que si ¢ € Des(w) = Des(C), alors la composition C' = C(w) est la
concaténation des composition C(u) et C(v); si ¢ ¢ Des(w), alors pour quelque
1<h<k onaC(u)=(c,...,ch_1,d), C(v) = (f,chs1,--.,¢x), avec d+ f = cp,
c’est a-dire C'(u) o C(v) = C: donc (4.15) implique (4.15). O

La bigebre QQSym = @,>0QSym,, étant graduée avec les espaces QQSym,, de
dimension finie, et le produit et coproduit externe étant homogenes, nous pouvons
considérer le dual gradué Q. Sym*, avec la structure de bigebre duale (voir 2.7, 2.8 et

la Remarque 2.1) ot le produit et le coproduit A sont définis par:

(09, F) = (0@ 9,7(F)), (Al), F @ G) = (¢, FG), (4.16)
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pour ¢, 1 € QSym* = B,>0QSym’ et F,G € QSym, ou on écrit (¢, F') pour ¢(F).
La co-unité est définie par ¢ € QSym}, — ¢(1) = (¢, 1) € K.
Soit {M{} la base de QSym* duale de la base {M¢} de QSym, avec M§ = ¢€; on

éerira My a la place de M.

Théoreme 4.18 La bigebre QSym* définie par les relations 4.16 est isomorphe a
Ualgébre de Hopf de concaténation K(T), ou T = {t;;i > 1}. En particulier, c’est

une algebre associative libre.

Dém. D’abord nous montrons que QSym* est une algebre associative, librement
engendrée par les éléments M* n > 1. Ceci suit par dualité de I'identité (4.13), qui
se traduit dans l'identité

M¢ = Mj, My, (4.17)
pour des compositions C, D, E telles que C' = DE' .
Soit D = (dy,...,d;), E = (e1,...,e;). Alors

— dy d;, el €;
MDME—Z.’L‘I Y Y

ou les variables dans la somme satisfont les conditions 7 < ... <x;ety; < ... <wy;.
Or, siiouj > 2, il n’y a pas de monome du type x" dans cette somme, autrement
dit, M,, n’apparait pas dans MpMpg. Sii=j =1, alors D = (k), E = (l) et
MpMg = MM, = Z$kzyl
x Y
_ Z$k+l 4 Zxkyl 4 Zylxk
<y x>y

= Mg + Mgy + M.

Ceci veut dire que si on écrit le produit MpMpg dans la base {M¢c}, 'élément M, y

apparait si et seulement si D = (k), E'= (I) et n = k+1, et dans ce cas son coefficient
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est 1: par la dualité (M}, MpMg) = (A(M;), Mp ® Mg), on obtient
AWM = > M;e M. (4.18)
k+l=n
Soit P les éléments de QSym™* définis par leur série génératrice dans QSym*[[t]], ou
t est une nouvelle variable centrale:
S Pt =log(l+ Mt + Mjt> +...), (4.19)
i>1
On veut montrer que

APHY=P'®1+1® P, (4.20)
En effet on a:

YAMPE =AQ_ P

i>1 i>1
= A(log(1 + Mjt + M3t* +...))
= log(1 4+ A(M})t + A(M)t* +...)
=log(}_ A(M;)t")

(par (4.18)) =log(>_ M;t" @ M;t')
k.l

=log((Q_ Mpt" @ (1@ Y~ M['t"))
k !
(les facteurs commutent) = log(d_ Mjt* @ 1) +log(1 ® > M;t)
k I
=1log(d_ Mjty) ® 1+ 1®log(d>_ M;t')
k I

=X(Fel+1e Pt
ce qui démontre (4.20).

Pour trouver une expression explicite des P, en utilisant (4.17), on a

(Mit+ M3t + . )= Y Mt (4.21)
0(C)=k
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or

log(1+x) = Z(—l)kilx—k

k>1 k'
donc si on développe (4.19) on a
*qm (_1)k_1 * * 42 k
NPt = ~—=  (Mjt+M;tP+..)
n>1 S
(_1)4(0 -1

et ceci implique

pr=S S (4.22)
|Cl=n

Cette égalité nous dit que les P’ sont des éléments homogenes de QSym™*. Calculons

: .
les premiers P;:

Pp =M,

Ps = My — L(M;)?,

P} = Mj — LMy Mg — IMEM; + 3(M7)”,
On voit bien que (4.22) est une relation algébrique triangulaire entre les Pf et les
M, et, ces derniers étant des générateurs libres, les P’ aussi engendrent librement
I'algebre associative @QSym*. De la relation (4.20) il suit donc que l'application
P*— t; de QSym* a K(T) avec concaténation, est un isomorphisme d’algebres de

1

Hopf. O

Corollaire 4.19 En tant qu’algébre commutative, QQSym est libre: elle possede un
ensemble de générateurs dont un sous-ensemble est {p,|n > 1}, qui engendre libre-

ment Sym; donc QSym est aussi un module libre sur Sym.

Dém. On a vu que QSym* = K({PF;}). Pour C = (ci,...,¢) soit P, = P} -

P} -...- P : Tensemble { P5|Ccomposition} est une base de QSym* comme espace

C,
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vectoriel. Soit {Pc|Ccomposition} C QSym™ ~ QSym la base duale des Pf, i.e.
(P, Pp) = dpc. Une composition est un mot dans 'alphabet N = {1,2,...}: on
peut donc parler de compositions de Lyndon. Si on dénote par L I'ensemble de
compositions de Lyndon, par la Proposition 2.6 on a que I'ensemble {Po|C' € L}
engendre librement QQSym en tant qu’algebre.
Pour calculer les P, on obtient a partir de (4.19)

L+ Mt + M;t* + ... = exp(d_ Pit/) (4.23)

j=1
d’ou 'on déduit
1
M = qz_n mPg

Si la composition C est plus fine que D, on peut écrire C = C1Cs...C, pour des
compositions C; telles que D = (|C4],...,|C;|): on dénote dans ce cas f(C,D) =

0(Cy)! ... 0(C)!. En utilisant la relation (4.17), on a alors , pour toute composition

D:
1

M=% P (4.24)
=2 fen)*
Par dualité (4.24) donne
1
Pe = —Mp. 4.25
°= 2 e 2

En particulier, comme C' = (n) est la composition la moins fine et f(C,C) =1, on a
Py = My, = py

et les {p,} engendrent librement Sym. O

Corollaire 4.20 Awvec le coproduit externe ~ et le produit usuel, QSym est une

algebre de Hopf, d’antipode S défini par

S(Mc) =3 (-1)"“Mp-~, (4.26)
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ou de fagon équivalente par

S(Fo) = (1) “w(Fo). (4.27)

Dém. Dans le Théoreme 4.18 on a prouvé que QQSym™ est une algebre de Hopf: par
dualité, il en suit que QSym l'est aussi. Dénotons par S son antipode: il est I'adjoint
de I'antipode S* de QQ.Sym*, qui est 'unique anti-automorphisme sur Q. Sym* défini

par S*(P}) = —P; (voir Proposition 2.4 et (2.9)). Alors:

7

ZS*<MZ*)tz — S*(Z Mi*ti)

(par (4.23)) - — S*(;i)(; Pit’))
= exp(]—_; Pit))
(encore (4.23)) =X Mj ;)’1

i>0

= > (=DM M)

k>0 i>1

(par (4.21)) =S (1) O M,
c

donc
S*(M,) = > (-1 (4.28)
|Cl=n
qui est équivalent a

S*(M,) = > (1) (4.29)
|Cl=n
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Comme S* est un anti-homomorphisme d’algebres, on trouve pour D = (dy, ..., d):
S*(Mp) = S*(Mg)...S*(My)

(par 4.29) —( > (—1)E<Ck>Mgk~) ( > (—1)£<01>M51~>

|Ck|=dx |C1]=d1
(par (4.17)) = > (_1)“01)*“%(0’“)]\48;‘..Of
ClesesC1
ICil=d;
(par (1.3)) =Y ()M,
C>D

On voit facilement que C' > D si et seulement si C~ > D™; on a vu aussi

(Chapitre 1) que ¢(C) = £(C"™); alors la derniére égalité peut se reécrire comme

S (Mp) = Y (1) O

C>D~

- ¥ O
Cc~>D~

= > (g,
C>D

L’antipode S* est défini par dualité par la relation (S*(¢), F) = (¢,S(F)), pour

o € QSym*, F' € QSym; par conséquence la derniere formule implique

(S*(Mp~), Mc) = (Mp~, S(Mc))
o )

C>D

et alors
S(Me) = S (-1)" DMp-.
C>D
Il reste & montrer la deuxieme assertion. On a:

S(Fe) = Y S(Mp)

D>C

= Z (—1)€(D)ME~,

D>C
D>E
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donc il suffit de montrer que

S (=D P My = (=1)w(Fg) = (—1)1 Fe

= (=D > Mp.

F>C'

On rappelle que dans la bijection C' — Des(C') entre compositions de n et sous-
ensembles de [n — 1], la longueur ¢(C') devient |Des(C)| + 1, que Des(C’) = [n —
1] \ Des(C™) (voir Proposition 1.9) et que Des(C™~) = {n —i|i € Des(C)} (voir
Remarque 1.5). Par cette bijection, la derniere formule se traduit dans la suivante

identité (dans le Z-module libre sur les sous-ensembles de [n — 1]):

S (=D = (—1)m Y ¢, (4.30)
= ¢2[n—1\r~

ou~,d,¢6,0 C[n—1] et onaposé e ={n—ili € e}. Or, [n—1\v" = ([n—1]\ )",

donc (4.30) est équivalente a

Z(_1)|5\+16~:<_1>n Z €.
521 e2[n—1]\y

Il faut montrer que les coefficients de €~ dans les deux membres de 'égalité sont

égaux, i.e.
(=)™ sieDd[n—1]\~y

Z (_1)\6|+1 —
52 0 sinon
§De

On note que € D [n— 1]\ v si et seulement si e Uy = [n — 1] et que la condition § D €

et d O 7y est équivalente a la condition § O e U~. Enfin, si [n — 1] =eU~, on a

Z(_1)|5|+1 _ Z (_1)(n—1)+1 _ (_1)71;
82y 62[n—1]
8De

si[n—1] #eU~, onposedy =09\ (e¢Uy) et ona

Z(_l)\ﬂﬂ _ Z (_1)\61\+\euv|+1

52y 31C[n—1]\(eUy)

_ = (_1)\6U7|+1 Z (_1)I61| -0

01Cn—1]\(eUy)
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ot la derniere égalité est I'identité bien connue »  (—1) =0,si B#£0. O
ACB

On mentionne que Eherenborg dans [E] trouve indépendamment le résultat ci-

dessus.

Remarque 4.21 Comme on a vu dans le Théoreme 4.12, 'application w étend la
conjugaison usuelle des fonctions symétriques. En particulier, 'antipode qu’on avait
défini sur l'algebre des fonctions symétriques (voir Théoréme 3.3) est bien la restric-
tion a Sym de 1" antipode S de QSym, et I'injection 7 : Sym — @QSym est un
morphisme d’algebres de Hopf.

De (4.27) on déduit que pour tout f € QSym, on a

S(f) = (=1)"w(f).
Alors par (4.26) on a

w(Me) = (=1)I9S(Mp)

= (—1)C-4O) 3™ M
D<C

Or, pour toute composition C' dont le réarrangement décroissant A(C') est la par-
tition A on a évidemment |C| = |A| et £(C) = £()\). On rappelle que (voir (4.1))

my = Z M¢c. Réprenons la base de Sym {f\} qu'on avait défini au Chapitre
A(C)=A
3 (3.13) par fy = w(my). On veut réécrire les {f,} en terme des {my,}. On a:

Hho=w| > Mc

A(C)=A
— ()M S Y My
AC)=x D<C
(car si A(C') = X alors A(C™) = \ aussi ) = (DD N N My
MC)=x D<C
_ LN Y S
MC)=A p<C

Nous retrouvons donc un résultat de Doubilet [D] (Théoreme 8 et son Corollaire).
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Corollaire 4.22

fr= (_1)|A|76(A) Z My,
w

avec oy, = artition < O, MC) = A} >0. En particulier, les coefficients de
M H/‘L p | :u ’ p )

fr ont tous le méme signe.

Par exemple, pour A\ = (3221), voici la liste de compositions C' telles que A(C) = A:

3221 2321 2231 2213
3212 2312 2132 2123
3122 1322 1232 1223

On trouve

fa221 = Masoo1 + 2Mz01 + 2mya0 + dmgse + Mas1

+3m71 + 6m62 + 7m53 + 4m44 + 12m6

4.4 Coproduit interne dans QQSym

Soient X, Y deux ensembles infinis disjoints totalement ordonnés de variables com-

mutatives. Sur I’ensemble produit
Z=XY ={zylre X,yeY}
on définit 'ordre total suivant:
xy <2’y siz<z oubienz=21aety<y.

Si F' € QSym, on désigne par F(zy) la fonction quasi-symétrique a valeurs dans Z.

Dans [Ges|, Theoreme 11, Gessel donne la décomposition suivante pour les Fe(zy).
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Théoréme 4.23 Soit w € S,, une permutation, C () la composition associée. Alors

Fom(zy) = Y Fom(y)Foe) (@), (4.31)

TO=T

ou To désigne le produit de permutations dans S,.

Comme les F forment une base de I'espace QQSym, ce résultat implique que pour

toute fonction quasi-symétrique G on peut écrire

=2_GiW)Gi(x), avec Gi(y) € QSym(y), Gi(x) € QSym(z),
et la somme est finie: ceci nous permet de définir le coproduit interne ~':
v QSym — QSym @ QSym
G — > GG,

Soit € : QSym — K 1" application définie sur la base des { F-} par ¢ (F,,) = 1,n > 0,

et € (F¢) = 0 pour toute autre composition.

Proposition 4.24 QQSym avec coproduit ', co-unité €, produit et unité usuels est

une bigebre.

Dém. On a deja vu que 7/ est un homomorphisme d’algebres. La co-unité aussi est
un morphisme. En effet, si C'|=n et D = m, soient u et v deux mots sans répétition
sur {1,...,n} et {n+1,...,n+ m} respectivement tels que C(u) = C et C(v) =
Pour le Corollaire 4.10 on a

6/(FcFD) = Z El(Fc(w))Z (432)

weulllv

il est clair donc quesiC =net D=m (ie. u=12...netv=n+1...n+m), le

seul terme non nul dans la somme est € (Fouw)) = € (Foim) = 1, et
€ (FoFy) =€ (F,)e (Fy).
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Si de plus ¢(C) ou bien ¢(D) > 1, on aura, pour tout w € u LU v, £(C(w)) > 1, et
de (4.32) on déduit
€(FoFp) =0=¢€(Fo)e'(Fp).

Pour montrer que QQSym est une bigebre, nous allons vérifier les relations (2.1) - (2.3)
sur la base des {Fo}. Par le Théoreme 4.23, 51 |C| = n, et 7 € S,, est une permutation

telle que C' = C(7), on a:

Y (Fe) = Y Form @ Fog). (4.33)
Alors
(1®@7) o7 (Fo) =1 @7) Z For @ Fow))

TO=T

= > > Fom ® (Fop) ® Fow)

TO=T pv=0

= Z (FC(T)@)FC(P))@FC(V)

T(pv)=n

= > 7V (Fow) ® Fow)

pr=m

=(Y®1) Y Fou ® Fow

pU=m

= (Y ®1) oy (Fom);

I@e)or(Fo) =&)Y, For ® Feo)

TO=T

= > Fom ®€¢(Foe)

= Fc(r) ® 1.
Analoguement, on a (¢ ® 1) oy (F¢) =1® Fen. O

Corollaire 4.25 La bigébre Sym avec coproduit interne ' est une sous-bigebre de

QSym.
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Dém. Par la Remarque 3.5, le coproduit +' sur QSym est défini de la méme maniere
que sur l'algebre Sym. De plus, il est a noter que € (F,) = 1 pour tout n > 0 et

€(Fay) = 0 pour tout n > 2. Puisque F, = Z Ty... Ty = hy et Fayn =

Z X1...%, = e,, la restriction & Sym de la co-unité ¢ de QSym coincide avec
1<...<Tnp
la co-unité ¢ de Sym qu’on avait défini dans le Chapitre 3 (voir (3.16) et (3.17)). O

On remarque que si G € QSym,, alors v'(G) € QSym,, ® QSym,, est de degré

2n, i.e. cette cogebre n’est pas graduée.

De maniere analogue a (4.16), on peut définir, sur la composante QSym} de
degré n, une structure de bigebre duale de la bigebre QQSym,, avec coproduit interne

(Proposition (4.24 )): le produit ¢ ¢ ¢ de ¢, 1 € QSym* sera donné par
(poih, F) = (o9, (F)), Fe€QSymy, (4.34)
le coproduit A(¢) étant le méme que dans (4.16):
(Al9), F @ G) = (¢, FG).
L'unité v’ : K — QSym}, pour le produit ¢ est définie par
u'(1)(Fe) = €(Fe) = (Fo, F),

donc

W(1) = Fr, (4.35)

ou {Ft} est la base duale de Fo. Nous reviendrons sur cette bigebre au Théo-

réme 5.17.
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5 BIGEBRES DES DESCENTES

Dans [Ges|, Gessel montre que I'algebre des descentes de Solomon ¥, avec le produit
hérité de 1’ algebre du groupe symétrique K.9, est naturellement isomorphe a 1" algebre
duale de la cogebre QSym avec coproduit interne /. Dans ce chapitre on définit sur
K S un coproduit A, qui en fait une bigebre, et un autre produit x tel que (K5, A, x)
est une algebre de Hopf, dont ¥ est une sous-algebre. QQ.Sym avec le produit usuel et

le coproduit externe vy se trouve étre le dual de cette derniere.

5.1 Définitions

Soit 5, le groupe symétrique sur n éléments, K un corps contenant Q, K S, 1'algebre
du groupe S,,. Soit KS = @,>0K S, cette espace a une structure d’algebre quand on
pose 0 - = 0 si o et a ne sont pas dans le méme groupe .S,,. Remarquons que avec
ce produit K'S ne possede pas d’unité, tandis que la permutation identité est I’ unité
pour chaque algebre K.S,,. Nous identifierons souvent dans la suite une permutation

o avec le mot correspondant.

On va définir un nouveau produit sur K'S. On a vu (Proposition 2.4) que si A
est un ensemble infini totalement ordonné de variables non commutatives, ’algebre
de concaténation K(A) des polyndémes non commutatifs dans A est une algebre de

Hopf avec coproduit, co-unité et antipode définis respectivement par

6(@):a®1+1®a7
€(a) =0,

pour tout a € A. Le produit de convolution x défini sur End(K(A)) par
fxg=conco(f®gqg)od, (5.1)
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ou conc est le produit de concaténation, fait de End(/K (A)) une algebre (voir (2.4)).

Il existe une action & droite de K'S sur K(A) donnée par
Ay ...0p.0 = Ag(1) - - - Ao(n),

pour o € S, et a; € A. Ceci nous permet de considérer toute permutation ¢ comme
un endomorphisme de K(A). Il sera commode de supposer {1,2,3,...} C A. Ainsi
K S s’identifie & une partie de K(A). De plus, pour P € KS,, ona 12...n.P = P.
En particulier K S s’identifie & un sous-espace de K(A). La convolution définit un
produit sur K.S: en effet on peut montrer, par la dualité de Weyl, que o0 x o € K5,

si o, € KS. Nous I'établirons directement plus tard.

Pour un mot w de longueur n (sans ou avec repétitions) sur un alphabet totale-

ment ordonné A, dénotons par st(w) la permutation de S,, définie par
st(w)(i) < st(w)(j) <= (a; < a;) ou bien (a; =a; et i < j), (5.2)

ol w = ay...a, On appellera st(w) la permutation ou mot standard de w. Par
exemple, pour w = 322132621, on a st(w) = 734185962. En effet on obtient st(w)
par rénumérotation des lettres de w avec les entiers de 1 a n, en partant de la plus
petite lettre de w (dans 'ordre alphabetique) de gauche a droite. On remarque que
s’il n’y a pas de repétitions de lettres dans w = a . .. a,, alors st(w) est le mot qu’on
obtient en appliquant & w I’ unique bijection croissante {a1, ...,a,} — {1,2,...,n}.

On peut étendre l'opérateur st par linéarité a tout polynome de K (A).

Remarque 5.1 II est clair que le mot standard d’ une permutation o est le méme
o; en particulier, st o st = st. De plus, soit w =ay...a,, [ ={i; <...<i,} C[n]et

a; un sous-mot de w. Alors on voit facilement que

wlr =a;, ...a;

st(w];) = st(st(w)];). (5.3)
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Pour w € A* soit alph(w) C A I'ensemble des lettres qui apparaissent dans w.

Lemme 5.2 Le produit de convolution * résulte étre o x a = > uv, pour o € Sy,
a € Sy, ot I’ on somme sur u,v tels que alph(u) U alph(v) = {1,2,...,n + p},

st(u) = o, st(v) = a.

Dém. On a é(12...n+p) = > u ® v, ou on somme sur les mots u,v € A* croissants
tels que alph(u) U alph(v) = [n + p]. On rappelle que si 7 € Sy, et |u| # m, on a
m(u) = 0. Alors
oxa =12..n+poxa
=conco(c ®@a)d(12...n+p)
=2 Ugy -+ Ug,Vay - - - Vo
avec up, < Upt1 €t vy < Vpy1, done évidemment st(ug, ... Uy, ) = 0 €t st(vy, ... Vq,) =

«. U

Sio e S, et I C[n], on indique avec o|I le sous-mot de o qu’on obtient en ne
lisant dans o que les lettres qui sont dans I. Pour o = 734185962 et I = {1,3,5,8}
on aura o|l = 3185. Attention: le sous-mot o|I est different du sous-mot o|; =
o(1)o(3)o(5)o(8) = 7486.

On définit maintenant un coproduit A sur KS sur la base {o|oc € S,} de chaque
composante K.S,,:
Alo)=> ol{l,....i} @st(a[{t +1,...,n}). (5.4)
=0
Par exemple, pour o = 3124, on aura A(o) = A®st(3124) +1®st(324) + 12®@st(34) +
312@5t(4) + 31240\ = A®3124 + 1®213+ 12012+ 3120 1 + 3124® A , ol A

est l'identité dans Sy (i.e. le mot vide).
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5.2 Structures de bigebres sur K.S

Soient € : KS — K et u: K — K les applications linéaires définies respective-

ment par €(A) =1 et e(c) =0sioc € S,,n>1,u(l) =\

Théoreme 5.3 Avec produit x, unité u, coproduit /A et co-unité e, K.S est une algébre

de Hopf.

On rappelle qu’ on a mis sur K(A) une autre structure de algebre de Hopf, avec le
produit du mélange et le coproduit

F(w)= > u®uv,
et on a vu que, par rapport au produit scalaire (u,v) = d,,, o u,v € A*, cette
derniere est duale de I'algebre de Hopf de concaténation. Nous dénoterons par x' la

convolution correspondante a ¢’ dans End(K(A)), c’est-a-dire
fHg=sho(f®g)od, (5.5)

ou on rappelle que sh : K(A) ® K(A) — K(A) est le produit du mélange u ®
v — u Ll v. Cette convolution * nous donne un nouveau produit sur K.S (voir le
Lemme 5.7).

Soit A’ : KS — KS ® K S le coproduit défini par

A= (st ®@st)od. (5.6)

Théoréme 5.4 Avec produit ', coproduit A', unité u et co-unité ¢, KS est une

algebre de Hopf.

1

Soit 6 : KS — KS Vopérateur linéaire défini par 6(c) = o~', pour o € S,. On

verra plus loin qu’en conjugant cette structure d’algebre de Hopf par 6, on obtient
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le produit x et le coproduit A, ce qui prouvera le Théoreme 5.3. Nous avons besoin

d’abord de quelques lemmes techniques.

Lemme 5.5 Soit 0 € S,, a € S, et soit @ le mot dans {n+1,...,n+ p} qu'on

obtient en remplacant chaque i du mot o par n+1i. Alors on a

ox a=cllla. (5.7)

Dém. On rappelle que si 7w € S,,, alors w.m = 0 si la longueur de w n’est pas m. Si

on fait agir 'endomorphisme (o " «) sur le mot 12...n + p on obtient:

o+ a(12...n+p) —sho(a@a)( > u®v>

uv=12...n+p

=sh(12...nc®@n+1...n+p.a)
=sh(c(1)...0(n)@n+a(l)...n+ a(p))

=0l O

Lemme 5.6 Soient u,v des mots tels que chaque lettre de u est plus petite que chaque
lettre de v. Alors
st(u) * st(v) = st(u L v). (5.8)

Dém. Si st(v) est le mot qu’on obtient en remplacant chauge ¢ du mot st(v) par
i+ |ul, il est clair qu’avec les hypotheses on a st(uv) = st(u)st(v) et aussi st(ulllv) =

st(u) LLIst(v): ce dernier est égal & st(u) " st(v) par (5.7). O

Le coproduit A" = (st®st)od’ de K S s’étend a une application linéaire K (A) —
KS®KS, car ' : K(A) — K(A) ® K(A).
Lemme 5.7

A" = A ost. (5.9)
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Dém. Soit w = ay ...a, et st(w) = by ...b, le standardisé de w. Alors, par (5.3) on a
st(a1 .. .CLZ') &® St(ai+1 e (In> = St(bl Ce bz) X St(bH_l e bn)

On en déduit:

n

A(w) = Zst(al co @) @ st(aig .. ay)
i=0
=0
= A(st(w)) = A’ ost(w). O
Dém. du Théoréme 5.4 Le coproduit A’ est coassociatif: pour tout o € S,,, on a

(A'®1)oA(o) =(A"®1) ( > st(u) @ st(v))

uv=0o

= > (A'ost(u) ®@st(v)

uv=0o

(par (5.9)) = Y st(z) @st(y) @st(v)

(ay)o=c

yv=t

= > st(z)® (Z st(y) ® st(v))

(encore par (5.9)) = Y _ st(z) ® A’ ost(t)

rt=0

=(1® A ( > st(z) ® st(t))
=(1®A") oz_’Za).
De plus, € est bien la co-unité, car on a
(1®e)oA'(0)=(1®c¢) ( Z st(u) ® St(v)> =stlo)®1l=0®1,
et de manieére analogue (e® 1) o A’'(0) =1® 0.

Il est clair que € est un morphisme pour le produit +, puisque ce dernier respecte la

graduation de KS et que ¢(KS) C KSy = K. On va montrer que le coproduit A’

73



aussi est un morphisme pour la convolution . En effet:

(par (5.7)) Ao+ a) =A(cl@)
= (st @st)(0'(0 LLI@))
(d’est un morphisme pour LLI) = (st ® st)(d' (o) LI &' (@))

(st @ st) Z (ulllz)® (vidy)

uv=0o
TY

st (u LU ) st(v L y)

2(st(u) #st(z)) @ (st(v) + st(y))

2 (st(u) ®@st(v)) ' (st(z) @ st(y))

= [(st ® st) Zu@v [(st ®st) Zx@y

= [(st @st) 0 & (0)] ¥ [(st @ st) 0 A'(@)]
(par (5.9)) = A'(0) * [(st @ st) o Al(st(@))]
= A'(o)* Al(«).

(par (5.8))

On a montré donc que K S est une bigebre: comme elle est graduée, et que K.Sy = K,

K S est une algebre de Hopf (voir Proposition 2.2). O

Les considérations un peu techniques qui suivent servent a établir le Corol-

laire 5.11, essentiel pour la preuve du Théoreme 5.3.

Soient A et B deux alphabets totalement ordonnés. Un bi-mot est un mot dans
l'alphabet C = Ax B. Siu=a;...a, € A*, v =>y...b, € B*, on écrira w = w(u,v)
siw = (ay,b1)...(an,b,). On peut aussi représenter le bi-mot w(u, v) en superposant

uetwv:

aias . ..Aay

biby ... b,

w(u,v) =

un bi-mot est croissant si, quand i < j, on a (a;,b;) < (a;,b;) (ot < est I'ordre

lexicographique sur A x B). On remarque que w est croissant si et seulement si
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la permutation standard associée st(w) est I'identité. Voici un exemple de bi-mot

croissant:
112333

236113

Si A = B, le bi-mot transposé de w(u,v), noté par w’, est le bi-mot w(v, u).

Lemme 5.8 Soit w = w(u,v) un bi-mot croissant, et o = (stv)~1. Alors le bi-mot

¢ bo‘(l) R bg(n)
ag(l) Ce ag(n)

est croissant.

Dém. Remarquons d’abord que, comme st(w) = id, on a a; < a;j si i < j. Or:

stv(i) < stv(j) = (b; < b;) ou (b =bj et i < j)

donc
stv(i) < stv(j) = (b; < b;) ou (b; = b; et a; < a;).
On en tire
o (i) < o7 (j) = (bi,a;) < (b, a;)
puis

i < J = (boti)s Go()) < (bo(j) Go(j)-

Ceci montre que w'.o est croissant. O

Lemme 5.9 Soit u = ay...a, € A*, v = by...b, € B* et w = w(u,v). Alors

st(w) = st(u.st(v)~Hst(v).
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Ce Lemme se trouve dans [Reu] (Lemma 9.40), et il est équivalent au Théoreme

9 de Gessel dans [Ges]; voir aussi Gordon [Gor| et Garsia-Gessel [GG].

Proposition 5.10 Soit w = w(u,v) croissant, et w' = w(u',v’) le bi-mot croissant

associé a w'. Alors st(v') - st(v) = id.

Dém. Par le Lemme 5.8 on a que v/ = u.st(v)~!. Le Lemme 5.9 se traduit donc dans
I’égalité voulue:

id = st(w) = st(v') - st(v). O

Par cette Proposition on généralise la procédure qu’on utilise pour écrire 'inverse

d’une permutation donnée

Corollaire 5.11 Si [ ={i; < ... < it} C[n] et 0 € S,, alors

O(st(o|1)) = st(0™2(i1) ... o~ (i) = st(0(o)|1). (5.10)

Dém. On applique la Proposition précedente au bi-mot (dans ’alphabet N x N)

11 e 1k
o i) ... o (i)

Dans ce cas, on observe que dans le bi-mot croissant w(u',v") associé a

. o i) ... o Y(ip)
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on a v = o|l: il en suit que st(o|I) -st(c7t|;) =id , i.e. O(st(o|l)) = st(0(o)];). O

Dém. du Théoréme 5.3 11 suffit de montrer que
oxa=0(0(c)« 0(a)) (5.11)

et que

Alo) = (0®0) 0 A ob(o): (5.12)

ainsi le produit * et le coproduit A s’obtiennent de " et A’ en conjuguant par 6,
donc (K S,*,A,u,€) est une algebre de Hopf, d’apres le Théoreme 5.4. Pour la
premiére identité, on observe que, par rapport au produit scalaire (u,v) = J,, de
K(A), l'adjoint de 1" endomorphisme P — P.o correspondant a la permutation o

est ’'endomorphisme P +— P.o~!

: on peut dire que dans K.S (vu comme sous-espace
de End(K(A)), 'adjoint de = est #(x). Or, on a vu (voir Proposition 2.5) que les
structures des algebres de Hopf de la concaténation et du mélange sont duales. Or,
dans End(K (A)), I'adjoint de fxg = conco (f ® g)od est sho(f'®@¢g')od = f'+'¢
ou f’ et ¢’ sont les adjoints de f et de g. Notamment, dans K .S ’adjoint de o x ar est
0(o) " 6(«) (voir [Reu], (1.5.9)), ce qui prouve la premiere identité.

Ensuite, on a :

B@60)oAlo) =(0®0) Zn: ol{1,...,i}) @st(a|{i +1,...,n})
(par (5.10)) = Z t(o ' (1)...o7 (@) @st(c™ (i +1)...07 (n))
(st @ st)( Z U ® )

= (st®@st)od (c7) = Ao b(0).
La deuxieme identité découle de ce calcul, quand on observe que f o 6 = id. O

On aimerait trouver une forme close pour 'antipode de KS avec le produit x,

appellons-le T': KS — KS. A la lumiere du résultat dans la suite, ou 'on décrit

7



explicitement 'antipode T" sur 'algebre des descentes 3 avec le produit x (voir (5.20)),
on est amené & penser que T'(w) = (—1)"lw™. En fait, ceci ne s’avere pas vrai, comme
I’on voit des calculs suivants.
Soit T" : KS — K S l'antipode de K S avec le produit «. On peut le calculer sur
chaque groupe 5, par récurrence, comme l'indique la démonstration de la Proposition
2.2. Dénotons par p, la multiplication py : KS®@ KS — KS:0® a— o+ a.
Alors on doit avoir p o (T ®id) o A'(N) = 1, et aussi pw o (T" ®id)o A’'(c) = 0 (c’est
la relation (2.6)), pour tout o € S,,, n > 1, c’est-a-dire

> T'(st(w)) « st(v) = 0.
Enfin, pour calculer 7"(¢), on utilisera la derniere égalité, avec la relation (5.7), qui

donne le produit ¥ en termes de produit du mélange: o ¥ a = o LLI@. On obtient:

T'(A) = A

T'(1) = —1

T'(12) = 21

T'(21) = 12

T'(123) = —321

T'(321) = —123

T'(132) = —231 — 213 + 312

T'(213) = —312 — 132 + 231

T'(231) = —2- 231 — 213 + 132 + 312
T'(312) = —2- 312 — 132 + 213 + 231
T'(1234) = —4321
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En guise d’exemple, faisons le calcul de T"(312), en prenant pour aquis la valeur de

T’ sur les permutations de longueur < 2. D’abord, on a:

A'(312) = (st@st)(3120A+31®2+3® 12+ A ® 312)
=3120A+21®@1+1®12+ A ® 312

Ensuite on applique p o (7" ® id) pour obtenir
T/(312) ¥ A+ T/(21) € 1+ T'(1) ¥ 12+ T'(\) ¥ 312 = 0

et par (5.7) et la récurrence on a 77(312) + 12 L1J3 — 1 LI 23 + 312 = 0, d’ou
T'(312) = —123 — 132 — 312+ 123 + 213 4+ 231 — 312 = —2 - 312132 + 213 + 231.
Si maintenant on veut connaitre la valeur de T' sur les mémes permutations, on n’a

qu’a conjuguer par 6:

T(c)=00T 00(o). (5.13)

Alors

T(A) =\

T(l)=-1

T(12) = 21

T(21) =12

T(123) = —321

T(321) = —123

T(132) = —312 — 213 4 231

T(213) = —231 — 132 4 312

T(231) = —2-231 — 132 + 213 4 312

T(312) = —2-312 — 213 + 132 + 231

T(1234) = —4321
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Proposition 5.12 Les deuz structures d’algébre de Hopf (KS,x, A) et (KS,+, A")

sont duales entre elles.

Dém. Soit (, ) le produit scalaire de KS tel que U,,S,, soit une base orthonormale.
Alors
(o~ a,7) = (0 @ a, A(T)).

En effet, pour I’établir, on peut supposer que o € S,, et aw € Sy, et 7 € Sp4p. On a

alors:
(par (5.7)) (o a,7) =(clla,7)=1
(déf. de LLJ) JIUuJ=[n+pletrl=0,7l;=a=n+a(l)...n+a(p)

<

— t{l...n}=cett|{n+1...n+p}=a

— 7{l...n}=cetst(r|{n+1...n+p}) =st(@ =«
— (o, 7[{1...n)) {ayst(rl{n+1...n+p})) =1

((Sm,S1) =0sim #1) < é(a,ﬂ{l...i}) Aa,st(t{i+1...n+p}) =1

= (0@a,AT) =1

Pour I'égalité (o x o, 7) = (0 ® a,, A’(7)), on utilise le Lemme 5.2:

(o *a,T) = Z (uv, T)
st(u)=c
st(v)=a

= Y (o,st(u)){a,st(v))

UV=T

={(o®@a,(st®@st)od (7)) = (c@a,A(r)). O
5.3 Dualité entre > et QSym

Soit I un sous-ensemble de [n — 1] fixé: on dénote par D; 'élément de KS, qui

représente la classe des permutations qui ont méme ensemble de descentes I:

D[: Z g.

Des(o)=I
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Pour compatibilité des notations, si C' = C(I) est la composition associée au sous-
ensemble I, i.e. Des(C) = I (voit (1.1), on écrira D¢ plutét que D;. En partic-
ulier, il en résulte D,, = Dy = 12...n. Soit H une pseudo-composition telle que
la composition C'(H) qu’on obtient en supprimant de H les zéros est égale a une
composition C. 1l est clair que pour la pseudo-composition H = (hq,...,h,) on a
Des(H) :={hi,h1+ha,...hi+...+h.} = Des(C(H)) = Des(C), alors pour simpli-
fier les notation dans la suite, on écrira indifféremment Dy ou De. Soit ¥, 'espace

engendré par les {Dc}opn, et X = @p>oKE,.
Théoréme 5.13 X est une sous-algebre de Hopf de (K.S,*,A).

Dém. Si l'on conjugue par 6, ceci est équivalent a montrer que I’ espace ¥’ = 6(%)
est une sous-algebre de Hopf de (K.S,+,A’). On définit des nouveaux éléments de
3: pour une composition C', soit
Do = Z D = Z o (5.14)
E<C Des(o)CDes(C)

On a D<, = D,, = 12...n. Dans [GRem]|, Garsia et Remmel montrent que
6<D§C) = Uy [ R I Uk, (515)

ou uy...u =12...n, et |u;| = ¢;, avec C' = (¢y,...,c). Puisque les éléments { D¢}
engendrent ¥ et que la relation (5.14) entre les {D<¢} et les {D¢} est triangulaire,
les éléments {#(D<¢)} engendrent 3.

Soit E = (ey,...,e) une autre composition, donc §(D<g) = v LLI ... LLI v, avec
vp..oy = 12...m, |v| = e; et |E] = m. Alors, par la propriété (5.7) du produit *’
et par (5.15), on obtient:

9(D§0> * Q(DSE) = wp L. .. L W41,
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avec wy . .. Wgy = 12...n+m, |w;| = ¢; pouri < k et |w;| = e; pour i > k, c’est-a-dire
0(D<c)* 0(D<p) = 0(D<cr), (5.16)

ou CE est la concaténation des compositions C' et E. Cette identité montre que
I'espace ' est fermé pour le produit *'. Pour le coproduit, on a A'(¥) C ¥/ @ 3.
En effet:

A'(0(D<c)) = (st®@st)od ((ug LU ... LLwuy))
(st @ st)(0"(uy) L ... LLI O (ug))

(st@)st)( 3 (1‘1®y1)|_|_’...|_|_1(l'k®yk)>

LY =Uq

(0" morphisme pour LLJ)

= (st @ st) Y (aq L ... Ll @y) @ (yg L. .. LD yy)
=Y stz L. . W ag) @ sty LU ... L yg)

(car z;y; = u; et
= Z (aluJUJak)®(b1LULUbk)

Uy ..oup =12...n) bfl..'z;',caﬁlzzléﬁil

lai|+1b;1=]u;]

= Y 0(D<cr) ® 6(D<cn),

C/’CI/
ou la derniere somme s’étend aux pseudo-compositions C" = (¢},...,c}) et C" =
(cf,...,c}) avec ¢; = ¢, + ¢/, i.e. telles que C" + C” = C'. Les calculs précédents, avec

les relations (5.11) et (5.12) montrent que, dans 3, on a :
DSC * DSE = DSCE <517>
et que, avec les notations ci-dessus pour C’ et C”,

A(D<c) = Z Dccr @ Deen. O (5.18)
C'+C"=C

Soit M = (m;;)1<i<r une matrice d’entiers naturels. La somme des colonnes de
155p

M est la pseudo-composition

c(M):(mn—l—mzl+...+mk1,m12+m22+...+mk2,...,m1p+m2p+...+mkp),
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la somme des lignes est la pseudo-composition
Z(M) = (m11+m12+...—|—m1p,m21—|—m22+...—i—mgp,...,mkl—I—mkz—l—...—l-mkp).

Aussi, on obtient une pseudo-composition w(M) en lisant les entiers dans M ligne

par ligne:
U}(M) = (mu,mlg, e ,m1p7m21,m22, e ,m2p, e, Mg, ME2, . .. ,mkp).
10
Par exemple, si M = , alors (M) = (2,2), (M) = (1,3) et w(M) =
1 2
(1,0,1,2).

Dans [Sol] (voir aussi [GRem|, [GReu], [Ges]) Solomon démontre, dans le contexte
plus général des groupes de Coxeter, que Y est une sous-algebre. La regle de multi-

plication des D<¢ a été donnée par Garsia et Remmel [GRem).

Théoreme 5.14 L’espace ¥ est une sous-algébre de KS par rapport au produit de

lalgebre du groupe. On a:
Doy - D<p = Dy, (5.19)

ot l'on somme sur toutes les matrices M d’entiers non-négatifs telles que c(M) = H

et (M) = L.
On appellera X avec ce produit I algébre des descentes de Solomon .

Remarque 5.15 On a vu dans le Théoréme 5.3 que (K S, A, €) est une cogebre. La
co-unité e est un morphisme pour le produit usuel de 'algebre du groupe symétrique,

tandis que A ne I'est pas, comme on peut voir sur I’ exemple suivant. Soit o = 3124,
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a=2143. On a ca = 1342 et

Al0) =A®3124+1®213+120 12+ 312@ 1 + 3124 ® A,
Ala) =A®2143+1© 132+ 21 ©21 +213® 1 4 2143 ® A,
AlCa) =A®1342+1®231 + 12012+ 132® 1 + 1342 ® A,

mais A(0)A(a) =A@ 1342+ 1® 231 + 21 ® 21 + 132® 1 + 1342 ® X # A(0a).

Par contre, on a

A(D<w - D<) = A(D<y)A(D<p),

i.,e. A est un morphisme dans l'algebre de Solomon. En effet, soit M une matrice
d’entiers non-négatifs telle que ¢(M) = H et (M) = L, et soient C; et Cy deux
pseudo-compositions telles que C7 + Cy = w(M). Alors les deux matrices M; et Mo
dont la composition associée est w(M;) = C;, i = 1,2, satisfont My + My = M,
c(My) + ¢(My) = ¢(M) = H et I(My) + (M) = (M) = L, car Papplication M —

w(M) est injective. On trouve donc, grace a (5.18) et a (5.19):

A(D<p-D<p)) = > A(D<win)
ey

= > > D, ® Deg,

c(M)=H Cl-‘rCQ:w(M)
I(M)=L

=Y Y D<wn) ® Dawian,

M Mi+My=M

= > Y Dewon) |®| D D<wiim)

M1+M2:M c(Mqy)=Hy c(Mg)=Hg

1(Mq)=Lq l(Mg)=Lg

= Y (D<nm, -D<1,) ® (D<p, - D<p,)
Hy+Ho=H
Li+Ly=L

= Y. (D<m, ®D<p,) - (D<y, - D<y,)
Hi+Hy=H

= A(D<w)A(D<r)

Ceci démontre le suivant
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Théoréme 5.16 Avec produit usuel des permutations, coproduit A et co-unité e, X

est une bigebre, qu’on appelle bigebre des descentes de Solomon.

On rappelle qu’on avait défini (voir (4.34)) sur I'espace Q Sym;: un produit ¢, dual
du coproduit interne 7' de QSym. Soit ® : QSym* — X 'application linéaire qui
a la base {F¢} de QSym* associe la base {D¢} de ¥. Comme dimg QSym! =
dimg ¥, = 2"7!', ® est une bijection. On rappelle que (cf. (4.33)) v (Fo) =
Yroen Fo@r) ® Foey, pour C = C(m); en d’autres mots, pour toute composition
C,C",C", le coeflicient de 7/ (F¢) dans la base {For ® For} de QSym @ QSym est
égal au coefficient du produit D¢ - Den dans la base { D¢} de 3; ou encore,

@(FC/ < FC//) = (I)(FC/)CI)(FCH).
De plus, dans QSym}, on avait v'(1) = F;* (voir (4.35)): or,
O(F)=D,=12...n=1/(1)

dans ¥,,. Ceci démontre le

Théoréme 5.17 (Gessel, [Ges]) L’application ® est un isomorphisme de [’algébre
QSym*, avec le produit hérité du coproduit interne v de QSym, dans l'algébre X de

Solomon.

Nous pouvons donc introduire une application bilinéaire non dégénérée X x QSym —
K définie par
<_DC/7 FC//> = (50/0//,

Le résultat précedent se réécrit ainsi comme:
(D¢r - Don, Fo) = (Dor @ Do, ' (Fo)),
ou on étend la forme bilinéaire au produit tensoriel comme d’habitude. Alors on a:
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Théoreme 5.18 L’application ® est un isomorphisme de ’algébre de Hopf QQSym*,
duale de U'algebre de Hopf QSym avec coproduit externe v, dans [’algébre de Hopf 3

avec produit de convolution x et coproduit A.

Dém. On avait défini Fg = Z Mg, donc on aura dans le dual
C>E

Mg =Y Fp
E<C

Puisque D<¢ = Z Dpg, on trouve tout de suite que ®(M}) = D<c. En comparant
les égalités (5.17§§ectj (5.18) avec (4.17) et (4.18), on déduit que ® est un morphisme
pour le produit:
O(MeME) = (M)
=D<cp=D<c*D<p

= O(Mg) » ®(Mf),

et c’est aussi un morphisme pour le coproduit

Ao®(M}) = A(D<,)

= > D ®Dgy
k+l=n

= D O(M;) ® ®(M])
k+l=n
= (PR P)o A(M});
en utilisant la forme bilinéaire, ceci se traduit dans les égalités suivantes, pour z,y € 3
et F,G € QSym:
<A($>7G® F> = <$,FG>,

(xxy, F) = (z@y,~(F)). O

Grace a cet isomorphisme de ¥ et QQSym*, on peut donner explicitement ’antipode

T : ¥ — ¥ de l'algebre de Hopf des descentes (avec le produit de convolution ).
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L’antipode S de I'algebre Q. Sym (avec coproduit externe) calculé sur la base des { F-}
est S(Fg) = (—1)I°/Fo (voir Corollaire 4.20). Par la dualité qu’on vient d’énoncer,

on doit avoir, pour toute composition E et L:

(T(Dg), Fr) = (Dg,S(Fr))
= (Dg, (1) F))
= (=1)Hsg,

d’ol1 on déduit 'expression

T(Dg) = (-1)P'Dp. (5.20)

Remarque 5.19 Grace au Théoreme 5.18, on réphraser le Théoreme 5.17 et affirmer
que ® est un isomorphisme de la bigébre QSym™ avec coproduit hérité du produit

interne 7 de QSym, dans la bigebre 3 des descentes de Solomon.

Remarque 5.20 Par dualité, I'égalité (4.15) du Corollaire 4.17 donne
FpbFp = Fyp + Fror,
ol de maniere équivalente, via I'isomorphisme &,
Dy x Dy = Dy + Dyor.

En appliquant a cette derniere égalité ’homomorphisne canonique ¥ — Sym étudié
par Solomon [Sol|, Gessel [Ges|, Garsia et Reutenauer [GReu| (voir aussi Reutenauer

[Reu]), on déduit une formule de Zelevinski [Z1]:
SuSt = Sur + SHoL,

ou S¢ est la fonction de Schur gauche correspondant a la forme rub(C'), étudiée par

MacMahon [Mcm] et Foulkes [F].
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Soit ¢, : K(A) — K(A) la projection de K(A) sur K(A),, = K(A™) , i.e. si
P =% P, € K(A) ou P, est homogene de degré n, alors ¢,,(P) = P,,. En particulier
qo(P) est le terme constant du polynome P, donc gy = €. Dénotons par I' la sous-
algebre de convolution de End(K (A)) engendrée par les {g,}: on écrira I' = @,>¢I',,

ou I',, est I'espace vectoriel engendré par les éléments

qC:qcl*...*qck,

pour toute composition C' = (cy,...,¢;) de n. O a gy *x gc = qc * qo, donc qg = q¢
pour toute pseudo-composition h telle que C(H) = C.

On remarque que si P € K(A),, on a
¢(P)=P.D<, = P12...n,
et de (5.17) on déduit que plus généralement on a
q¢c(P) = P.D<c.
Alors pour deux compositions E, L on a
e °qu(P) = qe(P.D<y) = (P.D<1).D<p = P(D<r - D<p) :
on obtient, en comparant avec (5.19)

dr ° 4L = Z Qu(M)-
I(M)=E
c(M)=L

On retrouve ainsi le résultat suivant (voir Patras [P], Reutenauer [Reu]).

Théoreme 5.21 L’algebre de convolution I' est une sous-algébre sous la composition

d’endomorphismes, anti-isomorphe a l’algébre de Solomon.

On déduit de ce Théoreme et du Théoreme 5.17 le résultat suivant.
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Théoreme 5.22 L’algebre de convolution I' est anti-isomorphe a ['algebre QSym*

avec le produit hérité du coproduit interne ' de QSym. O

Proposition 5.23 Les éléments

o) =S (Gl (5.21)
i s K(C) <C .

forment un ensemble de générateurs pour l'algébre de Hopf ¥ des descentes.

Dém. Dans le Théoreme 4.18 nous avons démontré que les élements P de (4.22)
engendrent 'algebre de Hopf QQSym*. La proposition suit du fait que ® est un

isomorphisme d’algebre de Hopf. O.

Les éléments ®(P;") de ¥ correspondent aux éléments

(_1)£(C)—1
()

=Y

|C|=i

qc, (5.22)

qui sont les projections canoniques de K(A) dans I'algebre de Lie libre £(.A) (voir
[GReu] et [Reu], Chapitres 3 et 9).
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6 P-PARTITIONS ET LA CONGRUENCE
PLAXIQUE

Dans ce chapitre on prend en considération, a la suite de Stanley [Sta] et Gessel [Ges],
une famille d’ensembles partiellement ordonnés, qui s’obtiennent a partir d’une forme
gauche. On démontre que si 'ensemble L(P) des extensions linéaires d'un ensemble
partiellement ordonné P forme une réunion de classes plaxiques, alors P provient

d’une forme gauche.

Etant données deux partitions A et pu, avec A D p, de poids |\/pu| = n, on définit
une famille Py,, d’ordres partiels, dont les diagrammes de Hasse s’obtiennent en
remplissant d’abord la forme gauche \/u avec les lettres de P (rappellons que P est
un ensemble totalement ordonné), de sorte que les lignes de A/ soient croissantes et
les colonnes décroissantes (par rapport a l'ordre total < de P), ensuite en tournant
de 45° dans le sens inverse des aiguilles d’une montre.

Par exemple, si P = [8] avec I'ordre naturel, et \/p = 443/21, alors P/, consiste en
les ordres partiels suivants:
3 6 3 7
2 N5 \g Y Ny \g
v Ny N\ v Ny N
4 6 4 7
2 N\ \g Y Ny’ N\g
v Ny N/ v Ny N\g”

Figure 16.

Remarque 6.1 Soit P € P,/,. Il est facile de voir dans ce cas que une P-partition

f € A(P) est un tableau T' de forme A/u (au sens de la définition de la page 9), et
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que le mondéme [[,cp f(a) = |T| est le poids du tableau. Ainsi, par (3.3), la fonction
génératrice de P sera

rPy= > I fla)= > 7] = sx/u

fEA(P) aeP T de forme x/u

et elle est donc symétrique (voir Bender-Knuth [BK]).

Dans [Sta], Stanley pose la conjecture suivante.

Soit P un ordre partiel tel que sa fonction génératrice soit symétrique. Alors P

provient d’une forme gauche, i.e. ils existent X, p tels que P € Py/,.

Comme dans la Section 4.2, soit P un alphabet totalement ordonné a n lettres.
Comme définie par Lascoux et Schiitzenberger [LS], la congruence plazique sur P*
est la plus petite congruence ~ qui contient les relations de Knuth (utilisées dans la

correspondance entre mots et tableaux, voir Knuth [K]):

si r<y<z alors yzxr~yxrz

et ZTY ~ LY

si T <y alors  yzx ~ zyx

et YYr ~ Yry.
La classe plarique d'un mot w € P* est I’ensemble de mots qui sont congrus a w. Un
sous-ensemble L de mots de P* est clos pour la congruence plazique (ou plaziquement
clos) si a chaque fois que w € L et w ~ v, alors v € L: L sera donc la réunion

disjointe des classes plaxiques de ses éléments.

Nous appelons composante connere de P une composante connexe de son dia-

gramme de Hasse.

Dans [GRem]|, Property A, Garsia et Remmel démontrent la proposition suivante.
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Proposition 6.2 Soit P € Py, tel que chaque composante connexe forme un inter-

valle de P (pour l'ordre total de P). Alors L(P) est plaziquement clos.

L’hypothese supplémentaire sur P est nécessaire. Soit P ’ensemble partiellement
ordonné qui correspond a 1'étiquetage suivant de \/u = 32/2:

Or, P € P3y/s, mais L(P) = {213,123,132} n’est pas plaxiquement clos.

On avait défini la fonction génératrice d’'un ensemble partiellement ordonné
(P, <p)par
P(P)= > Feow).

weL(P)

Plus généralement, la fonction génératrice quasi-symétrique d’'un ensemble quelcon-
que L de permutations, est la fonction quasi-symétrique (voir Gessel [Ges| et Gessel-

Reutenauer [GeRe])
Fr=Y Fow.

weL
Alors, si 'on applique la correspondance de Robinson-Schensted-Knuth, on peut

déduire le résultat suivant (cf. [Tho], [LS], [DW].

Proposition 6.3 Soit L un ensemble de permutations plaziquement clos. Alors la

fonction Fy, est symétrique.

Supposons que la conjecture de Stanley soit vraie. Si L(P) est une réunion de
classes plaxiques, alors par la Proposition 6.3 I'(P) est symétrique: dans ce cas, la
conjecture nous dirait que P € Py/,. Ici nous démontrons ce fait directement.

Théoreme 6.4 Soit (P, <p) tel que L(P) est plaziquement clos. Alors P € Py,,.
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Ce résultat avait été conjecturé par Reutenauer. Pour montrer ce théoréeme, on
étudiera le diagramme de Hasse de P localement: le fait que L(P) est clos pour la

congruence impliquera certaines restrictions sur ses sous-ensembles.

Chaque sous-ensemble ¢) d’un ensemble partiellement ordonné P est partielle-

ment ordonné, avec l'ordre partiel <g hérité de P:
a<gb<=a<pb, pout tout a,b € Q.

Il est facile de voir que toute extension linéaire de () apparait comme un sous-mot
(mais en général pas comme un facteur) d’une extension linéaire de P.
On dit qu’un sous-ensemble () de P est convezxe si pour tout p € P et g1, g2 € Q tels

que ¢; <p p <p @2, on a p € ). Dans ce cas, on peut affirmer que:

Lemme 6.5 Si Q C P est convexe dans P, alors pour tout w € L(Q), il existe
w € L(P) tel que w est un facteur de w. En d’autres mots, toute extension linéaire

de Q) est un facteur de quelque extension linéaire de P.

Dém. Par récurrence sur | P\ Q|. Soient A, B, C' les sous-ensembles suivants de P\ Q:

A={z e P\Q|Jqe tel que x <pq}
B={xeP\Q|3qeQ tel que z >p q}
C ={zr e P\ Q| x est incomparable & tout élément de @}

Il est clair que AUBUC =P\ Q et que ANC = BNC = 0. En fait, on a aussi
AN B = (: sinon, soit y € AN B; il existe alors ¢, ¢ € Q tels que ¢ <p y <p ¢, et,
puisque @ est convexe dans P, on aurait y € (), une contradiction. En somme, A, B
et C forment une partition de 'ensemble |P \ Q|.

Si |P\ Q| =0,alors Q = P et 'énoncé est vrai. Supposons alors que |P\ Q| > 0, et
soit w € L(Q).
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Si C' # 0, soit ¢ € C. Alors le sous-ensemble ' = @Q U {c} est encore convexe
dans P: en effet, il n'y a pas d’éléments p € P, q € Q tels que ¢ <p p <p ¢
ou bien ¢ <p p <p ¢, sinon ¢ serait comparable a un élément de (). De plus on
acw € L(Q); comme |P\ Q| < |P\ Q|, par récurrence il existe u, v, tels que
w = u(cw)v = (uc)wv € L(P).

SiC =0et A#0D, soit a € A un élément maximal pour I'ordre partiel <p. Dans ce
cas, le sous-ensemble ' = QU {a} est convexe dans P: en effet, sip € |[P\Q|, ¢ € Q
tels que a <pp <pg,onapé€ Aetp>pa,donc p=a par maximalité de a. On ne
peut pas avoir non plus ¢ <p p <p a puisque, par définition de I’ensemble A, il existe
q € Q tel que a <p ¢, alors on aurait ¢ <p a <p ¢ et la convexité de () impliquerait
a € . Ensuite, on observe que aw € Q': sinon, a n’est pas maximal dans @', et il
existe ¢ € Q tel que g <p a, et cela signifie que a € A N B: contradiction. Comme
|P\ Q| < |P\ Q| par récurrence il existe u, v, tels que W = u(aw)v € L(P).

A la fin , supposons que C' =0, A =0 et B # (), et soit b € B un élément minimal
de B. Par un raisonnement analogue a celui qu’on vient de faire, on montre que
Q' = QU{b} est convexe dans P et que wb € L(Q'"), de sorte que, par récurrence, wb

est un facteur de quelque mot de L(P), ce qui prouve le lemme. O

Corollaire 6.6 Si Q) est conveze dans P et L(P) est plaziquement clos, alors L(Q)

ausst est plaxiqguement clos.

Dém. On dénote par 7 : P* — (Q* la projection canonique de I’ensemble des mots
dans 'alphabet P & ’ensemble des mots dans 'alphabet @), qui , a tout mot u € P*
associe le mot w(u) € Q* qu'on obtient en oubliant dans w les lettres de |P \ Q).
Il est clair, par définition d’extension linéaire, que si u € L(P) alors 7(u) € L(Q).
Soit w € L(Q) et w ~ w': on veut montrer que w' € L(Q). Par le Lemme 6.5,

on peut trouver W = uwv € L(P). On a W ~ uw'v (car ~ est une congruence)
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Figure 17.

et uw'v € L(P), car L(P) est clos pour la congruence plaxique; en particulier sa

projection 7(uw'v) = w’ est dans L(Q). O

On dénotera par <p la relation de consécutivité (ou recouvrement) de l'ordre
partiel <p, i.e. ¢ <p j si et seulement si ¢ <p j et il n’y a pas d’élément k € P tel
quet <p k <p j. Onrappelle que le diagramme de Hasse d'un ensemble partiellement
ordonné (P, <p) est le graphe dont les sommets sont les éléments de P et les arétes
sont les relations de recouvrement telles que si ¢ <p j , on dessine j en haut de 7. Par
exemple, si P est décrit par i <p j, J <p k, t <p k, alors son diagramme de Hasse

est bien le graphe de gauche plutét que celui de droite dans la Figure 17.

Par la suite, on prend la convention suivante: si ¢ <p 7, on dessine dans le

diagramme de Hasse une aréte simple si i < 7,
J
sit<j

une aréte double, si ¢ > j j

sit> g

Dans cette notation le premier ensemble ordonné de la Figure 16 sera

36
o N5 \g
Y V4
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AV VAR YN YN

Figure 18.

On suppose dorénavant que L(P) est plaxiquement clos.

Lemme 6.7 Aucune des configurations suivantes n’apparait dans le diagramme de

Hasse de P:

Dém. D’abord on remarque que tous les (); dans la Figure 18 sont convexes dans
P, parce qu’on regarde le diagramme de Hasse. Or, supposons que la configuration
@, soit dans le diagramme de Hasse de P. Cela veut dire que i« <p j avec ¢ < j et
i <p kaveci < k. Sij <k (respectivement k < j), on a i < j < k (respectivement
i < k < j),alors ikj ~ kij (respectivement ijk ~ jik), ou ikj € L(Q1), mais kij ¢
L(Q1) (respectivement ijk € L(Q1) mais jik ¢ L(Q1)): on a ici une contradiction,
parce que, par le Corollaire 6.6, L(Q1) est clos pour la congruence plaxique. De la
méme maniere, on peut montrer que ()2, Q)3 et ()4 non plus n’apparaissent pas dans

P. O

Lemme 6.8 Pour touti € P, il y a au plus deuz éléments dans P qui couvrent I et

au plus deux éléments qui sont couverts par i.

Dém. S'il existe j,k =p ¢, alors , par le Lemme 6.7, le diagramme de Hasse du

sous-ensemble @ = {4, j, k} dans P a la forme suivante
Ji k
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Pour tout autre élément h € P qui couvre i , on obtiendrait dans le diagramme de

Hasse de P une des configurations suivantes, une contradiction au Lemme 6.7.

Le méme raisonnement montre que ¢ couvre au plus deux éléments. O

Lemme 6.9 Si les configurations suivantes

k k

Q9 Qe

1 1
Figure 19.

apparaissent dans le diagramme de Hasse de P, alors Q et Q" me sont pas conveze

dans P.

Dém. Si @ est convexe dans P, alors par le Corollaire 6.6 L(Q) est plaxiquement
clos. Dans Q onai < j, j > k. Sii <k, alorsi < k < j et ijk ~ jik € L(Q)
(respectivement ¢ > k,k < i < j,ijk ~ ikj € L(Q)), une contradiction, parce que
L(Q) consiste d'une seule extension linéaire, qui est ijk. Le cas de la configuration

@' se traite de la méme facon, en utilisant les relations de Knuth. O

Corollaire 6.10 Dans les hypothéses du Lemme 6.9, il existe un et un seul élément
h # i tel que i <p h <p k et dans P nous avons les configurations suivantes (qui

correspondent respectivement a Q et a Q).
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Figure 20.

Dém. Nous traitons uniquement le cas de @ (celui de @’ est analogue).
L’existence d’un tel élément h est assurée par le Lemme 6.9, car si () apparait dans

P, alors il existe une chaine de 7 a k
h=(G<ph=hy<ph <p...<ph<ph1=k) (6.1)

dans I’ensemble partiellement ordonné, différente de la chaine ¢ <p j <p k. On
remarque que hy # j, car si i <p hg <p hy = j, alors j ne couvre pas i. De plus,
par le Lemme 6.7, on peut noter que ¢ > h = hg, puisque on a déja une aréte simple
entre ¢ et j, a cause de I'inegalité i < j.

Pour toute chaine h de la forme (6.1), on définit I(h) comme étant l'entier 0 <1 <t

tel que hg > hy > ... > hy et hy < hyy;.

hy A

hiyy ..
hy

hiy®,

e

Cet entier est bien défini, car on a h; < hy11 = k: en effet, puisque j > k = hyy1, il ne
peut pas arriver que hy > hy 1 = k, car sinon on aurait encore une des configurations

interdites par le Lemme 6.7.

98



Soit h une chaine telle que I(h) = [ soit minimal: on affirme que [ = 0. Si ceci est
vrai, alors le sous-ensemble ¢ <p hg <p hisatisfait les hypotheses du Lemme 6.9, et

dans ce cas, il n’est pas convexe dans P:

il existe donc j' # hg tel que i <p j' <p h; et par le Lemme 6.8, ;' = j. Ceci implique
7 <p hi <p k, mais k couvre j: on en déduit h;y = k ce qui prouve I'existence de h.

Supposons maintenant que [ > 0. Dans ce cas, la chaine h;_y <p h; <p h;y1, par le
Lemme 6.9, n’est pas convexe dans P, parce que h;_y > h; < hyyq: soit i’ € P tel

que h;_1 <p h' <p hyy1. Encore une fois on a h;_; < A’ par le Lemme 6.7, puisque

hl—l > hl.

Considérons alors la nouvelle chaine A’ qu’on obtient en remplacant dans A la
sous-chaine h;_1 <p hy <p hyyq par hy_y <p ' <p ... <p hyyq. 1l résulte [(A) =

I —1<1(h): contradiction.
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Pour I'unicité de I’élément h, il suffit de remarquer que pour tout autre élément h' # h

qui satisfalt i <p h' <p k, on a une contradiction avec le Lemme 6.8. O

Lemme 6.11 Si P, C P est une composante connexe de P, avec |Py| > 2, alors les

éléments de Py forment un intervalle pour 'ordre total de P.

Dém. Soit P, = {p; < ... < px}, et supposons par 'absurde qu'il existe m € P\ P, tel
que p; < m < p;y1 pour quelque 1 < i < k—1. En particulier, il existe deux éléments
ne€{p1,...,pi} et p € {pis1,...,pr} qui sont consécutifs dans P; pour 'ordre partiel
<p, car sinon P, n’est pas connexe. Supposons que n <p p (le cas p <p n étant
tout-a-fait analogue) . Alors dans P le sous-ensemble Q = {n < m < p} est convexe,

et il correspond dans le diagramme de Hasse de P a la configuration suivante:
p

Q= o m

Or, L(Q) = {mnp,nmp,npm} n’est pas plaxiquement clos, car npm € L(Q) mais
pnm ¢ L(Q). Par contre, le Corollaire 6.6 nous assure que, ¢ étant convexe, L(Q)

est plaxiquement clos, une contradiction. O

Remarque 6.12 Le Lemme précédent nous assure qu’on peut ordonner les com-
posantes connexes de P, disons P = P, U P, U...U P, de sorte que, si i < 7, tous les
éléments de P; soient plus petits (pour l'ordre total < de P) que tous les éléments de

P;.

On est prét finalement a reconstruire ’ensemble partiellement ordonné P dans

le plan discret N x N muni de I'ordre partiel naturel:

(,y) < (@', y) =z <2 ety <y
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La relation de recouvrement dans N x N est donnée par
(r,y) < (2',¢) <= (2, ¢) = (z,y+ 1) ou (z',y) = (x + 1, ).
Dans N x N un chemin de (z,y) & (z/,y) est une suite de points

((z,y) = (w1, 91); (2, 92); 5 (Tro ) = (2, 9)))

telle que , pouri =1,..., k—lona (x;,y;) < (Ti1, Yir1) oubien (z;1, yir1) < (T4, ;).
Deux points (x,y) et (z/,y') sont dits connexres dans un sous- ensemble 7' de N x N

sl existe un chemin de (z,y) a (z/, ") dont tous les points sont dans 7.

Remarque 6.13 Il est facile de se convaincre que tout sous-ensemble T qui est
convexe dans N x N correspond en fait a un diagramme gauche de forme v/p (voir
page 10). Il faut remarquer aussi que si on fait “glisser” les composantes connexes
d’un diagramme gauche dans le plan discret de sorte que le résultat soit encore un
ensemble convexe, 'ordre partiel correspondant ne change pas (voir Figure 21).

A A

= =

—

Y

Figure 21.

Le Théoreme 6.4 prend alors la forme suivante: si L(P) est plaxiquement clos, il
existe une injection e : P — N x N qui respecte 'ordre <p, (i.e. qui soit un
morphisme d’ensembles ordonnés), telle que e(P) soit un diagramme gauche \/u et

que si le point e(p) est étiqueté par p, pour tout p € P, alors e(P) € Py /,.
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Dém. du Théoréme 6.4 Par récurrence sur |P|. Si |P| < 2, le Théoreme est

vrai, car on a les possibilités suivantes pour P

Figure 22.

qui correspondent respectivement au diagrammes de forme (1), (2), (11) et 21/1.
Supposons alors que |P| > 3, et soit m un élément maximal dans (P,<p). On
voit facilement que @@ = P\ {m} est un sous-ensemble convexe dans P, donc il est
plaxiquement clos (par le Corollaire 6.6 ): par hypothese de récurrence il existe une
injection e : Q — N x N telle que e(Q) est un diagramme gauche. On vise a étendre
I'injection e “correctement” a tout P, c’est-a-dire, a coller m a la forme gauche qui
correspond & e(Q) de sorte qu’il en résulte encore une forme gauche.

Comme on a déja vu (Lemme 6.8), m couvre au plus deux éléments et cela nous

fournit les quatre cas suivants a analyser:
m m m

1) em 2) 3) 1)

Figure 23.

Cas 1) L’élément m est incomparable a tout élément de ), donc il forme une
composante connexe de P. Avec les notations de la Remarque 6.12, soit {m} = P;.
Par récurrence il existe une injection e : Q — N x N telle que e(Q) est une forme
gauche dont 'étiquetage est croissant par lignes et décroissant par colonnes (selon

la direction des axes des coordonnées). Il est clair qu’on peut définir I'injection €
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comme dans la Figure 24, et que, par la Remarque 6.12, I’étiquetage reste croissant

par lignes et décroissant par colonnes.

A y P,_
ST iy

Figure 24.

Cas 2) Nous observons que rien n’est a la droite et sur la méme ligne que e(p)

dans e(Q): car sinon, il existe 7 € @, r # m tel que la configuration suivante
m r

p

est dans le diagramme de Hasse de P, ce qui contredit le Lemme 6.7. Par conséquence

nous pouvons étendre e a P par

Figure 25.

ou on indique par (z,,y,) les coordonnées du point e(p) dans N x N. Or, I'injection e

est un morphisme parce que e respecte la relation de consécutivité. Pour montrer que
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e(P) est une forme gauche, il nous reste a montrer sa convexité dans le plan discret.

Nous démontrons d’abord que pour tout g € (), connexe ou pas a p, I'inégalité

Yg = Yp (6.2)

est vérifiée.

Si e(q) et e(p) ne sont pas connexes, on peut toujours faire glisser dans le plan la
composante connexe de e(g) en dessus de celle de e(p) (voir Remarque 6.13 et Figure
21), lordre partiel qui en résulte étant le méme. Cela correspond a donner une autre
injection €' : Q — N x N, telle que y; >y, ol €'(a) = (7}, y,).

Si e(q) et e(p) sont dans la méme composante connexe, supposons par l’absurde que
(6.2) n'est pas vérifié, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € @ avec y, < y,, i.e. e(q) est
en dessous de e(p). Parmi ces éléments, nous montrons que nous pouvons toujours
choisir un élément ¢’ tel que e(q’) = (z,,y, — 1). Ceci montrera que dans P on a la

configuration suivante:

alors, par le Corollaire 6.10, il y a un autre point couvert par m, contre I’hypothese
de la Figure 23-1).
Montrons donc que ¢’ comme ci-dessus existe. En effet, si e(q) est a la gauche de

e(p), i.e. x4 < x,, alors on a (voir Figure 26)

e(q) < (zp,y, — 1) < e(p),

et par convexité de e(Q)), il existe ¢ € @Q avec e(¢') = (xp,y, — 1). Sie(q) est a
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Figure 27.

la droite de e(p), i.e. xz; > x,, comme e(q) et e(p) sont dans la méme composante

connexe, il existe un chemin dans e(Q) de e(p) a e(q) (voir Figure 27):
en particulier il existe ¢’ € Q) avec e(¢') = (xp, yp — 1).

On revient maintenant a la convexité de e(P). Supposons qu’il existe un point

(r,y) € N x N et g € Q avec

e(q) < (z,y) < e(m) (6.3)

(le cas e(m) < (z,y) < e(q) ne s’appliquant pas, car m est maximale dans P). On
veut montrer que (z,y) € e(P). L'inégalité (6.3) se traduit dans les deux inégalités

suivantes pour les abscisses et les ordonnées:
rg <z <xpy=1,+1, (6.4)

Yq SY<Yn= Yp- (65)



Cette derniere avec (6.2) implique y = y, = y,. Or, si dans (6.4) on a z < x, + 1,
le. © < x,, alors e(q) < (z,y) = (z,y,) < e(p), et comme e(Q)) est convexe, on a

(z,y) € e(Q) Ce(P); six=ux,+1, alors (z,y) = e(m) € e(P).
Cas 8) Analogue (dual) au cas 2).
Cas 4) 1l faut considérer les deux possibilités suivantes:

(i) p et r ne sont pas connexes dans ): par récurrence, on sait qu'il existe une
injection e :  — N x N telle que e(Q) est une forme gauche. On aimerait pouvoir
définir une autre injection €’ de (), en faisant glisser dans le plan les composantes

contenant e(p) et e(r), de sorte qu’on ait (voir Figure 28)
el(p) = (xr - Ly + 1) = 6/(’/“) + (_17 1)

Pour ce faire, il faut montrer que dans e(Q), I’élément e(r) se trouve dans le coin
supérieur gauche de sa composante connexe et e(p) est dans le coin inférieur droit de
sa composante connexe. Or, s'il existe un élément ¢ € @ tel que e(q) est a la gauche
de e(r) (dans sa composante connexe), alors on aurait la configuration suivante dans

le diagramme de Hasse de P: m

donc par le Corollaire 6.10 p et ¢ seraient connexes dans (), contrairement a ’hypo-
these (i). Enfin s’il existe un élément ¢ € @ tel que e(q) est en dessus de e(r) (dans

sa composante connexe), alors dans P on aurait la configuration suivante
m q
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Figure 29.

contrairement au Lemme 6.7. On peut alors étendre ¢’ a tout P par ¢'(m) = (z,,y,)

(voir Figure 28), et €/(P) reste ainsi une forme gauche.

(ii) p et r sont connexes dans (): comme p et r ne sont pas comparables dans
P (pour l'ordre partiel de P), e(p) et e(r) ne sont pas comparables dans e(Q). De
plus on a p < r, par la Figure 23-4): par connexité, il existe un chemin dans N x N
de e(p) vers e(q) et il s’ensuit qu’il n’y a qu'une fagon de les plonger dans N x N |

indiquée dans la Figure 29. Soit

(e(p)v e(pl)a RN e(pt)v 6(7")),

un chemin de e(p) & e(r). Sile chemin commence avec un pas horizontal, i.e. e(p;) =

(zp, + 1,y,), alors dans P on a
p1 m
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ce qui contredit le Lemme 6.7. Alors le chemin doit commencer par un pas vertical,

c’est-a-dire e(py) = (zp,y, — 1), et dans P on a la configuration suivante

Dans ce cas, par le Corollaire 6.10, il existe v’ € Q, 1’ # p avec p; <p 1’ <p m, et

r’ = r (sinon m couvre trois éléments distincts): ceci implique que la suite

(e(p), e(p1), e(r))

est un chemin dans e(Q). Donc e(p) = e(r) + (—1,1). Comme on a déja montré, il
n’y a rien a droite de e(p) ou au-dessus de e(r). Finalement on peut étendre e a tout
P par

e(m) = (zr,y) = e(r) +(0,1) = e(p) + (1,0)

et e(P) reste une forme gauche. O

Remarque 6.14 On a vu que (voir Remarque 6.12) si P est un ensemble partielle-
ment ordonné tel que L(P) est plaxiquement clos, alors chaque composante connexe
de P forme un intervalle (pour l'ordre total < de P). Ceci n’est pas vrai si on est
seulement sous I'hypothese que I'(P) est une fonction symétrique, comme on voit de

I’exemple suivant. Si

on trouve I'(P) = hihy € Sym, mais L(P) n’est pas plaxiquement clos.
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Supposons dorénavant que dans P chaque composante connexe forme un intervalle.

Ceci n’altere pas le caractere symétrique de I'(P). On pose la conjecture suivante:

Si la fonction génératrice T'(P) est symétrique, alors pour tout sous-ensemble

conveze Q C P, I'(Q) est symétrique.

On peut voir alors que cette derniere conjecture est équivalente a la Conjecture

de Stanley.

Théoreme 6.15 St la conjecture ci-dessus est vérifiée, les énoncés suivants sont

équivalents:
(i) T'(P) est symétrique.
(ii) L(P) est plaxiquement clos.
(iii) Si Q) C P est convexe dans P, alors I'(P) est symétrique.
(1v)Si Q C P est convexe dans P, alors L(P) est plariquement clos.

(v) P € Py, pour quelques partitions X 2 .

Dém. (v) = (i) C’est la Remarque 6.1.
(v) = (i1) C’est la Proposition 6.2.
(i1) = (iv) C’est le Corollaire 6.6.
(tv) = (ii) P est évidemment convexe dans P.
(1) = (iii) C’est la Conjecture.
(11) = (i) C’est la Proposition 6.3.

(11) = (v) C’est le Théoreme 6.4.
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(17i1) = (v) Aucune des configurations de la Figure 18 n’apparait dans le
diagramme de Hasse de P. Sinon, supposons par exemple que ()1 y apparait. Or si

on calcule la série génératrice de ()1 on trouve
I'(Q1) = Feassy + Feusey = Fii + Fo ¢ Sym,

mais ()7 est convexe dans P, alors par hypothese I'(Q);) devrait étre une fonction
symétrique:une contradiction. Un raisonnement analogue nous amene a éliminer les
autres configurations. Ceci correspond en fait au Lemme 6.7, ou I'hypothese que L(P)
est plaxiquement clos est remplacée par 'hypothese que I'( P) est symétrique. De plus,
si les configurations de la Figure 19 apparaissent dans le diagramme de Hasse de P,
alors les ensembles correspondants ne sont pas convexes dans P. Car, si par exemple
@ était convexe dans P, sa fonction génératrice serait par hypothese symétrique, mais
un calcul direct donne I'(Q)) = F32) = Fo1 € Sym, une contradiction. Il en va de
méme pour )'. Ceci correspond au Lemme 6.9. Maintenant, on remarque que dans
la preuve du Théoreme 6.4, les lemmes qu’on vient de citer, avec la Remarque 6.12,

impliquent tout le reste de la preuve. Ainsi on a que P € P/, pour une forme gauche

Ap. O
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7 EVACUATION DE GRAPHES ETIQUETES

Soit G = (V, E') un graphe simple non orienté sans boucles, ou V' est ’ensemble des
sommets, E C Py(V) est 'ensemble des arétes du graphe. Un étiquetage de G sera

dans ce contexte toute bijection ® : V' — {1,2,...,n}, avec |V| = n.

La trainée canonique de ® est le sous-ensemble P(®) = {vy,...,vx} de V, défini

par les conditions suivantes:

(i) Vi=27'(1);
(it)  pour i > 2,v; = @Y (min{®(v)|(v,v;_1) € E et ®(v) > ®(v;_1)}), si un
tel sommet v; existe;
(737)  si un tel v; n’existe pas, alors k =i — 1.
La trainée de (G, ®) est donc le chemin dans le graphe qui commence au sommet
étiqueté par 1, a étiquettes croissantes, qui parcourt au fur et & mesure les sommets
qui ont la plus petite étiquette, et dont la longueur est maximale. La promotion de

® est I'application 0 : ® — 9P définie par
0P(v) = d(v) — 1 siv ¢ P(P)
0P(v;) = P(v41) —1 pouri=1,...;k—1
0P (vy) = n.

Ezxemple

@) 1

(G, ®)

U=

La trainée est ’ensemble des sommets encerclés. La promotion de @ est montrée

dans la Figure suivante.
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(G,09)

Pour un entier 1 < s < n, la s-promotion de ® est ’application 05 : & — 9,P
qu’on obtient de la construction précédente quand on se restreint aux sommets d’
étiquettes {1,...,s} et on ne touche pas les sommets d’étiquettes {s + 1,...,n}.

Plus précisément, soit V' = {v € V|®(v) < s}, P = P(®)NV' ={vy,...,u}. Alors
DsP(v) = P(v)siv ¢ V',

etsivelV’
0s®(v) = ®(v) — 1 sivég P

0sP(v;) = P(v;41) —1 pouri=1,...,1—1
0sP(v;) = s.
Avec ces notations on a 0 = 0, si n = |V| et 0 = id|s.
On appelle P’ la s-trainée de ®, denotée par Py(P): elle est simplement la trainée

obtenue en ne considérant que les sommets dont les étiquettes sont < s.

Remarque 7.1 Si |V| = n, les étiquetages 0, et 0, 1P different au plus sur les

sommets vp_1, U et sur le sommet étiqueté par n.

Ezemple

(Ga a5(1))
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Pour un étiquetage ® de G, soit

@1 = (I),

(I)Q = ancI)h

(D3 = an—l(an(pl))

@j = an_j+2 S 8n_18n<1>1 = 8n—j+2(®j—1) (71)
B, = 0y...0001. (7.2)

On appellera évacuation 'application ® — P,,.

Théoréme 7.2 L’ évacuation est une involution.

Remarque 7.3 Ce Théoreme étend un résultat de Schiitzenberger: il a introduit la
notion d’évacuation d’un tableau de Young dans [Sch2] et celle d'un ensemble par-
tiellement ordonné dont ’étiquetage est naturel (dans le sens que si a < b dans 1'ordre
partiel, alors ®(a) < ®(b) dans les nombres naturels, i.e. ® est un morphisme d’ordres
partiels) et il a montré que cette construction est une involution. Il faut noter que
sa définition est un peu différente de la notre, mais on peut se convaincre facilement
qu’elles sont équivalentes. Par exemple, sa définition de promotion s’obtient de celle
qu’on vient de décrire si on ajoute 1 aux membres droits des égalités (i) et (ii), et si
on omet l'égalité (iii) (de sorte que 0P est défini sur V' \ {vg}): on peut dire dans
ce cas que la promotion consiste a faire glisser les étiquettes le long de la trainée.
D’autres variantes ont étés formulées par Knuth (voir [K], pages 57-59 et ex. 30 page

72), Greene et Edelman (section 5 dans [EG]), Haiman (section 4 dans [H]).
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La démonstration du Théoreme devient tres simple, une fois qu’on utilise des
opéra-teurs, introduits par Haiman dans le cas des ensembles partiellement ordonnés

a étiquetage naturel (voir [H], preuve du Lemme 2.7).

Pour 1 <7 < n —1, soit r; 'opérateur qui échange les étiquettes ¢ et ¢ + 1 si et

seulement si les sommets correspondant ne sont pas adjacents, c¢’est-a-dire:

o si (P71(i), 07 1(i+ 1)) € E
T’ié =
(i,a+1)o® sinon

ou (i,i+ 1) est, comme d’habitude, la transposition du groupe symétrique.
Remarque 7.4 Il est facile de voir que r? = id et que |i—j| > 2 implique r;r; = 7;7;.

La promotion alors s’exprime tout simplement comme un produit des r;, comme

I’on voit dans le Lemme suivant qui nous a été suggéré par la preuve du Lemme 2.7

dans [H] .
Lemme 7.5 0n<I> = Tn_lan_lq) =Tpn-1Tpn—2.. .7”1(1).

Dém. On procede par récurrence, le cas n = 1 étant trivial. Soit n > 1, P(P) =
(v1,...,v,) et = ®71(n). On a déja remarqué que 9, (®) et 9, (P) peuvent différer
seulement sur les éléments vy, vi_1 et T de V. 1l faut considérer les deux cas suivants:
(i) v € P(®): dans ce cas, puisque la suite d’ entiers (®(vy),...,P(vg)) est

croissante, il résulte 7 = v;. On a:

On®(vg_1) =P(vg) —1=P(@0) —1=n—1=0,_1P(vk_1);

8n<1>(vk) =N = 8n,1(1)(1)k).
II en découle que 7,1 est l'identité sur I'étiquetage 0, 1P, car (vx_1,v;) € E et
dans 9,_1P les sommets v,_1, v, sont étiquetés respectivement par n — 1 et n. Donc

0n<I> = 0n_1¢) = rn_lﬁn_l(ﬁ.

114



(ii) v ¢ P(®P): si on utilise la définition de la promotion 0 on obtient:

0,®(0) =n—1 On—1®(@) =n
On®(vr) =n Op_1®(vg) =n—1
Gné(vk,l) = q)(’Uk) —1= 87%1(1)(1%71)

Comme la trajectoire canonique se termine a v, nécessairement (v,v;) ¢ FE; alors
rn_1 agit sur étiquetage 0, 1P comme la transposition (n — 1,n), et on a encore
Tn_10n_1 = O,. Si on se rappelle que 9, = id, la deuxieme égalité du Lemme suit

immédiatement. O

Pour alléger les notations, on définit ¢; = id et pour j > 2soit ¢; = rj_17j_9...71.
Alors
ﬁjfb = C]'q). (73)

Nous avons aussi ¢; = 7j_1¢j—1 et les commutations suivantes sont vérifiées:
rie; =y stk >+ 1. (7.4)

Dém. du Théoreme 7.2 Si on dénote par ¥ = ®,, 'étiquetage qu’on obtient apres
I'évacuation de @, alors , par le Lemme 7.5 et (7.2) on peut écrire ¥ = cicy. .. ¢, P.

On veut montrer que

O ...0,U =,

c’est-a-dire

cr...cn=c .. .crh. (7.5)

n

Pour n =1 cette égalité est évidente. Sin > 1, on a

CiCa...Cp = Cl<7’101)(7”262) e (T‘n_lcn_l)
(par les commutations (7.4)) =(ri...rp1)(C1.. . Crn1)
(par récurrence ) S T
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Comme on a fait pour la promotion, les {r;} permettent de trouver une jolie expression

pour la trainée de .

Lemme 7.6

P@) ={3(1),(n®)(2),. ., (res...1®) " (n)}
= {(@®)7'(1), (2®)7'(2), - .-, (@) (n)}-

Dém. On démontre le Lemme par récurrence sur n, et en méme temps on prouve
que si P(®) = {vy,...,v;} comme dans la définition , alors vy = (¢, ®)"'(n). Le
cas n = 1 est évident. Sin > 1, soit v = ®7!(n), et soit G' = (V', E’) le graphe
qu’on obtient de G' en enlevant le sommet U et les arétes qui le contiennent ;| avec
I'étiquetage &' = ®|y: on appliquera alors 1’ hypothese de récurrence a ®’. On
note que v = (c¢,_1®71)(n), parce que Uopérateur ¢, | = r,_5...r; n’agit pas sur le
sommet étiqueté par n. On a alors deux cas:
(1) v ¢ P(P): @ -
v

Vg

O——~O
U1 (%)

Il est clair que P(®) = P(®') et par récurrence on a
P(®) = {(c®)7 (1), (2)7'(2), .-, (ar®) T (n = 1)},

ot v = (¢,_1®) "' (n —1). On note que (vy,v) ¢ E, donc r,,_; échange les étiquettes
n et n — 1 des sommets U et vy, de sorte que (¢,®)'(n) = (rp,_1c,_1®) 71 (n) = v

(par hypothése de récurrence) et
P(®) = {(c1®) (1), (2®)7(2),- ., (ca®) " (n) }-
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(ii) v € P(®):

O—@®

k-1 Vp =70

O—-0
U1 (%)

Dans ce cas on a P(®) = P(®') U {v}. D’abord, on remarque que 0,_; n’agit
pas sur le sommet v, donc par (7.3) on a ¢, 1®(v) = n. Ensuite par récurrence
on obtient (c,_1®)"'(n — 1) = vx_1. De plus, ® et & coincident sur v;_;, donc
n—1=c, 19 (vp_1) = ¢n_1P(vx_1): il S’ensuit que r,_; est I'identité sur I'étiquetage
cn1®, puisque (vg_1,0) € E; ainsi (r,_1¢,_1P(0) = ¢, (V) = n, donc v = (¢, ®) "' (n)

comme voulu. O

Remarque 7.7 Dans le Lemme 7.6, la trainée P(®) est un multi-ensemble qui con-

tient n éléments.

Reprenons la définition de ®4,...,®, plus haut. Nous appelons g-iéme trainée
dans l'evacuation de @ la (n — ¢ + 1)-trainée de ®,, c’est-a-dire, avec les notations

précedentes, P,_,.+1(®,). Par le Lemme 7.6, on trouve:

‘Dn*qul((I)) = {(Clq)Q)il(l)? (CQ(I)q)il(Q)v ) (Cnqurl(I)q)il(n —q+ 1)}

= {(¢;%) () hr<jcn—gr1- (7.6)

Nous allons introduire la notion de trajectoire. Dans Schiitzenberger [Sch2], la
trajectoire dans ® d'un entier i € [n] est I'ensemble des sommets qui ont été étiquetés
par cet entier au cours de I’ évacuation. Dans notre version de la promotion, il ne
faut pas oublier que, a chaque promotion successive, ’entier j devient 5 — 1, pour

j > 2 (voir la Remarque 7.3). Ceci justifie la définition suivante.

117



La trajectoire de g dans I’évacuation de ® est le multi-ensemble:

TQ(CI)) = {CI)1_1<Q)7 (132_1((] - 1)? tet q)q_l(l)}
= {q);—ljﬂ(j)}lgjﬁq- (7-7)

Soit ¥ I'étiquetage qu’on obtient apres évacuation de ®: alors , par le Théoreme 7.2,

® est I'étiquetage qu’on obtient apres évacuation de W.

Théoreme 7.8 Pourq=1,...,n, la g-iéme trainée dans [’evacuation de ® est égale

a la trajectoire de n — q+ 1 dans ’évacuation de VU et vice-versa.

Dém. Soit

v, = U

‘112 = 871\1117

\113 = an—l(an\lll)a

U, = Opjyo...0,_10,Y, (7.8)

VU, = 0...0,¥;. (7.9)
On veut montrer que

Pn—q-l-l(q)q) = Tn—q-i-l(\p)' (7.10)

Par (7.6) et (7.7), il suffit de montrer que pour j =1,...,n—¢+ 1 on a

(¢;g) () = (Wn_g—js2) (). (7.11)
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(par (78)) \I/n—q—j+2 = Cg+jCq+j+1 - - - Cn\I/
(par (7.5)) =(c1...cqpj1)’Cqrj---Cn¥
= C1... Cq+j,1(cl . Cn\II)

(par le Théoreme 7.2) =c...Ce19.

Il est facile de voir que pour un étiquetage o de G et k # j—1,j on a
(rec) ™ (j) = a7'(j) (7.12)
Comme ¢; ...c;j—1 est un produit de r, ou k < j — 1, on déduit que
(c1 - cqij1®) () = (¢i¢j41 - Car 1 ®)TH().

De plus, par la définition (7.1) on a ¢;®, = ¢jcp_gy2...cn_16,®. Par conséquent il

reste a montrer que pour 1 < j<n—q+1
(¢jCn—gi2---ca®) T (5) = (cjCja1 - - Caij—1®) T () (7.13)
Par le Lemme 7.9 qu’on montrera dans la suite, on a
CjCpn—g42 - - - Cn = dCjCjq1 . . . Cqpj—1,
ou d est un produit de 7y, avec k > j + 1. Alors (7.12) implique (7.13). O
Lemme 7.9 Soitn>1,g>1etl1<j<n—q+1. Alors
CiCnq2 - - Cn = dCjCj11 ... Cqyj—1, (7.14)

ou d est un produit de r avec k > j+ 1.

Dém. Par récurrence sur n+2—q— 7, cet entier étant la différence des deux premiers

indices du membre gauche de (7.14). Si ce nombre est 1, alors n —qg+2=j+ 1 et
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q+j—1=n, donc I'énoncé est vérifié. Supposons maintenant que n+2—q—j > 2.

Puisque ¢; = r;_1¢;_1 pour ¢ > 2, on trouve

CiCp—q+2.--Cn = Cj(Tn—q+1Cn—q+1) ce (Tn—lcn—l)
(par les commutations (7.4)) = CjTn—g+1Tn—g+2 - - - Tn—1Cn—q+1Cn—q+2 - - - Cn—1
(par (T4) carn—q+1>j+1) =7y gi1Tn—gt2-- Tn-1CiCn—gt1Cn—q+2 - - - Cn—1

. !
= Tn—gt1Tn—q+2 - - - Tn—1d'CjCjq1 . . . Cqj1,

ou d' est un produit de r;, avec 7+ 1 < k, par récurrence. Le lemme suit alors du fait

quen—qg+1>j53+1. 0O
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algebre, 17
commutative, 17
duale d’une cogebre, 20, 40
duale graduée, 22
graduée, 17
graduée localement finie, 21
algebre de Hopf, 19, 59, 71
auto-duale, 38
de concaténation, 23
du mélange, 25
algebre des descentes, 81
de Solomon, 83
antipode, 20, 33, 59, 77, 78

bi-mot, 74
croissant, 74
transposé, 75
bigebre, 19, 65
graduée connexe, 21

characteres du groupe symétrique, 38

chemin
dans une forme gauche, 10

classe plaxique, 91
co-unité, 18, 35, 52, 65, 71
adjointe de I'unité, 56
coassociativité, 18
cogebre, 18
cocommutative, 18, 35
duale graduée, 22
graduée, 18
composition, 7
de Lyndon, 59
plus fine, 7
somme de, 7

concaténation
de compositions, 13

de mots, 23
produit de, 23
congruence plaxique, 91
conjugué
d’une composition, 11
d’une forme gauche, 9
d’une partition, 9
connexité, 91
dans le plan discret, 101
d’une forme gauche, 10, 101
consécutivité, 95
convexité, 93
convolution, 19
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coproduit, 18, 71
adjoint d’un produit, 55
externe, 32, 34, 52
interne, 34, 65

counité, 33

degré d’un polynéme, 22
descentes
d’un mot, 44

d’une composition, 12, 42, 44

diagramme d’une partition, 8
diagramme de Hasse, 95
diagramme gauche, 9
dual gradué, 21, 22

échange, 17
étiquetage, 111
évacuation, 113
extension linéaire, 43

fonction charactéristique de Frobenius, 39
fonction génératrice d’un ordre partiel, 43

fonction quasi-symétrique, 41
fonction symétrique, 28

complete (ou homogene), 29

de Schur, 30
élémentaire, 29
monomial, 28
somme de puissances, 29
forme d’une partition, 8
forme gauche, 9
fusion, 13

group-like, 19

longueur
d’un mot, 22
d’une composition, 7
d’une partition, 8

d’une pseudo-composition, 8

mélange, 24, 46
produit du, 24
miroir
d’un mot, 23
d’une composition, 7
morphisme
d’ algebres de Hopf, 20
d’algebres, 18
de bigebres, 19
de cogebres, 19



mot, 22
de Lyndon, 27
sous-mot, 24
standard, 43, 69
multiplicité de ¢, 8

ordre alphabétique, 27
ordre partiel, 42
dual, 48

P-partition, 43
part
d’une composition, 7
d’une partition, 8
partition, 8
ordre d’inclusion, 9
ordre de dominance, 9
ordre lexicographique, 9
permutation standard, 69
plaxiquement clos, 91
poids
d’un tableau, 10
d’une composition, 7
d’une partition, 8
d’une pseudo-composition, 8
primitif, 19
produit, 17, 33
adjoint d’un coproduit, 55, 67, 85
interne, 39
projection, 88
promotion, 111
s-promotion, 112
pseudo- composition
somme de, 82
pseudo-composition, 8

raffinement de compositions, 7, 42
ruban, 10

série formelle
symétrique, 28

shuffle, 24

somme des colonnes, 82

somme des lignes, 83

tableau, 9
multilinéaire, 10
standard, 10

trainée
s-trainée, 112
canonique, 111
s-ieme, 117

trajectoire, 118

unité, 17, 33, 39, 67, 71
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