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1 Spazi di probabilita e variabili aleatorie reali:
definizioni e proprieta fondamentali

Si presuppone che il lettore abbia gia maturato, dal punto di vista euristico,
I’intuizione circa nozioni fondamentali della Teoria della Probabilita, quali spazio
di probabilita, variabile aleatoria, distribuzione di probabilita, valore atteso e
momento di una distribuzione. In quanto segue verra dato un breve cenno alla
formalizzazione di tali nozioni da un punto di vista assiomatico. Cio permettera
di fornire, in particolare, un quadro di riferimento per gli argomenti che verranno
svolti nei successivi capitoli.

1.1 Spazi di probabilita, variabili aleatorie e funzioni di
ripartizione

Sia Q = {w} un arbitrario spazio di punti e sia P (Q) la famiglia delle sue parti;
sia inoltre F C P (€2) una famiglia di sottoinsiemi di €.

Definizione 1.1

Diremo che F costituisce una o-algebra se sono verificate le seguenti con-
dizioni

a) Qe F

b)Ee€c F=>EcF

(o)
¢) By, By, ... € ]—":>UE;L eF
h=1
Diremo invece che F costituisce un’algebra se la condizione ¢), di chiusura

rispetto alle unioni numerabili, viene sostituita dalla pit debole condizione ¢’)
di chiusura rispetto alle unioni finite:

YneN, By, By, ... E, € féUEh eF
h=1

Osservazione 1.1: utilizzando le identita di De Morgan possiamo stabilire
che, se F & una o-algebra, allora vale anche I'implicazione

d) By, By, ... € F=(\Ey € F
h=1

Osservazione 1.2: P (f2) ¢ ovviamente una o-algebra

Osservazione 1.3: L’intersezione fra o-algebre costituisce ancora una o-
algebra

Definizione 1.2

Uno spazio misurabile & una coppia (Q,F) dove Q = {w} & un arbitrario
spazio di punti e F C P () ¢ una o-algebra di suoi sottoinsiemi. Uno spazio di
probabilita ¢ una terna (2, F,P) dove P & una misura di probabilita su (Q,F),
cioé un’applicazione P : F — [0, 1] che soddisfa le condizioni:



e) P(Q)=1
f) se Ey, Es, ... € F sono insiemi a due a due disgiunti, allora

IP(UEZ):Z}P’(E;L). (1)
h=1 h=1

La proprieta in (1), detta additivita numerabile o o-additivita, implica  additivita
finita; non vale pero, generalmente, I'implicazione inversa.

Sappiamo che, nella teoria della probabilita, gli eventi (risultati) in un esper-
imento aleatorio possono essere rappresentati come sottoinsiemi di un opportuno
spazio di probabilita. Nel caso di uno spazio di probabilita finito, qualunque
sottoinsieme di 2 puo essere visto come evento e i sottoinsiemi costituiti dai
singoli elementi di €2 sono gli eventi elementari. Nel caso generale, invece, ven-
gono considerati eventi soltanto quei sottoinsiemi di €2 che appartengano ad F,
cio¢ quei sottoinsiemi E per cui sia effettivamente definita la probabilita P(E).
Tali sottoinsiemi vengono anche detti misurabili.

Corrispondentemente, viene data la seguente definizione

Definizione 1.3

Una variabile aleatoria X su uno spazio di probabilita (2, F,P) & un’applicazione
X : Q — R tale che, Vx € R, resti soddisfatta la condizione

{we QX (w) <z}elF. (2)

Notiamo che la validita della condizione (2) ci permette di considerare, al
variare di z € R, le quantita P ({w € Q| X (w) < z}).
Nel linguaggio corrente scriveremo piti semplicemente

{weX (w)<z}={X <z}

P{we QX (w) <z})=P{X <z}

Definizione 1.4
Sia X una variabile aleatoria su uno spazio di probabilita (Q,F,P). Si
chiama funzione di ripartizione di X la funzione di variabile reale (a valori in
[0,1]) definita da
Fx(z):=P{X <z}.

Prima di proseguire é opportuno individuare quali condizioni, da un punto
di vista analitico, debbano necessariamente essere soddisfatte da una funzione
reale di variabile reale F' che risulti la funzione di ripartizione di una qualche
variabile aleatoria X.

A tale scopo si deve osservare preliminarmente che una misura di proba-
bilita P (P o-additiva) su uno spazio misurabile (2, F) gode delle proprieta di
monotonia e di continuita. Si ha cioé



Proposizione 1.1

Siano A, Ay € F due sottoinsiemi tali che A1 C Ay. Allora P(A;) < P (As).

Dimostrazione

As si pud decomporre come unione disgiunta di A; e As/A; dove anche
As/A; appartiene ad F. Quindi

P(Az) =P(Ar) + P (A2/A1) = P(Ay).

Proposizione 1.2
Siano A1 C A5 C ... e By D By D ... due catene di elementi di F e sia P una
misura di probabilita su F. Allora valgono le seguenti relazioni

a)
P (UA;L> = lim P(Ay)

h=1
b) (1Bn€F e
h=1
P =1
<ﬂ Bh> klggoﬂb(Bk)
h=1
Dimostrazione

(o)
a) Notiamo innanzitutto che il sottoinsieme U Ay, appartiene ad F essendo
h=1

o0
questa una o-algebra; e quindi & ben definita la quantita P <U Ah> . Inoltre,
h=1
essendo P (A1) ,P(As), ... una successione non decrescente e limitata (P (Ag) <
1), certamente esiste il limite limy_, o P (Ag). Consideriamo la successione di
sottoinsiemi definiti come segue

Cr=A1,C = Ay /A;,C3 = A3 /Ay, ...

Tali insiemi sono a due a due disgiunti e tali che, per ogni k = 2,3, ..., vale
k ) e
Ak:UChe UA}L:UC}L.
h=1 h=1 h=1
Quindi

k 0o 00
P(Ap) =Y P(Cy),P (UAh> =P <U0h>
h=1 h=1

h=1

e, in virtu dell’ipotesi di o-additivita, risulta

b <60h> _S R,
h=1 h=1



D’altra parte, per definizione di somma della serie,

0o k
Y _P(Cn) = lim » P(Cp) = lim P(4)

h=1 h=1

La dimostrazione del punto b) si pud ottenere dalla precedente, attraverso
la relazione di De Morgan.

Sia ora F' una assegnata funzione reale di variabile reale.

Proposizione 1.3

Se F ¢é la funzione di ripartizione di una qualche variabile aleatoria X
(definita su un qualche spazio di probabilita (2, F, P)), devono allora essere
soddisfatte le seguenti condizioni

a) F' & non decrescente:

¥ <2’ = F(') < Fa")

lim F(z)=0, lim F(z)=1

Tr——00 Tr——+00

c¢) F' ¢ continua da destra:

lim F(x) = F(xo).

Dimostrazione
a) Per 2/ < 2"

{we QX (w) <2’} C{we QX (w) <2"}.

Quindi F(z') < F(z") segue dalla monotonia della P.
b) Consideriamo la catena decrescente dei sottoinsiemi della forma

B ={w e QX (w) < —k}.

[e ]
Allora ﬂ By, = 0 e, per la continuita di P, risulta
k=1

lim P(By) =P (ﬁBk> =P () =0
k=1

La relazione lim,_, 1o F(z) = 1 si verifica analogamente considerando la
catena crescente dei sottoinsiemi della forma

A ={w e QX (w) <k}



oo

e tenendo conto che U {we QX (w)<k}=QconP(Q)=1.
k=1
¢) Consideriamo ora, per ogni fissato valore 2y € R, la catena decrescente
dei sottoinsiemi della forma

1
By, :{WGQ‘X(W) Sl‘o-‘r%}

Osserviamo che risulta

{we QX (w) <xo} = [)Br
k=1

e quindi

1
F(zo) =P{w € QX (w) <z} = lim P(Bg) = lim F(zo+ —) = lim F(x).
k—o0 k—o0 k x—w(f

Daremo successivamente un cenno alla dimostrazione del fatto che I'insieme
delle condizioni a), b) e ¢) ¢ anche sufficiente affinché F' sia la funzione di
ripartizione di una qualche variabile aleatoria X.

Consideriamo ora, quindi, una funzione F' che sia la funzione di ripartizione
di una qualche variabile aleatoria X e concentriamo 1’attenzione sull’insieme

Dr = {z € R|z punto di discontinuita per F'}.

Siccome F' & monotona, sappiamo che D - se non é vuoto- contiene al piu
un’infinitd numerabile di punti x1,xs,... € che le discontinuita possono essere
soltanto di prima specie. Piu precisamente, dal momento che F & non decres-
cente, si avra che un punto di discontinuita z; € Dr C R deve essere tale che

F(z;) = lim F(z) > lim F(x).

wami w%wi

Osserviamo allora che, essendo

> 1
U{w € QX (w) <a; — E} ={w e QX (w) < z;},
k=1
si ha 1
P{X <z;} = lim P{X <z, — -} = lim F(z).
k—oo k T

—x;

Possiamo dunque concludere che punti di discontinuita per F' sono tutti e
soli gli x; tali che



Cioe, siccome {X < z;}/{X < x;} = {X = 2;}, questi punti sono tali che
P{X ==} >0:

I’ampiezza del salto della F' in un suo punto di discontinuita x; ¢ uguale alla
probabilita che X assuma il valore x;.

Quando F' ¢ ovunque continua ciascun singolo valore x € R si presenta con
probabilita 0, e viceversa.

Le variabili aleatorie la cui funzione di distribuzione ¢ costante a tratti, sono
invece quelle con distribuzione discreta: con probabilitd uguale a 1 esse as-
sumono un valore su cui & concentrata una probabilita positiva.

Osserviamo infine che, dati due valori reali a < b, vale

P{a < X < b} = F(b) — F(a).

Nel particolare caso in cui F' & continua, avendo ciascun singolo valore prob-
abilita di presentarsi nulla, si ha

F(b)—F(a) =Pla< X <b} =P{a < X < b}
P{a < X <b} =P{a < X < b}.

1.2 Funzioni di ripartizione e distribuzioni di probabilita
sulla retta

La nozione di funzione di ripartizione ha un ruolo fondamentale nella teoria
della probabilita. In particolare, sotto la condizione di o-additivita, possiamo
dire che F'x individua univocamente la distribuzione di probabilita di X. Per
formalizzare e motivare tale affermazione dobbiamo innanzitutto definire, da
un punto di vista assiomatico, che cosa si possa intendere per distribuzione di
probabilita di una variabile aleatoria. A tale scopo, si rendono necessari alcuni
cenni circa definizioni e questioni fondamentali della teoria della misura.

Consideriamo due spazi misurabili, cioé due coppie (2, F), (R, F'), ed una
applicazione ¢ :  — .

Definizione 2.1

¢ & detta F/F'-misurabile se, per ogni E’ € F’, & soddisfatta la condizione

e VN EY={weQlpw) e E'Y e F.

Sia ora fissata una misura di probabilita P su F e sia ¢ :  — ' un’applicazione
F /F'-misurabile.

Ha quindi senso considerare su F’ la funzione di insieme definita dalla po-
sizione

P,(E')=P{lweQpw) e E'}=P(¢ ' (F)), FE eF.



Si puo verificare che P, ¢ anche essa una misura di probabilita. P, viene
detta misura di probabilita indotta dalla ; in base alla definizione stessa, risulta

anche naturale indicarla con il simbolo Po 1.

Sia ancora (2, F) uno spazio misurabile e sia A C F una arbitraria famiglia
di sottoinsiemi misurabili di €.

Siccome l'intersezione fra o-algebre costituisce ancora una o-algebra (Osser-
vazione 1.3), ha senso considerare la c-algebra ottenuta quale intersezione di
tutte quelle o-algebre G (sotto o-algebre di F) che soddisfano la condizione .4
C G. Tale o-algebra viene indicata con il simbolo o (A) e viene detta o-algebra
generata da A.

Da tale definizione segue dunque:

sia G C F una o-algebra tale che A C G. Allora vale anche o (A) C G.
E’ ovvio che se A ¢ essa stessa una o-algebra allora o (A) = A. Altrimenti
si ha necessariamente A C o (A).

Definizione 2.2
Una famiglia di sottoinsiemi A C F costituisce un w-sistema se & chiusa
sotto 'operazione di intersezione, cioé se vale I'implicazione

Aie A, Abe A=A NA e A

Definizione 2.3
Una famiglia di sottoinsiemi £ C F costituisce un A-sistema se soddisfa le
seguenti condizioni:
a)
Qel

b) per A,B € L etaliche ACB
B/Ae L

c) per ogni catena crescente A1 C Ay C ... di sottoinsiemi in £, si ha

EOJ A, e L.
k=1

Una c-algebra ¢, al tempo stesso, un A-sistema ed 7w-sistema. Notiamo pitu
precisamente che una famiglia di sottoinsiemi ¢ una o-algebra se e solo se &
contemporaneamente un m-sistema e un A-sistema.

Risulta varie volte utile, per due famiglie di sottoinsiemi A ,G C F tali che
A C G, poter stabilire se vale anche o (A) C G. Cid ¢ automaticamente garan-
tito se G & una o-algebra. Un risultato che risulta utile per diverse questioni
rilevanti & il seguente Teorema A-w di Dynkin. Questo permette di indebolire,
in quanto detto sopra, la condizione che G sia una o-algebra, aggiungendo pero
la condizione che A sia un w-sistema:
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Teorema 2.1

Siano A ,G C F tali che
- G ¢ un A-sistema

- A m-sistema

-ACg

Allora risulta o (A4) C G.

Come conseguenza del Teorema 2.1 abbiamo il seguente risultato che, a sua
volta, si rivela utile in molte situazioni.

Teorema 2.2

Sia A C F una famiglia di sottoinsiemi e siano P; e Py due misure di
probabilita su F . Se risulta

]P)l(A) = PQ(A),VA eA
e A ¢ un 7-sistema, allora P;(A) = P2(A),VA € 0 (A).

Sulla base del Teorema 2.1., questo risultato si dimostra facilmente notando
che la famiglia

G={AcFPi(A) =Py(A)}

risulta essere un A-sistema.

Consideriamo la famiglia Z costituita dagli intervalli della retta, della forma
(—o0,z],z € R. E’ utile notare subito che Z costituisce, ovviamente, un 7-
sistema.

Quale famiglia degli insiemi di Borel della retta reale, si pud intendere la
o-algebra (di sottoinsiemi della retta) generata dalla famiglia Z. Tale o-algebra
o (Z) viene usualmente indicata con il simbolo 5.

La misura di Lebesgue su B ¢ definita come la funzione di insieme \ : B — R,
individuata dalle seguenti proprieta:

i) A & o-additiva

ii) A\(B) = (b—a) per B = (a,b].

Estendendo opportunamente il precedente Teorema 2.2 dal campo delle mis-
ure di probabilita o-additive al campo piu generale delle misure o-additive non
necessariamente finite, si dimostra che A ¢ individuata univocamente in base
alle proprieta i) e ii).

Torniamo ora a considerare una variabile aleatoria X, definita su uno spazio
di probabilita (92, F,P).

Possiamo vedere X quale applicazione X :  — R F/B-misurabile e possi-
amo cosl dare una definizione assiomatica dell’oggetto che, nel linguaggio cor-
rente della probabilita, & detto distribuzione di probabilita di X: quest’ultima
puo essere vista come una misura di probabilita sullo spazio (R, B) secondo la
seguente
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Definizione 2.4
Sia Px la misura di probabilita su (R, B) definita dalla relazione

Py (B) :=P{X € B} = P{lw € QX () € B}

per B € B. Px ¢& detta misura di probabilita indotta dall’applicazione X. Possi-
amo ora intendere la “distribuzione di probabilita di X " semplicemente come
la misura Px su (R, B).

Vogliamo, a questo punto, rispondere a due domande.

Innanzitutto: nel precedente paragrafo avevamo definito una variabile aleato-
ria su (2, F) come applicazione X : @ — R tale che valga la condizione (2):
Vr e R, {we QX (w) <z}eF.

Per quale motivo possiamo vedere X, come citato poco fa, quale applicazione F /B-
misurabile?

La risposta ¢ che, anche se la condizione (2) appare pit debole della F/B-
misurabilita, le due condizioni risultano in effetti equivalenti.

Consideriamo a questo proposito la famiglia G costituita da tutti gli insiemi
G € B tali che

X HG@) ={we QX (w)eG}eF.

Dire che X ¢ tale che valga la condizione (2) significa dunque affermare
ZcCg.
E’ possibile inoltre verificare che la famiglia G costituisce un A-sistema.
Essendo allora 7 un w-sistema e G un A-sistema, il Teorema 2.1 assicura che
anche
B=0(Z)Cg;

cioé che X & una applicazione F/B-misurabile.

La seconda domanda & quella che ci eravamo posti all’inizio del para-
grafo: in quale senso possiamo dire che Fx individua la distribuzione di proba-
bilita di X7

La risposta dipende ancora dal fatto che Z & un w-sistema ed & data dal
precedente Teorema 2.2: la funzione di ripartizione Fx(z) individua la misura
di probabilita Px sugli insiemi appartenenti ad Z . Cio, essendo Z un 7-sistema,
permette a sua volta di ricostruire univocamente la misura Px su tutta la
famiglia B.

1.3 Trasformazioni di variabili aleatorie

In questo paragrafo X indica una fissata variabile aleatoria su uno spazio di
probabilita (Q, F,P), con funzione di distribuzione Fx. Indichiamo con § il
supporto della distribuzione di X, cioé l'intervallo [Zmin, Tmax] con

ZTmin = Inf{z|F(z) > 0}, Zeup = sup{z|F(x) < 1}.
Consideriamo poi un’arbitraria funzione ¢ : R — R, B/B misurabile; una

tale funzione viene usualmente detta direttamente misurabile, senza ulteriori

12



specificazioni. Di tale tipo sono, in particolare, tutte le funzioni monotone e
tutte le funzioni continue.

Vogliamo quindi considerare ’applicazione Z : {0— R costruita come fun-
zione composta

Z(w) = (po X)(w) = ¢ (X ().

Innanzitutto osserviamo che Z ¢, anch’essa, una variabile aleatoria su (Q, F,P).
Infatti, come si verifica direttamente, & F/B-misurabile, in quanto tale & X.

La distribuzione di probabilita di Z, Pz, si puo vedere come misura di prob-
abilita indotta nelle due diverse accezioni (Px), e Pyox.

Noi consideriamo ora il caso particolare in cui ¢ sia continua e strettamente
monotona Su [Tmin, Lmax), cosl da ammettere su tale intervallo una funzione
inversa 1 = ¢!, anch’essa continua e strettamente monotona. Iniziamo, per
fissare le idee, con l'assumere ¢ strettamente crescente.

Per la funzione di ripartizione di Z vale allora la relazione

Fz(z) :=P{Z <z} =P{¢ (X) < 2} 3)
=P{X <9y (2)} = Fx (¥ (2))-

Nel caso ¢ strettamente decrescente avremmo invece

Fz(z) =P{o(X) < 2}
=P{X 29 ()} =P{X = ¢ ()} + P{X > ¢ (2)}
=PIX =¢ ()} +1 - Fx(¢(2)),

e Fz(z) si ridurrebbe a 1 — F'x (¢ (2)) nel caso in cui anche Fx ¢ continua.

Prima di proseguire, & utile focalizzare ’attenzione su una distribuzione di
probabilita notevole, che verra incontrata spesso nel seguito.

Definizione 3.1

Diciamo che una variabile aleatoria U segue una distribuzione uniforme
sull’intervallo [0, 1] se la relativa funzione di distribuzione ¢ data da

0 x <0
Fy(z) = z 0<zx<l1
1 z>1

Notiamo che tale Fy, oltre che essere continua su tutta la retta, & anche
strettamente crescente sul supporto [0, 1]. In tale intervallo essa ammette inversa
F; ! che ovviamente coincide con la Fy; stessa

Osservazione 3.2

Consideriamo il caso in cui Fx & continua e strettamente crescente sul
suo supporto. La variabile aleatoria U = Fx(X) prende, ovviamente, valori
soltanto nell’intervallo [0, 1]. Risulta avere, inoltre, una distribuzione uniforme
sull’intervallo [0, 1]. Infatti, per 0 <z <1,

Fy(z) =P{Fx(X) <z} =P{X < Fy'(z)} = =
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Sia ora F' una funzione che soddisfa le ipotesi a),b),c) elencate nell’enunciato
della Proposizione 3; aggiungiamo per il momento anche la condizione che sia
continua e strettamente crescente nel suo supporto, cosicché possiamo consid-
erare la sua inversa F~!, anch’essa continua e strettamente crescente.

Supponiamo ora che V' sia una qualunque variabile aleatoria, definita su un
qualunque spazio di probabilita (2, F,P), tale che la sua distribuzione di prob-
abilita sia uniforme su [0, 1] e consideriamo, su (2, F,P) la variabile aleatoria

Z=FYV).
Vediamo allora, dalla (3) che,

Fz(z) = Fy(F (x)) = F(x).

In altre parole, partendo da V, basta porre Z = F~1(V) per ottenere una
variabile aleatoria, funzione di V', con funzione di distribuzione coincidente con
la funzione F' assegnata.

Cio ¢ utile dal punto di vista applicativo, in quanto ci permette (almeno in
linea di principio) di "simulare" variabili con distribuzione assegnata a partire
da variabili aleatorie con distribuzione uniforme su [0, 1].

Ma cio & anche importante dal punto di vista teorico: infatti ci mostra che
una funzione F', che goda di tutte le proprieta sopra richieste, & certamente la
funzione di distribuzione di una qualche variabile aleatoria.

Le stesse argomentazioni si possono estendere anche ai casi in cui si lasci
cadere la condizione che F sia continua e strettamente crescente, purché restino
conservate le ipotesi a),b),c). Per trattare tali casi basta generalizzare la nozione
di inversa di una funzione di distribuzione ponendo, per u € [0, 1]:

F~Y'(u) = inf{z € R|F(2) > u}.

In tal modo ¢ quindi possibile concludere che le condizioni a), b) e ¢) sono
non soltanto necessarie, ma anche sufficienti affinché una funzione F' sia una
funzione di ripartizione (di una qualche variabile aleatoria).

1.4 1 diversi tipi di distribuzioni di probabilita

In questo paragrafo analizziamo la struttura della famiglia F costituita da tutte
le possibili funzioni di ripartizione di distribuzioni di probabilita sulla retta, cioé
di tutte le funzioni che soddisfano le condizioni a), b) e ¢) della Proposizione
1.2.

Innanzitutto notiamo che F gode della proprieta di convessita

Proposizione 4.1

Siano Fi, Fy € F e ay, s due costanti positive tali che a; + as = 1. Allora
anche la combinazione convessa

F(x) = a1 F1 () + asFy(x)
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& un elemento di F.

Dimostrazione

E’ facile verificare che, essendo le condizioni a), b) e ¢) della Proposizione
1.2 soddisfatte per F; ed F, allora valgono anche per F. E quindi la tesi segue
dal fatto che tali condizioni sono anche sufficienti per I'appartenenza ad F.

Come descritto nel primo paragrafo, vi sono due classi notevoli di elementi di
F: le funzioni di ripartizione costanti a tratti, corrispondenti alle distribuzioni
discrete, e quelle ovunque continue (cioé tali che Dp = ().

All’interno di tale ultima classe troviamo quelle che ammettono una funzione
di densita, secondo la seguente definizione.

Definizione 4.1

La funzione f(x) & una funzione di densita di probabilita per F se risulta

Fww=[ff@ma rER. ()

Se esiste una densita, la F' risulta derivabile quasi ovunque e vale la relazione

%F(m) = f(x),q.o.

Si ha inoltre, per una variabile aleatoria X con funzione di ripartizione F e
per valori reali a < b,

b
PM§X§H=F@—NM=/f@%

In "ambiente o-additivo" la scrittura ffoo f(€)d¢ viene intesa come un inte-
grale di Lebesgue e, per completezza, va corrispondentemente citato che le varie
relazioni relative alle funzioni di densita sono valide "quasi ovunque" rispetto
alla misura di Lebegue, cioé a meno di insiemi di misura di Lebegue nulla.

Nelle usuali applicazioni, pero, si pud tranquillamente ammettere che la f
sia ovunque continua o abbia, al pill, un numero finito di punti di discontinuita
e sia limitata In tali casi lintegrazione in (4) pud equivalentemente intendersi
nel senso di Riemann.

Una F per cui valga la (4) viene anche detta assolutamente continua, in
quanto la misura di probabilitd da essa determinata sulla o-algebra B risulta
assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue, cioé tale che Px (B) =
0 per ogni insieme B € B di misura di Lebesgue nulla.

Il termine "densita di probabilita" per la f & motivato dalla relazione

fa) = g F@tAD) = F@) _ Plo< X <o Aa)

Az—=0 Ax Az—0 Az ’

cioe dal fatto che f(z) si puo vedere come il limite di un rapporto fra la proba-
bilita contenuta in un intervallo e la lunghezza dell’intervallo stesso, al tendere
a 0 di tale lunghezza.

15



Proposizione 4.2
Una funzione di densita di probabilita f(z) deve soddisfare le condizioni
- fl2) 20

- fjoo; f(&)d¢ =1 (condizione di normalizzazione)

Osservazione 4.1

Sia g(x) una funzione non negativa ed integrabile assegnata. In base alla
proprieta di normalizzazione, vale quanto segue: supponiamo di sapere che una
data f(z) ¢ una funzione di densita di probabilita e risulta proporzionale alla
g(z), cioe esiste un numero positivo K tale che

f(z) = Kg().

(scriveremo brevemente tale relazione con il simbolo f(z)xg(x)).
Imponendo su f(z) la condizione di normalizzazione possiamo concludere

1 g()

K=—F—— fl&)= 75—
S g(€)de /@ T2 gle)de

Nell’analisi della famiglia F un punto importante ¢ il seguente: fra le funzioni
di distribuzioni ovunque continue, esiste una sottoclasse di funzioni F' che non
ammettono densita, cioé per le quali non vale la rappresentazione (4). Se una
variabile aleatoria X é distribuita seconda una tale F', allora esiste un insieme
B € B che soddisfa contemporaneamente le seguenti condizioni:

i) P{X € B} =1;

ii) la misura di Lebesgue di B ¢ nulla.

Tali funzioni di ripartizione vengono dette singolari. Naturalmente le con-
dizioni i) e ii) valgono anche per le distribuzioni discrete. La differenza fra i
due casi sta nel fatto che, al contrario di quelle singolari, le funzioni di ripar-
tizione discrete non sono ovunque continue ed anzi crescono soltanto per salti,
in corrispondenza dei loro punti di discontinuita: siano ancora X una variabile
aleatoria con funzione di ripartizione F' e D 'insieme dei punti di discontinuita
di F'; nel caso F' & costante a tratti risulta

P(X € Dp) =1,
mentre nel caso singolare risulta
P (X S DF) =0.

Indichiamo rispettivamente con Fg4,F,.,Fs le tre classi costituite dalle dis-
tribuzioni discrete (F' costante a tratti), dalle distribuzioni assolutamente con-
tinue (F con densita), e da quelle singolari (F' continua ma senza densita).

Riguardo la caratterizzazione della forma piu generale degli elementi in F
vale il seguente teorema di decomposizione di Lebesgue.
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Teorema 4.3
Sia F' € F un’arbitraria funzione di ripartizione. Allora esistono Fy; €
Fg, Foc € Fye, Fs € T e tre costanti non negative ag, age, &5, CON Qg+ Qg+ =
1, tali che
F(z) = agFy(z) + ageFoc(x) + asFs(x).

1.5 Valori attesi e momenti

Ricordiamo innanzitutto la definizione di valore atteso di una variabile aleatoria
X definita su uno spazio di probabilita finito (2, P () ,P), con Q = {w1, ..., wn }.
In questo caso il valore atteso di X viene definito dalla posizione

E(X):= ZP{%} X (wi) - (5)

Supponiamo che i valori possibili per X siano zq,zs2,...,z, e che questi
vengano assunti con probabilita rispettive py, pa, ..., pn, ciog, per j =1,2,....n,

pj = P{wl S QlX (OJZ‘) = 1‘7}
In base a tali posizioni si verifica facilmente che valgono le seguenti proprieta:
i)
n
E(X) =Y pja; (6)
j=1
ii)

min z; <E(X) < max zj;
j=1,...,n j=1,...,n
iii)
E(X)=Z
se X & una variabile aleatoria degenere con distribuzione di probabilita con-
centrata nel valore T, cio¢ se

X(wl) =z,t=1,...,N.

Un’ulteriore proprieta di linearita verra vista nel successivo capitolo.

Notiamo che (5) costituisce la definizione formale della nozione di valore at-
teso, mentre (6) puo essere vista piuttosto come una regola di calcolo di B (X).
E’ importante notare che quest’ultima richiede soltanto la conoscenza della dis-
tribuzione di probabilita di X.
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Nel caso di uno spazio di probabilita in generale la definizione (5) non potra,
ovviamente, piu essere valida. Viene pero formulata una definizione di integrale
in modo tale che si possa porre

E(X) = /Q X (w) P (dw). (M)

Il valore di [, X (w) P (dw) mantiene comunque la forma del tipo Y 7_, p;z;
nel caso in cui Q risulta unione di n eventi disgiunti E1, ..., E,, tali che P(E;) = p;
eX(w)=z;,Vwe E;,j=12,..,n.

Nella presente trattazione non ci tratteniamo ulteriormente su tale definizione di
integrale e sulle proprieta relative. Possiamo perd accennare al fatto che tale nozione
generale si puod vedere come una naturale estensione di quella relativa all’integrale di
Lebesgue sulla retta reale.

In ogni caso, ¢ possibile calcolare E (X)) basandosi soltanto sulla conoscenza
della distribuzione di probabilitd Px, secondo quanto verra accennato qui di
seguito.

Per misure di probabilita v su (R, B) e per funzioni misurabili ¢ : R — R, si
puo definire 'integrale

/R o) (de)

in modo analogo alla definizione di [, X (w)P(dw). E si dimostra inoltre che
vale la relazione

E(X)= /Rx-]P’X(dx),

dove, ricordiamo, Px indica la misura di probabilita sulla retta, indotta dalla
variabile aleatoria X.

Per quanto ci riguarda al momento, dobbiamo soltanto tener presente a che
cosa si riduca l'espressione [, - Px (dx) nei casi particolari di distribuzioni di
probabilita Px discrete e distribuzioni di probabilita assolutamente continue.
Nel caso discreto abbiamo ancora

E(X):ijxj

e, nel caso assolutamente continuo con funzione di densita di probabilita f(z),
si ha invece

+oo
E(X) = / of(z)dz. (8)

— 00

Dobbiamo comunque notare che la scrittura fo - Px(dz) non & soltanto
un simbolo unificante per significare rispettivamente le quantita Zj DT €

—+o0 . . . .
S xf(x)dx nei due casi discreto e assolutamente continuo.
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fo - Px(dz) indica infatti un oggetto ben definito, chiamato integrale di
Stiltjes, che si riduce a fj:; zf(xz)dx oppure a Zj p;x;, nei due casi notevoli
citati.

Siccome, come sappiamo, la distribuzione di probabilita Px ¢ individuata
dalla funzione di ripartizione Fx, si ha che anche l'integrale [,z - Px(dz) &
individuato da F'x ed infatti viene usualmente indicato con il simbolo

/+ooz~dFX(x).

— 00

Dobbiamo anche notare che 'integrale improprio che figura al secondo mem-
bro della (8) potrebbe valere 400, oppure —oo, oppure non essere definito
(quando si presenta la forma indeterminata +o0o —o0). Vedremo nel seguito
qualche esempio in proposito.

In base alla definizione (7) si possono dimostrare le proprieta 1),ii), iii) elen-
cate sopra e la proprieta di linearita che vedremo nel prossimo capitolo.

Ancora in base alla definizione (7) si puo dimostrare anche che si ha una pro-
prieta di linearita rispetto alle distribuzioni di probabilita. Ciog, se la funzione
di ripartizione F' di una variabile aleatoria X & combinazione convessa di altre
funzioni di ripartizione, allora B (X) risulta uguale alla combinazione convessa
dei valori attesi rispetto a tali distribuzioni. In altre altre parole, le condizioni

a)
F(z) =Y anFy(z),
h=1

+oo
/ z-dFp(z) = pp,h=1,....,m,

— 00

(con @i, ..., Oy € fi1, ..., fhn, m-uple di numeri reali assegnati) implicano

+oo m
/ z-dFx(x) = Zahﬂh-
h=1

— 00

Tale ultima formula puo risultare particolarmente utile, ricordando I’enunciato
del teorema di decomposizione di Lebesgue (Teorema 4.3): il valore atteso di
una qualunque variabile aleatoria reale, se esiste ed ¢ un numero finito, si puo
sempre scrivere come combinazione lineare di valori attesi relativi ai tre casi
base: discreto, assolutamente continuo e singolare.

Un’ulteriore proprieta fondamentale dei valori attesi ¢ relativa alle trasfor-
mazioni di variabili aleatorie. Sia ancora X una variabile aleatoria con funzione
di ripartizione Fx. Sia ¢ : R — R una funzione misurabile e consideriamo la
variabile aleatoria Z = ¢(X). La funzione di ripartizione Fz si ottiene a partire
da Fx in base alla trasformazione ¢, cioé come funzione di ripartizione della
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nuova distribuzione di probabilita indotta su B dalla ¢. Consideriamo dunque

I’integrale
—+oo
/ z-dFz(2)

— 00

che definisce il valore atteso E(Z). Possiamo considerare, d’altra parte, l'integrale

“+o0
/ o(x) - dFx (z).
— 00
Come proprieta degli integrali di Stiltjes si pud dimostrare allora che vale
I’identita
+o0 +oo
E(Z) = / z-dFz(z) = / o(x) - dFx (z).
—o0 —o0
Tale proprieta consiste semplicemente in una sostituzione di variabile nell’integrale

nel membro a destra e mostra dunque ’equivalenza fra due diverse formule per
il calcolo di E(Z).

Per una variabile aleatoria X, con funzione di ripartizione F'x, si definisce
momento di ordine h il valore atteso E(X"), cio¢ I'integrale di Stiltjes

/ "dF(dx).

R

Vediamo in particolare la varianza di X come il momento centrato di ordine 2:
Var(X) =B [(X - ux)?] 9)

dove si & posto, per brevita, px = E(X).
L’integrale che definisce Var(X) potrebbe essere uguale a +00. Ovviamente,
nel caso invece in cui Var(X) < 400, si ha Var(X) > 0 e risulta

Var(X)=0

se e soltanto se X ¢ una variabile aleatoria degenere.

1.6 Breve nota storica, critica, bibliografica

Nei precedenti paragrafi sono state richiamate succintamente le nozioni fonda-
mentali della teoria assiomatica della probabilita. Tale teoria risale sostanzial-
mente agli anni ’30 del secolo scorso ed & stata principalmente introdotta dal
matematico russo A.N. Kolmogorov. Essa & basata sulla Teoria della Misura,

a quei tempi oramai consolidata, caratterizzata dall’assunzione che la misura,
come funzione di insieme, sia numerabilmente additiva (o o-additiva). In tale
ambito - possiamo riassumere un po semplicisticamente- era stata sviluppata la
nozione di misura di Lebesgue come alternativa alla misura di Peano-Jordan e,
corrispondentemente, quella di integrale di Lebesgue come superamento dell’integrale
di Riemann.
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Lo sviluppo, su tali basi, della teoria della probabilita permise di formaliz-
zarne le nozioni peculiari in chiari termini assiomatici e di tradurre in termini
probabilistici vari utili risultati di carattere analitico. Cio favori notevolmente
Iinteresse per la probabilita e la sua diffusione in ambiente matematico. La
teoria della misura vi trovo, a sua volta, nuove problematiche e stimoli per suc-
cessivi sviluppi. Anche a seguito di questo, la teoria della probabilita conobbe
successi notevolissimi nei decenni successivi dando luogo, fra ’altro, ad un im-
petuoso sviluppo dello studio dei processi stocastici.

E’ quindi a tale impostazione della probabilita cui si fa usualmente riferi-
mento in ambito matematico e la conoscenza di tali argomenti ha un importanza
fondamentale per quanti vogliano approfondire lo studio della probabilita. Nelle
trattazioni pitt elementari e in quelle di carattere maggiormente applicativo,
d’altra parte, le motivazioni e le conseguenze corrispondenti a tale assioma-
tizzazione non sempre possono essere analizzate e messe in evidenza in forma
adeguata. Nei precedenti paragrafi ne ¢ stato quindi dato appena un cenno,
per i lettori che non hanno avuto ancora modo di appropriarsi delle nozioni
fondamentali della teoria della misura o-additiva.

Si deve comunque far presente che, nonostante tale assiomatizzazione abbia
indubbi meriti e sia quella quasi universalmente seguita in ambito matematico,
essa non ¢ l'unica ad essere stata proposta quale base per la lo studio della
probabilita. Ed essa puo presentare sia vantaggi che alcuni punti deboli se con-
frontata con altre possibili impostazioni. Su tale tematica si & sviluppato nel
corso del Novecento un vivace dibattito, che si & anche andato intrecciando con
il parallelo dibattito circa i “fondamenti" della probabilita, cio¢ con le rifles-
sioni e le proposte inerenti il significato euristico, sperimentale, e applicativo da
attribuire a tale termine.

In proposito c¢’¢ da notare che, mentre ’assunzione dell’assioma di o-additivita
puo essere oggetto di discussione, la pitt debole condizione di additivita finita
risulta invece universalmente accettabile, in quanto del tutto conseguente alle
proprieta della probabilita stessa, qualunque significato "pratico" possa venire
a questa attribuito. In particolare, sempre a partire dalla fine degli anni venti e
inizio degli anni trenta, una teoria della probabilita fondata sull’additivita finita
e sul rifiuto ad assumerne a priori la proprieta di o-additivita, fu sviluppata in
particolare da Bruno de Finetti. Una tale teoria risulta “piu debole" (in quanto
con un minor numero di assiomi e, quindi, di risultati “automatici"), ma pit
generale e flessibile. E anche tale teoria ha portato, nei decenni successivi, a
interessanti sviluppi. Numerosi matematici, filosofi della scienza e statistici, fra
i quali in prima persona lo stesso de Finetti, hanno seguito e alimentato il di-
battito circa benefici e punti critici delle varie impostazioni e circa le relazioni
con le diverse possibili interpretazioni del termine “probabilita", per tutto il
perdurare del secolo.

Per quanto riguarda ’assunzione di o-additivita una sua conseguenza fon-
damentale ¢ la seguente: una probabilita o-additiva puod in generale essere as-
segnata soltanto su una qualche o-algebra F C P(f2), ma non su tutto P(Q).
Consideriamo infatti una tale P definita su un’algebra A; sappiamo allora che
certamente esiste un modo, ed anzi un unico modo, di estendere P alla o-algebra
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F =0 (A) in forma tale che venga mantenuta la o-additivita. Un punto cruciale
risiede nella possibilita di costruire esempi nei quali:

- F & strettamente inclusa in P(€2)

- non ¢ possibile, mantenendone la o-additivita, estendere la P a tutti gli
insiemi E € P(Q)/F.

Problematiche di tale tipo, in particolare, emergono in modo alquanto nat-
urale nello studio dei processi stocastici a tempo continuo.

Tale caratteristica, che ¢ alla base delle definizioni di spazio di probabilita
e di variabile aleatoria richiamate nel primo paragrafo di questo capitolo, viene
dunque a determinare una notevole differenza fra le diverse impostazioni della
teoria delle probabilita. Ma sussistono diversita ancora piu fondamentali, ad
esempio con l'impostazione sviluppata da de Finetti. In tale impostazione,
infatti, non si considera ovvio il fatto che si debba assumere come primitiva
la nozione di spazio di probabilita. Cioé non viene individuato a priori - ed una
volta per tutte - uno spazio di eventi elementari e non si assume che le variabili
aleatorie di interesse siano viste come funzioni definite su tale spazio.

Altre differenze fondamentali si incontrano nell’assiomatica della probabilita
quantistica.

Cogliamo anche questa occasione per accennare al fatto che, in diverse ap-
plicazioni - in particolare in Economia- si & recentemente sviluppato lo studio
di misure (cioé di funzioni di insieme) che, oltre a non essere o-additive, non
sono neanche semplicemente additive e mantengono pero la proprieta di essere
monotone.

La letteratura su tutti questi argomenti ¢ vastissima sia a livello di saggi di
ricerca che di libri di testo universitari, piti o meno recenti. Fra i numerosisimi
suggerimenti possibili, indicheremo qui di seguito soltanto alcuni riferimenti
bibliografici di base o divenuti oramai classici, la cui lettura puo risultare utile
per avviare uno studio approfondito ed autonomo della probabilita e delle sue
applicazioni.
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2 Distribuzioni di probabilita di vettori aleatori

In questo capitolo consideriamo il caso din (n > 2) variabili aleatorie definite su
uno stesso spazio di probabilita (2, F,P). In particolare, nel primo paragrafo,
definiamo la distribuzione di probabilita congiunta di una coppia di variabili
aleatorie X,Y : 2 — R ed introduciamo la nozione di funzione di ripartizione
congiunta.

Qui notiamo che, essendo 2 il comune dominio delle applicazioni X,Y’, &
possibile definire delle operazioni fra X,Y a partire dalle corrispondenti oper-
azioni fra due numeri reali. Ad esempio, la variabile aleatoria somma fra X ed
Y coincide con Papplicazione (X +Y) : Q@ — R definita da

(X4+Y)(w)=X(w)+Y (w).

Pure se ¢ naturale usare lo stesso simbolo + sia a sinistra che a destra del
segno di uguale, notiamo che tale simbolo vi assume due significati diversi: a
sinistra stiamo definendo la somma fra le due variabili aleatorie e a destra stiamo
calcolando la usuale somma fra i due numeri reali X (w) ed Y (w). Notiamo
anche che la misurabilita di (X + Y) rispetto ad F & subito garantita dall’essere
X ed Y delle variabili aleatorie. Analogamente definiremo il prodotto fra X ed
Y come l'applicazione definita da

(X-Y) (W) =X (W)Y (w),

e cosi via anche a partire dalle altre usuali operazioni fra due numeri reali.

Quanto appena detto costituisce dunque una fondamentale implicazione
dell’aver definito le variabili aleatorie in questione come applicazioni su uno
stesso spazio di probabilitd. Potremmo anche dire che la nozione di spazio di
probabilita mostra la sua effettiva rilevanza proprio quando dobbiamo consid-
erare pitl di una variabile aleatoria, mentre tale nozione potrebbe apparire un
po artificiale fintanto che ci limitassimo a considerare una variabile aleatoria
singola.

Una diversa implicazione risiede nella possibilita di definire, come vedremo
nel seguito attraverso la nozione di distribuzione condizionata, che cosa si possa
intendere per relazione probabilistica fra variabile aleatorie diverse.

2.1 Funzioni di ripartizione in due dimensioni

Siano date le variabili aleatorie X,Y : Q@ — R. Analogamente a quanto visto
nel capitolo precedente per il caso di una singola variabile aleatoria, per dis-
tribuzione di probabilita congiunta di (X,Y") possiamo intendere la misura di
probabilita su (Rz, 8(2)) definita dalla relazione

Pxy (B) = P{(X.Y) € B} = P{w € Q|(X ()Y () € B},

essendo B C R? un generico elemento appartenente alla famiglia B(?) degli
insiemi boreliani del piano.
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In modo analogo a quanto fatto per B nel capitolo precedente, la famiglia B(2)
puo venir definita come la o-algebra generata dalla famiglia I(?) degli insiemi
della forma (12). A questo proposito dobbiamo osservare che 1) costituisce un
m-sistema.

Definizione 1.1
La funzione di ripartizione congiunta di (X,Y) viene definita dalla relazione

Fxy(z,y) =P{(X <z)n(Y <y)}, s eRy eR. (10)

Cioe
Fxy(z,y) = Px y(B:y), (11)
avendo posto, per (z,y) € R?,

Byy :={(&n) e R*|¢ < z,n <y} (12)

Ovviamente la conoscenza della distribuzione di probabilitd congiunta Px y
determina in particolare F'x y, come mostrato dalla (11). La Pxy ¢, d’altra
parte, individuata univocamente dalla Fy y. Analogamente a quanto & stato
accenato per il caso unidimensionale nel Paragrafo 1.2 del precedente capitolo, la
validita di quest’ultima affermazione discende direttamente dal fatto che B =
o ( I(z)) e che I?) costituisce appunto un m-sistema.

Osservazione 1.1

In termini della F'x y risulta immediato scrivere la probabilita che la coppia
(X,Y) cada dentro una semistriscia parallela ad uno degli assi coordinati o che
(X,Y) cada dentro un intervallo coordinato del piano. Sia infatti, per x € R,
yeR o <z’ eRey <y’ eR,

A={En) eRd' <& <a"n<y)

B={(n) eR{<a,y <n<y'}
D={(¢n) eRz’ <&<a",y <n<y'} (13)

In base alla definizione (10), possiamo scrivere

P{(X7 Y) S A} = FX,y(IE”,y) - FX,Y(I/ay)

P{(X,Y) € B} = Fx y(z,y") — Fx y(z,9)

P{(X,Y) € D} = Fxy(2",y") = Fxy(z',y") — Fxy(z',y") + Fx y(z',9).
(14)
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Si vede facilmente che una funzione F'(z,y) : R?> — R puo essere una funzione
di ripartizione congiunta di una coppia di variabili aleatorie X, Y solo se soddisfa
il seguente sistema di proprieta:

(i)

0<F(z,y) <1, VzeRVyelR;
(i)
lim F(z,y) =0,Yy € R; lim F(x,y) =0,Vz € R;
y——00

T——00

(i) F(z,y) & non decrescente in ciascuna variabile: per =’ < z'y < y”,
risulta
F(x,y) < Fz,y)

F(z,y) < F(z,y)

(iv) F(z,y) & non-decrescente in due variabili: per ' < "y’ < y”, risulta

F(.’L‘H,y//) _ F(.’I;I,y”) _ F(.’L’l,y//) + F($/7y/) Z 0 (16)

Osservazione 1.2

La condizione (iv) deriva dal fatto che la sommatoria a sinistra del segno >
esprime una probabilita, come indicato nell’Osservazione 1.1.

Notiamo inoltre che le condizioni (i) - (iii) non sono sufficienti a garantire
anche la (iv). Infatti & facile trovare funzioni che soddisfano (i) - (iii) e non
(iv). Un semplice esempio si puod ottenere considerando il rettangolo coordinato
individuato dai valori ' = 0,2 = 2,y = 0,y” = 2 e la funzione F(z,y) =
1c(z,y), dove

C={(&m e R +n>1}.

2.2 Distribuzioni marginali e indipendenza stocastica

Consideriamo ancora la distribuzione di probabilitd congiunta e la funzione di
ripartizione congiunta Fx y per la coppia di variabili aleatorie (X,Y"). Fissiamo
ora l’attenzione sulle due distribuzioni di probabilitd unidimensionali Px e Py
di X ed Y, considerate una separatamente dall’altra. A questo proposito, dati
comunque I, J sottoinsiemi boreliani della retta, consideriamo gli insiemi

IxR:={(z,y) e R}z € I},R x J := {(z,y) € R%|y € J}.

Notiamo in particolare che, nel caso I = (—o0,z] oppure J = (—o00,y],
ricordando la notazione introdotta in (12) possiamo scrivere

[xR= lim B,,,RxJ= lim B,,.

Yy—-+00 Tr—400
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Possiamo cosi vedere Px e Py, rispettivamente, come le misure di probabilita
sulla retta tali che

Px(I) :=P{X € I} =Pxy (I xR)

Py(J) = P{Y € J} :PX,Y (R X J)

In tale ottica, per le relative funzioni di ripartizione F'x, Iy possiamo scrivere

Fx(z)=P{X <z} = lir+n Fxy(z,y)
y‘} o0

Fy(y) =PY sy} = lim Fxy(z,y).

Px e Py vengono anche dette distribuzioni marginali della Py y. Fx ¢ detta in-
oltre funzione di ripartizione marginale di X; analogamente per quanto riguarda
Fy.

Veniamo ora alla nozione di indipendenza stocastica fra X ed Y. Nel caso
di variabili aleatorie discrete, come sappiamo, tale definizione si riporta alla
condizione di indipendenza stocastica per le coppie di eventi del tipo (X = x;),
Y =)

Nel caso generale quest’ultima condizione non é necessariamente significatica
e la nozione di indipendenza viene piuttosto espressa dall’indipendenza stocas-
tica per tutte le coppie di eventi del tipo (X € I),(Y € J), essendo I, J generici
sottoinsiemi boreliani della retta.

In particolare, I,.J potrebbero essere intervalli oppure unioni di intervalli
disgiunti. Notiamo quindi che l'indipendenza stocastica fra X ed Y implica
I'indipendenza fra le coppie di eventi della forma (X < z),(Y < y), cioe

Fxy(z,y) = Fx(z) x Fy(y). (17)

Si puo pero dimostrare che in effetti tale ultima condizione non soltanto é
necessaria ma anche sufficiente per l'indipendenza fra le coppie di eventi del
tipo (X € I),(Y € J), per ogni coppia di insiemi di Borel I,J. A tale fine si
parte dall’osservazione che la famiglia dei sottoinsiemi B, , del piano della forma
(12) costituisce un m-sistema e si puo poi pervenire alla conclusione desiderata
tenendo conto del Teorema 2.1 del precedente capitolo, ragionando in modo
analogo a quanto fatto nella dimostrazione del Teorema 2.2.

Tutto cio porta ad assumere la relazione (17) quale definizione di indipen-
denza stocastica fra X ed Y. Per indicare tale condizione useremo anche il
simbolo X IIY.
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2.3 Caso assolutamente continuo

Diciamo che la distribuzione congiunta della coppia (X,Y) ammette densita
(o che Fxy ammette densita) quando esiste una funzione fx y(x,y) tale che,
Vo € R,Vy € R,

Ty
Fyy(z,y) = /_ /_ Fxv (€ m)dédn, (18)

fx,y viene detta funzione di densita (di probabilita) congiunta di (X,Y). User-
emo semplicemente il simbolo f, quando non & necessario specificare gli indici
X,Y.

Come immediata conseguenza della condizione (16), risulta

fxy(z,y) 20 (19)

e, vista la (15), fx y soddisfa la condizione di normalizzazione
—+o0o —+o0
[ ety =1 (20)

Se vale la (18) allora, quasi ovunque, esiste la derivata seconda mista %F X,y

€ possiamo porre
2

0x0y

A partire dalla (18) e dalla (14) ¢ immediato verificare che per qualunque
rettangolo coordinato, cio¢ della forma (13), si puo scrivere

Ixy(z,y) = Fxy(z,y). (21)

Py eD) = [ [ festendean= [ |7 festemden @2

A partire dalla (22), a sua volta, si pud dimostrare che per un qualunque
sottoinsieme di Borel B ¢ R2, B € B@, vale la relazione

P{(X,Y) € B} = / /B Py (€, m)dedn. (23)

La validita delle relazioni (23) al variare di B € B(®) costituisce quindi una con-
dizione anche necessaria affinche la distribuzione congiunta di (X,Y) ammetta
funzione di densita congiunta e questa sia uguale a fx y.

Cio mostra la semplificazione insita nella condizione di esistenza della densita
congiunta: la probabilita, per la coppia (X,Y), di cadere in una regione regolare
del piano diventa un integrale doppio, esteso a quella regione, della funzione di
densita congiunta.

Un’ulteriore fondamentale semplificazione verra vista nel paragrafo succes-
sivo, trattando di distribuzioni condizionate.
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Osserviamo anche che, come conseguenza della (23), necessariamente risulta
P{(X,Y)e B} =0

per qualunque sottoinsieme B € B che abbia misura di Lebesgue nulla. Cio¢
la misura di probabilita Px y & assolutamente continua rispetto alla misura di
Lebesgue su B?). Si ha d’altra parte (Teorema di Radon-Nykodim) che la con-
dizione di assoluta continuita & non soltanto necessaria ma anche sufficiente per
esistenza di una funzione di densita di probabilita fx y (misurabile). Per tale
motivo diciamo comunemente che Py y & assolutamente continua, per indicare
il fatto che essa ammette una funzione di densita di probabilitd congiunta.

Vediamo ora quale conseguenza abbia tale condizione di assoluta continu-
ita sul calcolo delle distribuzioni marginali e sulla condizione di indipendenza
stocastica. Possiamo scrivere

T +oo
FX (‘T) = ]P){X < LC} = /_ ‘/_ fX,Y(gan)dfdna

+oo  pry
Fy (y) =P{Y <y} = [ [ fx.v(&,m)dEdn.

Da tali relazioni segue immediatamente che le due distribuzioni marginali (quali
distribuzioni unidimensionali) sono assolutamente continue e le relative funzioni
di densita di probabilita sono date da

x —+o0 400
fx (z) = % [/ [ fX,Y(f’U)dde} = / Ixy (@, m)dn,

— 00

frln) =4 { / :o / : fx,y(ﬁ,n)dédn} -/ :O Fey(€u)de. (24)

Qui, e nel seguito, la possibilita di scambiare 'ordine di integrazione negli
integrali doppi e di portare il segno di differenziazione sotto il segno di integrale,
¢ garantita dalla validita delle condizioni (19) e (20).

Per quanto riguarda la condizione di indipendenza stocastica X II Y no-
tiamo, tenendo conto della (21), che nel caso assolutamente continuo essa si
traduce nella relazione

Ixy(z,y) = fx () fr (). (25)

Viceversa la condizione che Py e Py ammettano densita, fx (z) e fy (y)
rispettivamente, e che X,Y siano indipendenti garantisce che anche Px y sia
assolutamente continua e che valga la relazione (25). Cio si puo verificare im-
mediatamente notando che possiamo scrivere

Fxy(z,y) = Fx (z) - Fy (y) =
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[ @ [ soma]= [ [ 5 5 wasan

Dobbiamo porre attenzione alla differenza che in generale sussiste fra la con-
dizione di assoluta continuitd per una distribuzione bidimensionale Px y e la
condizione di assoluta continuita per (entrambe) le distribuzioni unidimension-
ali Px,Py, ottenute quali marginali di Px y: la prima condizione implica la
seconda, ma non & vero il viceversa. Possiamo infatti costruire esempi di dis-
tribuzioni congiunte non assolutamente continue le cui marginali ammettano le
densita.

Notiamo inoltre che, come ¢ facile verificare (provare per esercizio), la con-
dizione (25) & non soltanto sufficiente ma anche necessaria perché valga una
fattorizzazione della forma

fxy(@y) =a@)- By, (26)

essendo « e B due funzioni non negative, non necessariamente normalizzate (si
tratta cioé di verificare che (26) implica (25)).

2.4 Densita condizionate e Formule di Bayes

Consideriamo di nuovo una coppia di variabili aleatorie X,Y con funzione di
ripartizione congiunta F'; ci poniamo il problema di definire ed esprimere la
distribuzione di probabilita condizionata di una delle due variabili, ad esempio
X, dato un valore osservato per l'altra.

Tale problema ¢é risolto immediatamente nel caso in cui X,Y siano vari-
abili aleatorie discrete e ci si possa quindi limitare a considerare le probabilita
condizionate P{X = z;|Y = y,}, per quei valori y; tali che P{Y =y;} > 0.

Viene richiesta perd una trattazione piu sofisticata per affrontare il caso
generale in cui occorrerebbe dare un significato, ad esempio, ad espressionl del
tipo

PIX <zlY =y},

anche quando y ¢ un valore tale che P(Y =y) = 0.

In quanto segue mostreremo che il problema ammette comunque una soluzione
semplice non solo nel caso discreto, ma anche nel caso congiuntamente assolu-
tamente continuo.

Iniziamo a considerare la distribuzione condizionata di X dato un evento del
tipo (y <Y <y + Ay).

Per un fissato Ay > 0, ci limiteremo a considerare quei valori y tali che

P{y <Y <y+ Ay} = Fy(y+ Ay) — Fy(y) > 0.
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Si ha

P{X <z)N(y<Y <y+Ay
P{X <zly<Y <y+Ay}= il P{y)<}(/<y+Ay} ’-

F(z,y +Ay) — F(z,y)
Fy(y+Ay) — Fy(y)

F(z,y+Ay)—F(z,y)
] Fy (y+Ay)—Fy(y) .
mensionale nella variabile x, che indicheremo con il simbolo

Il rapporto definisce una funzione di distribuzione unidi-

Fx(zly <Y <y+ Ay).
Nel caso in cui F' ammette una funzione di densita congiunta f, potremo scrivere

JE o STV £ (€m) dedn,

Fx(zly <Y <y+Ay) =
S fy ()

da cui anche
Fx(aly <Y <y+89) = [ fxlely <Y <y+ A

ponendo
A
JUT (& m)dn

S fy (nydn

IxEly <Y <y+Ay):=

Possiamo a questo punto definire
Fx(@lY =y) = lim fx(Efly <Y <y+Ay)

(quando il limite esiste) quale funzione di densita condizionata di X, dato (Y =
Y)-

Nel caso in cui fy (x) > 0 si verifica immediatamente, applicando il teorema
della media sia al numeratore che al denominatore, che il limite di fatto esiste e
che risulta

fx (@Y =y) = (27)

Analogamente, per z fissato e tale che fx(x) > 0, definiremo funzione di
densita condizionata di Y, dato (X = x) la funzione della variabile y

fr(ylX =)= m (28)

Osservazione 4.1
Confrontando le definizioni in (27) e (28), otteniamo immediatamente anche
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fr(ylX =)
fx@lY =y) = fx(@)—F 75—
fy ()
Quest’ultima formula prende il nome di Formula di Bayes per il caso asso-
lutamente continuo.

Osservazione 4.2

Notiamo che nella precedente formula di Bayes il fattore moltiplicativo f%(y)
& costante rispetto alla variabile . Dunque fyl(y) ha il ruolo di costante di

normalizazione ed in effetti risulta

“+oo
Ty(y) = / fx (@) fy(y|X = z)dx.

— 00

Si veda anche, a questo proposito, I’Osservazione (4.2) del precedente capi-
tolo. Possiamo dunque, equivalentemente, scrivere anche

Ix (@Y =y) o< fx(2)fy (y| X =)
oppure

Ix (@Y =y) < f(z,y).
Osservazione 4.3
Nel caso di indipendenza stocastica X II Y, definito dalla condizione (25),
risulta ovviamente

fx @Y =y) = fx(z), fy (WX =2) = fr(y),
Va,y tali che fx(z) >0, fy(y) > 0.

Osservazione 4.4

Abbiamo dunque visto che il problema di definire la distribuzione condizion-
ata di una variabile aleatoria, dato il valore assunto da un’altra variabile, am-
mette una soluzione diretta sia nel caso discreto che nel caso di distribuzione
congiunta assolutamente continua.

A prima vista questi due casi possono apparire molto diversi fra loro. In ver-
ita, relativamente a tale problema, essi possono essere visti come casi particolari
della seguente situazione pitt generale: la distribuzione congiunta risulta asso-
lutamente continua rispetto alla misura prodotto delle distribuzioni marginali.
Cio significa che, dato un qualunque insieme B € B e posto

Bx:={x € R|(z,n) € B, per qualche n €R}

By:= {y c R| (g,y) € B, per qualche & ER},
risulta
P((X,Y)e B)=0
se
P(X € Bx)P(Y € By)=0.
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2.5 Trasformazioni di densita congiunte

Consideriamo ancora due variabili aleatorie che, per ragioni di convenienza nelle
notazioni, indichiamo ora con i simboli X3, X5. Concentriamo ’attenzione sul
caso congiuntamente assolutamente continuo, in cui la distribuzione congiunta
¢ individuata da una funzione di densita congiunta fx, x, (z1,z2).

Consideriamo una trasformazione biunivoca 7 : R? — R? e definiamo una
nuova coppia Y7, Ys tramite la posizione

(Yl, }/2) =T (Xl, XQ) y
oppure, indicando con 77,75 le coordinate della trasformazione 7

Y1 =T, (X,Y)
Yo =T (X,Y) "

Indichiamo con V la trasformata inversa della 7', cosicché possiamo anche scri-
vere

X =V (Y1,Y2)
Xo =V (Y1,Ys) °

Anche Y7, Y5 possono essere viste come variabili aleatorie sullo stesso spazio
di probabilita su cui sono definite X1, Xs e, per ogni sottoinsieme B € B®), vale
la relazione

La relazione (29) puo essere utilizzata per analizzare la distribuzione di prob-
abilitd congiunta della coppia (Y7,Y3) a partire dalla conoscenza di quella di
(X1, Xs).

Proposizione 5.1

Supponiamo che, per i, j = 1, 2, esistano continue le derivate parziali B%J_Vi (y1,92)
ed indichiamo con Jy (y1,y2) il determinante della matrice jacobiana della trasfor-
mazione V. Allora anche la distribuzione di probabilita congiunta di (Y7, Y3)
risulta assolutamente continua e la relativa funzione di densita congiunta ¢ data
dalla formula

fvive (W1, y2) = fxi,x, Vi (w1, y2) s Ve (y1,92)) - | Iy (Y1, y2) |-

Dimostrazione
Ricordando quanto gia affermato nel precedente Paragrafo 2.4 si tratta di
verificare che, per ogni B € B, si abbia

P{(Y1.Ys) € B} = / /B Fxes V1 (91,92) Vi (92, 92)) - | v (91, 02) [dn e,

(30)
Tenendo conto della (29) e del fatto che la distribuzione di probabilita congiunta
di (X1, X3) ¢ assolutamente continua con funzione di densita congiunta fx, x,
, possiamo scrivere

P{(Yl,}/g) S B} = P{(Xl,Xg) S V(B)} = /V(B) le,XQ(xl,xg)dxldxg.
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La relazione (30) si ottiene allora semplicemente tramite il cambiamento di
variabili
z1 =V1 (y1,92)
z2 = V2 (y1,72)

e ricordando che |Jy (y1,y2) | indica il modulo del determinante della matrice

jacobiana di tale trasformazione.

La Proposizione 5.1 costituisce il caso particolare (relativo a n = 2) di un
risultato che verra formulato nel successivo Paragrafo 2.7, e di cui vedremo nel
seguito diverse applicazioni.

2.6 Somme di variabili aleatorie

Date due variabile aleatorie X7, X definite su uno stesso spazio di probabilita,
consideriamo ora la distribuzione di probabilita della variabile aleatoria somma
S = X1+Xs. Analizziamo in particolare i due casi specifici in cui la distribuzione
congiunta di X, X5 sia discreta o assolutamente continua.

Per quanto riguarda il primo caso, assumiamo che siano {331 $2 U

{x(z) , ..} gli insiemi dei valori possibili per X; e X5 rispettivamente. Pos-
siamo allora scrivere

P{S = s} =3 B (X1 - mgn) N(S=s)}=

ZP{ (X1 = :EE”) (X2 =s5— x(l))}.

Nel caso particolare in cui X,Y sono stocasticamente indipendenti, tale for-
mula diventa quindi

P{st}:ZIP(Xlza:( ))p(XQ_S (1))

Vedremo subito che formule analoghe valgono anche nel caso in cui la dis-
tribuzione congiunta di (X,Y’) sia assolutamente continua.

In un tal caso, indicando con f(z1,z2) la funzione di densita congiunta, la
funzione ripartizione di S,

Fs(s) = P(Xl —|—X2 S S) 5
potra essere scritta nella forma
+ o0 s—x1
FS(S):/ |:/ le,Xz (xlva)de d1.1~

Cio mostra che Fg ¢ assolutamente continua e la relativa funzione di densita
& data da

+oo
fs(s) = / fxoxs (1,5 — a1) day. (31)

— 00
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Nel caso in cui X7, X5 sono stocasticamente indipendenti, tale formula a sua
volta diventa
+oo
fo9)= [ Fxiofxa (s =) da. (32)
— 00

Notiamo che nel caso in cui valga

le(ml) = 0,fX2(m2) =0

per z1 < 0,22 < 0, otteniamo poi

fs(s) = / (@) fx, (5 — 21) doy. (33)

La formula (32) definisce un’operazione binaria sullo spazio delle funzioni di
densita di probabilita. Tale operazione ¢ detta prodotto di convoluzione o, diret-
tamente, convoluzione. Si puo facilmente verificare (come d’altra parte risulta
chiaro dal suo significato probabilistico) che tale operazione & commutativa e
associativa.

Notiamo che alla formula (31) si pud anche giungere attraverso un per-
corso diverso (pur se sostanzialmente equivalente al precedente). Mantenendo
le notazioni del precedente paragrafo, consideriamo la trasformazione biunivoca
T : R? — R? definita dalle relazioni

Yi=Xy
Yo=X1+ X’

la cui inversa ¢ la trasformazione V data da

Xi1=Y
Xo=Yo Y~

Ricordiamo allora la precedente Proposizione 5.1 ed osserviamo che il modulo del
determinante della matrice jacobiana della V ¢ costante e uguale a 1. Otteniamo
dunque che la funzione di densita congiunta della coppia (Y7,Y3) ¢ data da

thYz(ylvy?) = fX1,X2 (yhy? - yl) .

Dalla formula (24), vediamo che la densitd marginale di S =Y, = X7 + X5 &
data da

“+o0
fs(s) = / v (6,5 — €) de.

Ritroviamo dunque la formula (31).
Veniamo ora all’analisi del valore atteso e della varianza della somma S =

X + Xo.
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Ricordiamo dal capitolo precedente (formula (7)) che il valore atteso E(X)
di una generica variabile aleatoria X definita su (2, F,P) & dato dall’integrale
Jo X (w) P (dw). In effetti non avevamo riportato la definizione di tale integrale,
ma possiamo affermare che tale definizione mantiene tutte le proprieta basilari
dell’integrale definito (nel senso di Lebesgue, negli spazi euclidei). In particolare,
Poperatore che associa alla funzione integranda (variabile aleatoria) X il numero
reale B(X) & un operatore lineare:

dati cio¢ «a,f due numeri reali e due variabili aleatorie Xy, X5 tali che
Jo X1 (W) P (dw) e [o, X2 (w) P (dw) sono numeri finiti, allora anche

E(aX: + Xs) = / [aX1 (w) 4+ BX2 (w)] P (dw)
Q
¢ un numero finito e risulta

E(aX) + AX5) = /Q [aXy (@) + BXs ()] P (dw) =

a/X1 (w)IP’(dw)+ﬁ/X2 (@) P (dw) = o (X1) + BB (Xa)
Q Q

che possiamo riguardare quale effetto di un cambiamento di variabile nell’integrale

(7).

In virtu della proprieta di linearita, per la variabile aleatoria S possiamo in
particolare scrivere
E(S) = E(X1) + E(X2). (34)

Possiamo pero guardare alla formula (34) anche da un diverso punto di vista:
considerando per semplicita il caso in cui la distribuzione congiunta di (X7, X3)
ammette una densita congiunta f(z1,xs2), possiamo scrivere

s = [ o[ ries-gaas=

—00 — 00

/:O [/:Os-f(s,ss)ds} s

+oo  ptoo
E(S) = / / (€ + ) f (6.m) dedn

/zoﬁ Ujf(ﬁ,n)dn} d§+/jn[/:of(5,n)dg] dn =

+00 Foo
/ f'fxl(g)df+/ 0+ Fxy () dip = BCX) + B(X).

—00

e, ponendo s = £ + 7,
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Sottolineiamo comunque che la formula (34) vale in ogni caso, indipendente-
mente dal fatto che la distribuzione congiunta di (X7, X5) ammetta una densita
congiunta f(z1,xz2), purché X; ed X ammettano valori attesi finiti.

Consideriamo ora il caso in cui X; ed X5 ammettano anche varianze finite.
Tenendo presente la definizione di varianza (formula (9)) e la proprieta di lin-
earita del valore atteso, si ottiene immediatamente

Var(X) = B(X?) — 1%,

Var(aX +b) = a*Var(X),
per a e b numeri reali,
Var(S) =Var(Xy) + Var(Xs2) + 2[B(X; - Xo) —E(X;) - E(Y2)] . (35)

La covarianza fra X; e X5, usualmente indicata con Cov(X7, X2), & definita
come il valore atteso

CO’U(Xl,XQ) =E [(Xl — E(Xl)) . (XQ — E(XQ))] .

Sviluppando il prodotto al secondo membro e applicando ancora una volta la
proprieta di linearita dei valori attesi, si ottiene immediatamente anche I’espressione

CO’U(Xl,XQ) = E(Xl . XQ) - E(Xl) . E(}/Q)

Ovviamente, quindi, Cov(X7, X3) = Cov(X2, X1). In virtu della (35) otte-
niamo inoltre

Var(S) =Var(X1) + Var(X1) + 2Cov( X1, X3). (36)

Ancora tenendo conto della linearita dei valori attesi, si verifica immediata-
mente la seguente proprietd di bilinearita della covarianza: per un’arbitraria
coppia di costanti a’ e a” e per variabili aleatorie X7, X7, X3, si ha ad esempio

Cov(a/ X1 +ad" XY, Xs) = a'Cov(X], X2) + a"Cov(XY, X2).

Proposizione 6.1
Nel caso in cui X; e X5 sono stocasticamente indipendenti risulta

B(X: - X2) = E(Xy) - E(Y2).

Dimostrazione
Nel caso assolutamente continuo la tesi si verifica scrivendo

+oo +oo
E(Xl . X2) = / / ((El . 1’2) f ($17£L'2) dl’ldl'g =

[/+Oo zfx, (%) dx} : {/Jr 2o fx, (¥2) dzs| = B(X) - B(Y).

— 00 — 00
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Analogamente, possiamo procedere nel caso discreto.

Immediatamente otteniamo dunque
Proposizione 6.2
Se X1, X5 sono stocasticamente indipendenti si ha

Var(S) = Var(X1) + Var(Xs).

2.7 Distribuzioni di probabilita in pitt dimensioni

Le varie nozioni fin qui illustrate per il caso di due variabili aleatorie ammet-
tono un’estensione alquanto diretta nello studio della distribuzione congiunta
di una n-upla di variabili aleatorie X1, ..., X,,. In quanto segue ci limitiamo a
ripercorrere in modo schematico le nozioni essenziali, anche allo scopo di fissare
il simbolismo che useremo nei capitoli successivi.

Indichiamo con F, . . x, (z1,...,2,) la funzione di ripartizione congiunta di
X1, ..., X, definita dalla relazione

FXl,...,X” (S(}l, ,.’L’n) = ]P{Xl S I, ...7X1 S .’L’n}

Scriveremo semplicemente F' invece che Fx, . x, nei casiin cui & chiaro a
quali variabili aleatorie ci si stia riferendo.

La distribuzione marginale della variabile X; (j = 1,...,n) & individuata
dalla funzione di ripartizione (unidimensionale)

FX]- (.’L'j) = wl]ir-ri-loo FXl,..‘,Xn (.’L‘l, ,{En) .

i#]

La distribuzione marginale del vettore (X}, , ..., X, ) ¢ individuata dalla fun-
zione di ripartizione (k-dimensionale)

FWle,..,,leC ('Ij17"‘7xjk) = xEIEoo FX1,...,Xn (xla"'axn) :
TFEGL s ik

Diciamo che Xy, ..., X,, sono stocasticamente indipendenti se risulta

FXl,--»an ((El, ,:Cn) = .FX1 (561) . FX2 (xg) et FXn (Z‘n) .

Diciamo che X1, ..., X,, sono stocasticamente indipendenti ed identicamente dis-
tribuite, secondo una distribuzione G (e abbrevieremo con il simbolo X7, ..., X,
iid.~ Q) se risulta

FXl,..‘,Xn (1’1, axn) =G (xl) -G (332) v G (xn) .

essendo GG una funzione di ripartizione unidimensionale.
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Diciamo che la distribuzione congiunta di Xi, ..., X,, & assolutamente con-
tinua quando esiste una funzione di densita congiunta. Cio significa che é pos-
sibile rappresentare F'x, . x, nella forma

Fx,..x, (ml,...,xn):[l ...["f(gl,...,gn)dgl...dgn.

Se una tale rappresentazione ¢ possibile allora esiste quasi ovunque la derivata
parziale mista

an
8m18xn
ed essa costituisce una possibile scelta quale funzione f ; tale f & la funzione di
densita di congiunta di Fix, . x, .
Una funzione di densitd di probabilita n-dimensionale f deve necessaria-
mente soddisfare le due ovvie condizioni di non-negativita e di normalizzazione:

Fx, .x,(@1,..,2n)

f (3?1, ,.Cl)'n) Z 07

+oo “+o0
1 L F &1y €n)dEy..dEy = 1. (37)

Per tutto quanto qui ora segue ci manteniamo nel caso assolutamente con-
tinuo.

Per J = {j1....,jx} C {1,...,n}, poniamo X := (X,,,..., X;,) e indichiamo
con X := (X;, ¢ J) il vettore costituito dalle rimanenti (n— k) variabili. Anche
la distribuzione marginale (k-dimensionale) di X; ammette una funzione di
densita di probabilitd. Con qualche abuso di simbolismo, possiamo scrivere che
quest’ultima ¢ data dalla formula

fx, (x5) = /:o -~-/:Of (61:€7) d -

La distribuzione condizionata del vettore X _ dato (X = x) ¢ definita per
x; tale che fx, (x5) > 0 ed & la distribuzione di probabilita assolutamente
continua k-dimensionale che ammette una funzione di densita congiunta data

da
f (x7,%x3)
Ix, (x7)

Per x;,x5 tali che fy (x7) >0, fx; (Xj) > 0, si ottiene immediatamente
la formula di Bayes:

Ix; (x71X7 =xg) =

e, (X = x0) = f, 31, =) 2 0

WfXJ (xs1X5=x5).

39



X1, ..., X, sono stocasticamente indipendenti se e solo se risulta
n
f (wl, ,Z'n) = foj (‘rj)7
j=1

essendo fx,, per j = 1,...,n, la funzione di densita di probabilita (unidimen-
sionale) di Fx, . In tal caso si ha, per ogni k, per ogni J = {j1....,jx}, e per
ogni x; tale che fx, (x;) >0

fx; (x71X5 =x1) = fx; (x5)-
Xq,..., X, sono i.i.d. ~ G se e solo se risulta

n

f(xlw"vmn) = Hg (xj)

j=1
essendo ¢ la funzione di densita di probabilita (unidimensionale) di G.

Per descrivere la distribuzione congiunta di alcuni vettori aleatori che ver-
ranno studiati successivamente, faremo uso della seguente definizione. Con il
simbolo A, (B) indichiamo la misura di Lebesgue di un insieme B € B("™).

Definizione 7.1

Sia B € B™ con \, (B) > 0. X = (Xy,..., X,,) ha una distribuzione uni-
forme su B se, per una costante positiva k, risulta

SR T

Cio verra anche indicato con il simbolo X « U, (B). Ovviamente, per la
condizione di normalizzazione (37), deve essere k = ﬁ e tale definizione ¢
n
equivalente alla seguente condizione

A (BNC)

(n)
o (B) ,VC € B'™.

P{Xe(C} =

Indichiamo con T'™ il cubo unitario
™ = {2 = (z1,..,2,) € R"x;€[0,1],j = 1,...,n}.

Osserviamo che un vettore X = (X7, ..., X;;) ha una distribuzione uniforme
su T'(™ se e solo se le sue componenti X7, ..., X,, sono variabili aleatorie indipen-
denti identicamente distribuite con distribuzione (uni-dimensionale) uniforme
sull’intervallo [0, 1], cio¢

[ 1 peraz;el0,1]
fx; (z5) = { 0 per mjﬁé [0, 1]

40



Enunciamo ora un risultato fondamentale circa trasformazioni di vettori
aleatori con distribuzione congiunta assol. continua. Questo risultato costi-
tuisce una diretta generalizzazione della precedente Proposizione 5.1 e verra
utilizzato ripetutamente nel seguito.

Siano E, B’ C R™ due insiemi aperti ed X un vettore aleatorio a valori in F.
Sia inoltre 7 : F — E’ una trasformazione biunivoca e consideriamo il vettore
di variabile aleatorie Y = 7(X). Ci si pone allora il problema di ottenere
la distribuzione di probabilita congiunta di Y. A tale scopo indichiamo con
Vi, ..., Vp, le componenti della trasformazione V inversa della trasformazione 7,
cosicche si abbia

X1 =V (\1,...,.Y,)
Xn =V, (Y1,..,Y)

Assumiamo che V sia dotata di derivate parziali prime continue g;f ed in-
J

dichiamo con Jy (y) il determinante della relativa matrice jacobiana:

oV1 V1
Ty Dy
IVn AV
Jyr Ems

Si ha allora la seguente

Proposizione 7.1

Se X ammette una funzione di densita congiunta fx (x), allora Y ammette
una funzione di densita congiunta fy (y) e risulta, per y = (y1, ..., yn) € F’,

) =x0V©), V) ()] (38)

Dimostrazione
Per ogni sottoinsieme B C E’, con B € B, possiamo scrivere

P{Y €B} =P{V(Y) € V(B)} =P{X € V(B)}

= / fx (x)dzy...dx.,.
V(B)

Eseguendo in quest’ultimo integrale la trasformazione di variabili X = V(Y),
si ha

/.../V(B) fx (x)dzy...dx, :/.../fo Vi (y), -, Vu(¥) |y (¥) |dys...dyn,.

La (38) segue allora dall’arbitrarieta di B e dalla definizione di funzione di
densita congiunta.
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3 Famiglie notevoli di distribuzioni di probabi-
litd unidimensionali

In questo capitolo verrano elencate le pitt notevoli famiglie di distribuzioni di
probabilita unidimensionali. Si tratta delle distribuzioni che vengono piu spesso
incontrate nello studio della probabilita e della statistica matematica. Comin-
ceremo innanzitutto con il richiamare succintamente le pitt importanti famiglie
di distribuzioni di probabilita discrete.

3.1 Distribuzioni di probabilita discrete notevoli
3.1.1 Distribuzioni di Bernoulli e binomiali
X ha una distribuzione di Bernoulli con parametro 6 (0 < 6 < 1) se risulta
P{X=1}=0;P{X=0}=1-6.
Come immediatamente si verifica,
E(X)=6;Var(X)=0(1-0).

Y ¢ una variabile con distribuzione binomiale con parametrin e 6 (scriveremo
brevemente Y ~ b(n, 0)) se risulta

pkEIHYE:k}:(Z>W(L—®"k,k:OJPwn.
Consideriamo gli indicatori di n prove bernoulliane
X1, X0, .0, Xy
(cioé variabili bernoulliane indipendenti con uguale parametro ); allora si ha

h=1
Quindi, per Y ~ b(n,0), risulta
E(Y)=n0;Var(Y) =nd(1 —0).

Il valore modale di Y e’ dato da [(n+1)6]: come si verifica facilmente, infatti

Pk <1 per k < [(n+1)0], 2
Dk+1 Dk+1

>1perk>|[(n+1)0

se (n 4 1)@ ¢ intero, si ha che (n+1)0 e (n + 1)0 — 1 sono entrambi valori
modali.
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3.1.2 Distribuzione di Poisson

Sia A > 0. X segue una distribuzione di Poisson con parametro A\ se, per
k=0,1,2,...,

AP
P{X=k}=e E
In tal caso scriveremo X ~ P (\).
Risulta
o) N ) NG N 0 AB
k=0 k=1 h=0

oo o0 k
)= KP{X =k} = Zk%—k% =
k=0 k=1

:i(h—i—l —A)‘ Z:he—AA +§: ‘“\ AA+1).
h=0
Da cui

Var(X) =E(X?) - [BE(X)]* = \.

Per un fissato A > 0, consideriamo la sottofamiglia delle distribuzioni bino-

n)

miali b (n 7) e calcoliamo il limite lim,,_, p,(c , dove si & posto

o = { (2 1-2)"" k0L
0 k=n+1n+2,..

Si ha
lim p{" = ﬁ,k =0,1,... (39)

La (39) giustifica quindi, per n abbastanza grande e p abbastanza pic-
colo, la seguente approssimazione (approssimazione di Poisson):

k

n k _ n—k ~ —npnp

Come vedremo successivamente, la distribuzione di Poisson si presenta come
distribuzione di probabilita del valore assunto da un processo di Poisson ad un
fissato tempo t.
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3.1.3 Distribuzione geometrica e di Pascal

Sia X7, X5,... una successione di variabili bernoulliane indipendenti con
uguale parametro 6.
e sia T7 la variabile aleatoria definita da

Ty = min{n > 0|X,, = 1}.

Interpretando le variabili X7, X, ... come indicatori di prove bernuolliane,
Ty viene ad assumere il significato di "tempo d’attesa fino al primo successo".
Come ¢ immediato verificare, 17 segue una distribuzione geometrica di para-
metro 6:
P{Ty=k}=(1-0""0,k=1,2, ..

Si verifica facilmente che risulta

E (T}) :ikP{Tl :k}:@ik(l-@)’“—l =5
k=1

k=1

Consideriamo ora la variabile aleatoria T, (tempo d’attesa fino all’r-esimo
successo) definita da

T, = min{n > 0| ZXh =7}
h=1

T, segue una distribuzione di Pascal di parametrir e 0: per k =r,r+1,....si
ha

P{T, =k} = (f - i) 0" (1—6)".

T’ si pud vedere come la somma di r variabili aleatorie i.i.d., con distribuzione
geometrica di parametro 6 e quindi risulta

E(Tr) = g

3.1.4 Distribuzione ipergeometrica

X ha una distribuzione ipergeometrica con parametri n, N, Ny (N > maz(Ny,n)),
se risulta, per

max (0,n + Ny — N) < k < min (n, N7),

N1\ (N—-N
(%) Cse)
N
(n)
Come ¢ noto, questa distribuzione si presenta come la distribuzione di
probabilita’ del numero X di elementi, aventi una proprieta’ C, estratti in n

P{X =k} =
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estrazioni casuali senza reimbussolamento da una popolazione costituita da N
elementi, di cui esattamente N7 aventi la caratteristica C stessa.
In caso, invece, di estrazioni casuali con reimbussolamento, le diverse

estrazioni risultano indipendenti, dando luogo a prove bernoulliane con § = %,
per cui la corrispondente distribuzione per X sarebbe b (n, %) .

Osserviamo, a tale proposito, che risulta, per 0 < 8 < 1, e k < n fissati,

INOI (IN(1-0)]
]\}E}noo ( k )EN)’I’L’C ) — <Z>9k (1 _ e)n—k )

3.2 Distribuzione uniforme

Una distribuzione di probabilita’ uniforme sull’intervallo (a,b) (a < b) €’ una
distribuzione assolutamente continua con funzione di densita’
{ 7 pera<z<b

b

0 altrove

la relativa funzione di ripartizione ¢ quindi data da

0 perz < a
Flz)=4¢ 7=+ pera<z<b
1 per x > b

Se € ¢’ una variabile aleatoria con distribuzione uniforme in (a, b) (scriveremo

X ~ R(a,b)), risulta

da cui

(b—a)

Var(X) = B

3.3 Distribuzione esponenziale

Sia A > 0 una quantita assegnata. La funzione di densita di probabilitd di una
distribuzione esponenziale di parametro A ha la forma

[ Xexp{—Xz} perxz>0
flw) = { 0 per x <0

Quindi la corrispondente funzione di ripartizione ¢ data da

_f 1—exp{—Az} perz>0
F(z) = { 0 per x <0

45



Diremo che una variabile aleatoria X segue una distribuzione esponenziale
di parametro A (e scriveremo brevemente X ~ £ ())) se la sua distribuzione &
assolutamente continua e la densita ¢ della forma qui specificata.

Se X ~ & (A), risulta

B0 = [ wep(-Arlds = 1.8 (07) = [ A ep{-Aehds =

da cui
1

Y
Come vedremo successivamente, la distribuzione esponenziale si presenta
come la distribuzione di probabilita degli intertempi in un processo di Poisson.
La funzione di intensita’ di una variabile aleatoria X, con distribuzione
di probab. ass. continua concentrata su [0, +00), & definita dalla relazione

Var(X)

f(x) . P{X <z+ AtX >t}
= ———- = lim .
1—F(z) At—0 At

r(z)

Essendo f(z) = 4 F (z) e tenendo conto della condizione iniziale F(0) = 0,

vale la relazione

F(a) = 1 exp{— / G

Si verifica allora immediatamente che le distribuzione esponenziali sono carat-
terizzate dalla proprieta

r(z) = costante, x > 0.

Tale proprieta & equivalente alla seguente proprieta, detta di mancanza di
memoria:

Se X & una variabile aleatoria con distribuzione esponenziale e ¢, s sono due
arbitrarie quantita positive, allora risulta

P{X >t+s|T > s} = P{X >t} = costante in s.

3.4 Distribuzione gamma

Siano « e f quantita positive assegnate. Una distribuzione gamma di parametri
a e [ (indicata con il simbolo G(«, 8)) ¢ individuata dalla funzione di densita:

[ Kz lexp{-pBz} perz>0
(@)= { 0 per z <0

Il valore della costante di normalizzazione K dipende ovviamente dai para-
metri @ e 8 ed & dato da

—1

K= [/OO z* exp{—Br}d =

0
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UOOO (;Y_lexp{_z}%z] - [61“ /ooo o expl )z

(dove si €’ posto z = Bz, da cui dx = %‘Z)
Per valori « reali positivi risulta

/ 22 Lexp{—2}dz =T (a)
0
dove T (+) indica la funzione gamma di Eulero; scriviamo quindi

-
I'(a)

Tramite integrazione per parti si ottiene, per la funzione I', la relazione
FNa)=T(a-1))T'(a=1),a>1.
Risultando o
ra)= / exp{—z}dz =1,
0

si verifica immediatamente che, per « € N, si ha

I'(a) =(a—1)

Se X ~ G(a, B) allora, per k = 1,2, ..., risulta

ala+1)..(a+h-1)

E(X") = h ;

infatti
/80(
I'()

E (Xh) = /0 z" Fﬁ((;) v exp{—Bx}dr =
pe [ gothl dz _ T'(a+h)
Ty o ™5 = ira

Ne deriva, in particolare,

E(X) = %,Var(X) — %.

(40)

/ 2L exp{—palde =
0

Nel caso in cui sia @ = k € N, la distribuzione G(«, 3) prende anche il nome

di distribuzione di Erlang.

In tal caso e’ possibile esprimere in forma esplicita la funzione di distribuzione:
tramite un procedimento di induzione e integrando successivamente per parti si

puod mostrare che risulta, per z > 0,

[e’e] h
F(x) = exp(-2) Y P00
h=k
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Ricaveremo pero, successivamente, tale formula in modo alternativo con-
siderando la distribuzione tempo d’attesa fino al k-esimo arrivo per un processo
di Poisson.

Il seguente risultato mostra una proprieta di chiusura, della famiglia delle
distribuzioni gamma, rispetto alla somma di variabili aleatori indipendenti; tale
risultato ha un importanza fondamentale, come in parte vedremo, per molti
aspetti, sia teorici che applicativi, del calcolo delle probabilita.

Proposizione 4.1

Siano X,Y due variabili aleatorie e poniamo S = X +Y.

Se X,Y sono tali che

X ~ G(OLl,B),Y ~ G(o@vﬁ)a

X, Y stocasticamente indipendenti,

allora risulta

S ~ Gay + az, B). (42)

Dimostrazione
Ricordando la formula (33) del precedente capitolo, possiamo scrivere

fs (8)—/0st (2) fy (s — ) d,

Imponendo
_ ﬂal a;—1 _ — BOQ oz—1 —
fX (I) - F(Ozl)x GXp{ ﬁ$}1{$>0}7fy (y) - F(Oég)y eXp{ /By}l{y>0}a
ottieniamo, per s > 0,
_ ® BO&1+O¢2 a;—1 _ az—1 _ —
fs (s) —/O T (o) T (a2) (a2)x (s —x) exp{—B3s}ds =
B ﬂa1+042 s a1 an—1
= T(a1) T (o) exp{—ﬁs}/o x (s —x) dx. (43)

Tramite la trasformazione z = ts otteniamo
3 1
/ 7 (s — )" de = T (o, ) s T2
0

avendo indicato con il simbolo I (g, ae) 'integrale

1
I(ag,a9) = / te2= (1 - t)al_l dy,
0

che risulta essere dunque una quantita costante, indipendente da s.
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Per s > 0 abbiamo quindi, dalla (43),

I (al, 0[2)

aitaz jar+az—1 xpd —
F(Oél)F(OfQ)B S € p{ 58}7

fs(s) =
e dunque la (42), e si & contemporaneamente dimostrata, Va,b > 0, I'identita
1
_ _ I'(a)T ()
(1=t = 44
/0 ( ) T'(a+b) (44)
Corollario 4.2
Siano X1, Xa,...X,, variabili aleatorie indipendenti con

Xp~EN),h=,2,...,n.

Allora .
> Xn~G(n, ).
h=1
Dimostrazione

Basta notare che una distribuzione esponenziale di parametro A coincide con
una distribuzione gamma con parametri « = 1,8 = A.

3.5 Distribuzione gaussiana (o normale)

Diremo che una variabile aleatoria Z segue una distribuzione gaussiana stan-
dard, e scriveremo brevemente,

Z~N(0,1),
se la distribuzione di probabilita di Z é assolutamente continua ed ammette una
funzione di densita di probabilita data da
1 x?
——exp{——1}.
Nor p{-71}

Viene usualmente indicata con il simbolo ® la funzione di ripartizione di Z;
cioe si pone

fz(z) = (45)

xT 1 62
#0)= [ ——en{-Sh

E’ noto che non si sa scrivere in modo esplicito tale funzione in termini di
altre funzioni elementari.

La quantita’ \/%7 ha il ruolo di costante di normalizzazione, risulta infatti

+oo T
I= / exp{f;}d:z: =2m, (46)

—0o0
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0, equivalentemente,
lim @ (z) =1.

T—+00

L’identita (46) si dimostra come segue. Scriviamo innanzitutto

I’ = Uﬂo exp{x;}daz} U+Ooexp{1/22}dy .

— 00 — 00

Per il Teorema di Fubini sara anche
+oo +oo 2 2
I? = / / exp{—x ty tdxdy.
—oo J—o0 2

Eseguendo in tale integrale un cambiamento delle coordinate cartesiane in co-

ordinate polari, segue
+7  ptoo ,02
I* = / / exp{—g}p dpd®,
-7 0

ed essendo
+oo ,02
/ eXp{—g}p dp =1,
0

possiamo concludere
—+

I? = df = 2,
da cui otteniamo la (46).
Eseguendo un opportuno cambiamento di variabile, possiamo ricavare da
quest’ultima un’ulteriore identita, che si rivelera utile varie volte in quanto segue:

consideriamo la trasformazione

2

U= (47)

(cosicche dx = gu_%du), risulta

+oo 72 +oo . 1
I= 2/ exp{—?}dx = / exp{—u}v2u"2du = V2T <2) ,
0 0

da cui

r <1) =r (48)

Passiamo, a qusto punto, a ricavare i momenti della distribuzione gaussiana
standardizzata.

Si puo facilmente mostrare che essa ammette momenti di qualunque ordine,
cioé che sono finiti tutti gli integrali del tipo

o0 2
/ zkexp{—?}dz,k: 1,2,....
0
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. . N . . . . 2 . N
Essendo la funzione di densita in (45) una funzione pari, z* exp{—2%-} risultera
quindi una funzione pari o una funzione dispari a seconda che sia pari o dispari
I’esponente k. Allora potremo scrivere subito

E(Z%) =0,per k=1,3,5,...

Per calcolare i momenti di ordine pari, consideriamo di nuovo la trasfor-
mazione definita in (47) e teniamo conto della (48):

JJ2

teo 1 V2ot x’
E(2") = /_ o= oxp{— Jdw = ﬁ/o #exp{=5 dr =

2

\/§/+°° ; V2 s oh e 2" (h+1
- 2u LeXp —U 7U_§du:7 u _Eexp —u dU:F< )
7= e exp{-u}3 = (ujdu = —

2" 2h —12h —3 1 <1

... =I'(=z)=Ch-1) (2R —3)-...- 3- 1.
VT2 2 2 2) ( ) )
Osserviamo che in particolare risulta

E(Z)=0,Var(Z) =1,

cioé Z & una variabile aleatoria standardizzata.

Fissiamo ora due arbitrari numeri reali ;4 e o, con ¢ > 0, e consideriamo la
variabile aleatoria
X =0Z+p.

Viene chiamata distribuzione gaussiana di parametri y e o la distribuzione
di probabilita di X e scriveremo brevemente

X ~ N (p,0%).
E’ immediato verificare che risulta
E(Z) =p,Var(Z) = o>,
Vogliamo ora calcolare la funzione di densita di X. Si ha

Fx(z)=P{X <a}=PloZ+p<a}=

P{ng_u}:¢<m_u>;

g g

2
Ix (z) = %fl) (m;u> = %fz (m;M> = 21770 exp{—% (x;M) }.
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I valori della funzione ® (z) (per z > 0) si leggono sulle apposite "tavole
della distribuzione gaussiana"; per ottenere dalle tavole i valori di ® (x) per
x < 0 basta osservare che risulta

O(z)=1—-(—x),Vz € R.

Il ruolo fondamentale della distribuzione gaussiana € in parte spiegato dai
risultati circa la convergenza, verso la distribuzione gaussiana stessa, delle dis-
tribuzioni di somme standardizzate di variabili aleatorie. Di tale corpo di risul-
tati del Calcolo delle Probabilita ricordiamo in particolare il seguente

Teorema 5.1 (Lindberg-Levy)

Sia

X, X5, ...
una successione di variabili aleatorie indipendenti identicamente distribuite, con
distribuzione F'(z) tale che

E(Xp) = p, Var (X)) =0? < 0o
e, per il resto, arbitraria. Poniamo, per n = 2,3, ...

_ ZZ:1 Xn —np

Y,
Vno

Si ha allora, per arbitrari a < b,

lim P{a <Y, <b}=2(b) —®(a) = / eXp{—;}df.

1
n— 00 2T
3.6 Distribuzione del chi-quadro
Vogliamo ottenere la distribuzione di probabilita della variabile aleatoria
To=> Xi,
h=1

dove
X, X, ..., X,

sono variabili aleatorie indipendenti con distribuzione gaussiana standard.
Per n = 1, otteniamo, Yy > 0,

Pr, () =P{T1 <y} =P{Vy< X1 <y} =2 (Vy) — (V) =
20 (\/y) — L.
Ne segue, per y > 0,

fT1 (y) = %F'IH (y) = J;Tiyexp{_%},
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mentre, per y < 0, risulta ovviamente fy, (y) = 0. Possiamo scrivere dunque

11

Dunque 7, risulta essere la somma di variabili aleatorie indipendenti e,
ricordando la Proposizione 4.1, possiamo concludere scrivendo

n 1
T, ~G<2 2)

Tale distribuzione ¢ nota nella letteratura statistica con il nome di dis-
tribuzione del chi-quadro con n gradi di liberta.

3.7 Distribuzione t di Student

Consideriamo ora una famiglia di distribuzioni di probabilita che riveste di una
grande importanza nella Statistica matematica. Iniziamo considerando una vari-

abile aleatoria
7 Xv/n
VY '
dove X,Y sono stocasticamente indipendenti e tali che X ~ A (0,1), ¥ ~
chi-quadro(n), n = 1,2, ...
La funzione di ripartizione di Z & data da

Fr(2) = P{X<Z*ﬁ} / [/f dw]fy()dy=

[2(:(0)") rwan

da cui

fz(Z)zszZ(z):/Ooo (n)é(b(zf) by () dy \/% {_7 (%)2

n

_ L [Ty _ﬂ NF L s e Vg
_\/ﬂ/o (n) exp{ (2) r@’ exp{—J}dy =

(nlﬂ> 5 FF(E? (1+ i)+

Tale distribuzione é detta distribuzione ¢ di Student con n gradi di liberta.
Per n > 1 risulta finito 'integrale

o0
/ A
O (1+%)°
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in tal caso esiste dunque il valore atteso E (Z) e risulta ovviamente

E(Z) = 0.

1
nv )2
3
/(X) Z2 nz 1
°

1 n—2
— v2 (1 —v) 2 dv

3 n—
_w T (*5?)
n+1
2 T(%)
da cui, ricordando (40), (44) e (48)
Z)=E(7%) = ——.
Var(Z) (2?) p—
quindi funzione di densita

Ponendo in particolare n = 1 otteniamo la distribuzione di Cauchy, che ha

fa) =+ —

w1+ 22
e funzione di distribuzione

1 1
F(x) = 3 + ;arctg (z).

Per p e 7 numeri reali assegnati, con 7 > 0, e Z con distribuzione t di
Student con n gradi liberta, consideriamo ora la variabile aleatoria

La funzione di densita di W sara quindi data da

fw(z) = (;Tfrr(g;) 1+T(xnu)2] .

La relativa distribuzione di probabilita viene detta distribuzione t di Student
con n gradi liberta, parametro di posizione p e parametro di precisione T.

3.8 Distribuzione beta

Siano a e b due costanti positive assegnate.
tribuzione beta con parametri a e b, e scriveremo brevemente

Diciamo che X segue una dis-

X ~ beta(a,b),

se la sua distribuzione di probabilita & assolutamente continua, con una funzione
di densita della forma
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Kz '(1—2)"! per0<z<1
J )= { 0 altrimenti

Il valore della costante di normalizzazione

1
K = {/ 221 (1—2)" da
0

-1

¢ fornito dalla (44):
~ T'(a+b)
~ T(a)T(b)
Otteniamo inoltre

T(a+b) ', _ _T(a+b) T'(a+1)I'(L) @
E(X)_r(a)r(b)/o 2 (1=o) e = S T T T~ ath

Analogamente possiamo ottenere

o\ ala+1)
ELX)_{a+bﬂa+b+1y

da cui
ab

(a+b)°(a+b+1)

Var (X) =

3.9 Altre famiglie notevoli di distribuzioni di probabilita
per variabili non negative

In questo paragrafo vengono elencati alcuni altri tipi notevoli di distribuzioni di
probabilita che, come nel caso delle distribuzioni gamma, sono concentrate sul
semiasse positivo. Si tratta di distribuzioni di probabilita adatte a descrivere
modelli probabilistici per variabili aleatorie il cui valore & non negativo con
probabilita 1, quali ad esempi quelle con significato di tempi d’attesa, tempi di
durata di apparecchiature, reddito familiare annuo di contribuenti, etc ...

3.9.1 Distribuzione di Weibull

La distribuzione di Weibull & caratterizzata da una funzione di distribuzione

della forma,
0 per z <0

F(x):{ 1 —exp{—Xz”’} perx>0 "’

dove A e 3 sono parametri positivi. Si ha, per x > 0,

flx) = %F (z) = ABz" L exp{ -z},
f(x) _ -1
r(x)—l_F(m)—)\ﬁ:z:ﬁ .



E’ interessante notare che r (z) risulta essere una funzione monotona (cres-
cente se 8 > 1, decrescente se 8 < 1). Ovviamente le distribuzioni esponenziali
si possono vedere come quei casi particolari in cui r (z) & costante.

Per quanto riguarda il valore atteso

“+oo
E(X)= /0 e\BzP~ exp{ -2 }dx,

otteniamo, attraverso il cambiamento di variabile dato da z = z?,

Hoo dz oo 1 1
E(X)= ; ABz exp{f)\z}? = ; AzP exp{—Az} = )\—%F 1+ 3)
z

3.9.2 Distribuzione lognormale

Si tratta della distrbuzione di probabilita di una variabile aleatoria X tale
Y =log X

segue una distribuzione gaussiana. Quindi, per = > 0,

Fx (z) = P{e¥ <2} = P{Y <logza} = Fy (logz);

_ 1 | 1 1 (logz —p\>
0= 3 o) = el (5 )

3.9.3 Distribuzione di Pareto

Diciamo che X segue una distribuzione di Pareto con parametri a e xg se la
sua distribuzione di probabilita & assolutamente continua, con una funzione di
densita della forma

| azxgx=(t) per x >z
fle)= { 0 altrimenti

Se a > 2, risulta

E(X) = 0 yor(x) = 4y .
K== (%) (a—1)*(a—2)
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4 Questioni circa vettori di variabili gaussiane

Variabili aleatorie con distribuzioni gaussiana sono alla base di numerosissimi
modelli, risultati, problemi nell’ambito della teoria della probabilita, dei processi
stocastici e della statistica matematica e la letteratura in proposito é vastissima.
In quanto segue ci limitiamo a riportare pochissime questioni basilari. Cio ci
dara occasione di vedere, fra ’altro, alcune semplici applicazioni della Propo-
sizione 7.1 del Capitolo 2 o, piu in particolare, della Proposizione 5.1 dello stesso
capitolo. Inizieremo con l'illustrare un metodo ben noto per generare variabili
aleatorie gaussiane a partire da altre variabili indipendenti, con distribuzione
uniforme sull’intervallo [0, 1].

4.1 Generazione di variabili aleatorie gaussiane

In questo paragrafo la Proposizione 5.1 del Capitolo 2 verra applicata al
problema di generare variabili aleatorie gaussiane. Sia Uj,Us una coppia di
variabili aleatorie la cui distribuzione congiunta ¢ uniforme nel quadrato unitario
'@ cioe con funzione di densita congiunta

1 per0<up,up <1
for,0, (w1, u2) = { 0 altrove

In altre parole, Uy, Us sono variabili i.i.d. con distribuzione uniforme R (0, 1).
Consideriamo ora la trasformazione T : T2 — R? (detta "Trasformazione di
Box e Muller") definita dalle relazioni seguenti:

21 (w1, up) = (—2loguy)# cos (2muz)

29 (U1, uz) = (—210gu1)% sin (27ug) .

Tale trasformazione ¢ invertibile e la trasformazione inversa della T ¢ la trasfor-
mazione U :R? — T'® data da

2 2
21+ =z
uy (21,22) = eXP{—%}

1 Z9
ug (21,22) = %arctgz.

Lo jacobiano della trasformazione U ¢ dato da

2 2 2 2
—zexp{—I52} —zexp{-Ij2}
J(Zl,ZQ) = _22/212 _1/212 =
2n<1+z—g> 2n<1+i§>
#1 #1

1 22+ 22

= — -1 49
—exp{-1 12} (49)

Consideriamo ora la coppia di variabili aleatorie

Z1 = (—2logUy)? cos (21Us) , Zo = (—2log Uy)? sin (2705) , (50)
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cioe (Zy,7Z3) = T (U1, Us). In virtu della (49), (Z1, Z2) ammette una funzione

di densita congiunta data da

zf + zg
2

1.

1
fz,.2, (21, 22) = fui,us (u1 (21, 22) ,uz (21, 22)) Y- exp{—
Notando che, per qualunque scelta di (21, 22) € R2, (uy (21,22),uz (21, 22)) €
I'® e quindi che
fui,vs (ur (21, 22) s uz (21, 22)) = 1,
otteniamo
zf + z%

1
I2,,2, (thz):%exp{— 5 }.

Possiamo concludere cio¢ che le variabili aleatorie Z1,Z> definite dalla (50)
hanno distribuzione gaussiana standard e sono indipendenti.

Accenniamo ad un motivo di interesse per questa trasformazione. Sia
U= {Ul, UQ, }

una successione di variabili aleatorie indipendenti identicamente distribuite, con
distribuzione uniforme sull’intervallo [0, 1].

Si presenta comunemente il problema di costruire, a partire da il e tramite
semplici trasformazioni sulle variabili U;, una successione di variabili aleato-
rie indipendenti con una funzione di distribuzione assegnata F(z). A questo
proposito torniamo su quanto gia visto nel Paragrafo 1.3. Poniamo

inf F' = sup{z € R|F(2)},sup F' = inf{z € R|F(z) = 1}

ed assumiamo che F(z) sia continua e strettamente crescente nel dominio I =
(inf F,sup F'). Consideriamo inoltre la funzione F~1 : [0,1] — I definita da

inf seu =20
F~t(u) = x se F(z)=u
sup F seu=1

e consideriamo le variabili aleatorie

X, =F 1), Xo=F 1 (U),..
X1, Xo, ... sono variabili aleatorie indipendenti identicamente distribuite, inoltre
si ha

Proposizione 1.1
Fx,(xz) = F(x),Yx € R.

Esempio 1.1
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Sia U una variabile aleatoria con distribuzione uniforme sull’intervallo [0, 1]
e supponiamo di voler ottenere una variabile aleatoria con distribuzione espo-
nenziale £(\), con A > 0. In tal caso si ha

F(a) = [1 —exp{—Az}] 1 {520

inf F =0,sup F' = o0

Ffl(u):—ilog(l—u),0<u< 1.

Dunque X = —+ log (1 — U) segue la distribuzione £(X).

Nei casi in cui i valori della funzione F~! possono essere calcolati soltanto
mediante procedure numeriche, pud risultare conveniente seguire metodi di
costruzione alternativi a quello qui illustrato. Questo & appunto il caso, in
particolare, quando si vogliano costruire variabili aleatorie con distribuzione
gaussiana. Cio sottolinea l'interesse della trasformazione di Box e Muller che
permette di ricavare una coppia di variabili aleatorie indipendenti gaussiane
standard a partire da una coppia di variabili aleatorie indipendenti distribuite
uniformemente in [0, 1].

4.2 Distribuzioni gaussiane in due dimensioni

Data una coppia di variabili aleatorie X,Y, vogliamo definire la condizione che
la loro distribuzione congiunta sia una gaussiana bidimensionale e ne vogliamo
illustrare alcune proprieta peculiari.

Definizione 2.1

Diremo che la coppia (X,Y) segue una distribuzione gaussiana bidimension-
ale di parametri ux,py,o%,0%,p, se essa ammette una funzione di densita
congiunta e questa risulta essere della forma

1 1

flz,y) = r—— MeXp{_mQ(x’y)} (51)
o= () - () (1) (1)

Per indicare tale condizione scriveremo brevemente (X,Y) ~ A (u X, 0y 03(7 032/; p).

Prima di illustrare le proprieta implicate da tale condizione, si rendono op-
portune alcune semplici premesse. Concentriamo pitl in generale ’attenzione su
coppie (X,Y) di variabili aleatorie dotate di valori attesi e di momenti del sec-
ondo ordine finiti. Tali condizioni ci garantiscono, in particolare, la possibilita
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di considerare la covarianza Cov(X,Y) ed il coefficiente di correlazione p(X,Y)
fra X e Y. Ricordiamo che vale I'identita

Cov(X,)Y)=EX Y)-EX) EY)
e che p(X,Y) & definito dalla relazione

Cov(X,Y)
X,)Y):= .
ol ) VVar(X)y/Var(Y)

Possiamo dunque scrivere anche

E(X -Y) = p(X,Y)\/Var(X)y/Var(Y) + B(X) - E(Y). (52)

Ammettiamo inoltre che la distribuzione congiunta ammetta una funzione di
densita. Possiamo quindi parlare di densita condizionate, ad esempio, di Y
dato (X = x) (per i valori x tali che fx(z) > 0) e di valori attesi condizionati
diY dato (X = z):

+oo

+o00 T
E(Y|X =) = /_ yly (YIX = z)dy = /_ yj;;(j))

La funzione della variabile z, definita da

dy. (53)

oy (z) =EB(Y|X =x)

ha un ruolo notevole, in particolare nella statistica, e viene detta funzione di
regressione di Y rispetto alla variabile X.
Nel caso particolare in cui ¢y () risulti essere della forma

oy (r) =ar+0b (54)

si parlera di retta di regressione (ovviamente i ruoli delle due variabili X e Y
potrebbero essere scambiati).

Il seguente risultato mette in luce alcune specifiche caratteristiche di dis-
tribuzioni bidimensionali in cui valga la relazione (54).

Proposizione 2.1

Supponiamo che la distribuzione congiunta di (X,Y") sia tale che valga la
relazione (54). Allora risulta

i)

E(Y) = aB(X) + b, (55)
i)
—a Var(X)
p(X,Y) = ar)’ (56)

Dimostrazione
Osserviamo innanzitutto che, tenendo conto della (53), la (54) & equivalente
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+oo
/ yf (@ y)dy = fx (@) (az +b) (57)

— 00

i) si dimostra immediatamente integrando da —oo a 400 entrambi i membri
della identita (57), rispetto alla variabile x.

Per quanto riguarda ii), moltiplichiamo per x entrambi i membri della iden-
tita (57) e successivamente integriamo da —oo a +00, ancora rispetto alla vari-
abile z. In tal modo otteniamo

/_J:O /_J:" zyf(z,y)dy = /+OO az® fx (z)dz + b/+oo zfx(x)dx

cioe
B(X -Y) = aB(X?) + bE(X).

Ricordando la (52), quest’ultima relazione puo essere anche riscritta come

p(X, )/ Var(X) - Var(Y) + B(X)E(Y) = aVar(X) + a(B(X))? + bE(X),
da cui ii) si ottiene immediatamente tenendo conto della (55).

Notiamo dunque che i coefficienti a e b nella relazione (54) hanno il seguente
significato probabilistico:

Var(Y) b =E(Y) - p(X,Y)

e che quindi possiamo anche scrivere

a=p(X,Y)

Var(Y)

VVar(X)

Py (z) = B(Y) +p(X,Y) (z — B(X)).

Osservazione 2.1
Notiamo che un caso particolarissimo in cui ¢ soddisfatta la condizione (54),
ma in cui la distribuzione congiunta non é assolutamente continua, ¢ quando si
ha, quasi certamente,
Y =aX +0b.

In tal caso risulta p(X,Y) = £1, a seconda del segno del coefficiente a.

Torniamo ora ad analizzare le proprieta delle distribuzioni gaussiane bidi-
mensionali.

Proposizione 2.2

Supponiamo che (X,Y") segua una distribuzione gaussiana bidimensionale di
parametri px, py, 0%, 0%, p. Allora
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i) La densita marginale di X ¢ una gaussiana di parametri ux, 0%

La densita marginale di Y ¢ una gaussiana di parametri uy, 0%

ii) La densita condizionata di Y, dato (X = x) & una gaussiana con valore
atteso py + pZ2-(z — px) e varianza o3 (1 — p?)

iii) p(X,Y) =p

Dimostrazione
Osserviamo innanzitutto che vale la decomposizione

o= |(52) o (FE) +0- ()

Possiamo anche scrivere, quindi,

Qm”)<ya€m>2+upa<wux>2

X

avendo posto
oy
B(x) = py + p—(z — px).
ox

i) Per ogni fissato = € R, si ha

+oo
hw=/ f(ay)dy =

— 00

(y—B(x))*}dy

L ool l @ >%/m ! exp{— g
— X — — X —
oxV2m P 20% px oo Oy V2my/1 — p? P 20% (1 —p?)

Notiamo ora che, per z € R, la funzione integranda che compare sotto il
segno di integrale nel membro a destra & ’espressione di una densita gaussiana
(di parametri 3(z) e 0§ (1 — p?)) e quindi I'integrale stesso ¢ uguale ad 1; si
ottiene dunque

1 1 )
fx(z) = UX\/EGXP{_E(:C_”X) }-

Tramite considerazioni analoghe possiamo verificare che la distribuzione mar-
ginale della variabile Y & N (uy, o).
ii) Tenendo conto del precedente punto i), otteniamo subito

fr(y|X =) = =

1 1
— exnl —
oy V2my\/1 — p? pi 203 (1 — p?)

(y = B(2))*}.
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Analoghe considerazioni possono essere sviluppate per verificare che la dis-
tribuzione condizionata di X dato (Y = y) & gaussiana e per determinarne i
relativi parametri.

iii) Dal precedente punto ii), a sua volta si ricava in particolare che la
distribuzione congiunta di X e Y ¢ tale che vale la relazione (54) in quanto
E(Y|X = z) coincide con 3(z) e cioé

(o
B(Y|X =) = py + p— (2 — px).
0x
Dunque, dalla (56), otteniamo

p(X,Y) = p.

Osservazione 2.2
La funzione non negativa f(x,y) definita nella (51) risulta effettivamente
essere una funzione di densitd congiunta. Per verificare tale proprieta basta

mostrare che risulta
+oo +oo
/ / f(z,y)dzdy = 1.

Tale identita segue immediatamente da quanto gia sviluppato in merito al
punto i) nella precedente dimostrazione. Possiamo infatti scrivere

[ sy =

+o0 1 1 ) +o0 1 1
= — _ d _ _A\2 d
| st g [ PGy A e R

oo 1 )
= exp{— T — dr =1.
[ el )

Osservazione 2.3

In generale la condizione di non correlazione, cioé p(X,Y) = 0, & condizione
necessaria ma non sufficiente per l'indipendenza stocastica fra due variabili
aleatorie X ed Y. Invece nel caso di distribuzione congiunta gaussiana tale
condizione, eliminando il termine misto nelle due variabili z, y, fa si che la fun-
zione di densita congiunta in (51) risulti uguale al prodotto di una funzione
della sola variabile z per una funzione della sola variabile y e dunque comporta
I'indipendenza stocastica fra X ed Y.
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Osservazione 2.4

Assumiamo una distribuzione congiunta gaussiana bidimensionale per le
variabili aleatorie XY e consideriamo una nuova coppia di variabili aleatorie
X’ e Y’ definite come combinazioni lineari di X ed Y:

X' =an X +a12Y,Y' = a1 X + axY

(supponiamo invertibile la matrice A = (a;;)).

Una diretta applicazione della Proposizione 5.1 del Capitolo 2 mostra che
anche la coppia (X’,Y”’) segue una distribuzione congiunta gaussiana bidimen-
sionale. I parametri di tale distribuzione possono essere ricavati direttamente
in base alle regole di calcolo dei valori attesi, delle varianze e dei coefficienti di
correlazione.

Osservazione 2.5

Nella precedente osservazione si & supposto che la matrice A sia invertibile.
Notiamo a questo proposito che, se esistesse una relazione di proporzionalita
fra le sue righe (a11,a1,2) e (a1, a2,2) si avrebbe, con probabilita 1, Y/ uguale
a X’ moltiplicata per una costante. Quindi non potrebbe esistere una funzione
di densita congiunta per la coppia (X', Y”) e quindi non verrebbe mantenuta,
per la nuova coppia di variabili, la proprieta di avere ancora una distribuzione
ccongiunta gaussiana bidimensionale.

Osservazione 2.6

Sappiamo che la somma di due variabili aleatorie gaussiane indipendenti
segue ancora una distribuzione gaussiana. Come particolare conseguenza di
quanto sin qui detto, possiamo dedurre che anche una variabile aleatoria (scalare),
ottenuta come combinazione lineare di una coppia di variabili aleatorie X,Y,
non necessariamente indipendenti, segue una distribuzione gaussiana, purche la
distribuzione congiunta della coppia (X,Y") sia una gaussiana bidimensionale.

Facciamo d’altra parte attenzione al fatto che, come si potrebbe mostrare con
opportuni controesempi, una combinazione lineare di variabili aleatorie (mar-
ginalmente) gaussiane non indipendenti (e la cui distribuzione congiunta non
sia una gaussiana bidimensionale) non & necessariamente una variabile aleatoria
gaussiana.

Osservazione 2.7

Siano Z1, Z, variabili aleatorie gaussiane standard ed indipendenti e px, py; 0%, 0%; p
valori assegnati. Fissando opportunamente dei coefficienti b11, b12, bo1, bao, €1, C2,
variabili aleatorie X,Y con distribuzione congiunta gaussiana bidimensionale
N (,u X, 1Y U§<, a%,; p) possono essere ottenute tramite una trasformazione della
coppia (Z1, Z3) ponendo

X =b11Z1 + 61222 + ¢4,

Y =05121 + bagsZs + co.
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In virta di quanto visto nel paragrafo precedente, possiamo quindi conclud-
ere che la coppia (X,Y) puo essere costruita a partire da due variabili Uy, Us
indipendenti e con distribuzione uniforme R (0, 1).

Osservazione 2.8

Estendendo in modo diretto gli argomenti svolti in questo paragrafo si puo
ottenere la definizione di distribuzione gaussiana in n dimensioni (n > 2).
Basta partire da una m-upla di variabili aleatorie gaussiane standard indipen-
denti Z, ..., Z, e costruire un nuovo vettore aleatorio (X1, ..., X,,) attraverso la
trasformazione

Xi=m +Za1,j

j=1

n
X, = M + Zan,jv
j=1

dove A = (a; ;) ¢ una matrice n x n invertibile e p1, ..., f, sono numeri reali. E’
evidente che puq, ...., u, danno luogo, rispettivamente, ai valori attesi delle vari-
abili X1, ..., X,,. Inoltre le varianze delle X1, ..., X,, e le covarianze delle coppie
(Xp, Xi) si ottengono semplicemente in termini della A. Viceversa, anche A si
ottiene dalla conoscenza della matrice di varianza-convarianza delle X1, ..., X,,.
Possiamo cioé affermare che una distribuzione gaussiana n-dimensionale & de-
terminata dal vettore dei valori attesi e dalla matrice di varianza-convarianza.

Una tale distribuzione gode di proprieta analoghe a quelle viste per il caso
n = 2: tutte le distribuzioni marginali (di qualunque dimensione 1 < m < n)
sono gaussiane. Cosi pure tutte le distribuzioni condizionate di alcune variabili
date altre variabili sono gaussiane, e le funzioni di regressione sono funzioni
di primo grado nei valori delle variabili condizionanti. Trasformazioni lineari
invertibili di vettori aleatori gaussiani, inoltre, dannno ancora luogo a vettori
aleatori gaussiani.
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4.3 Trasformazioni ortogonali di campioni gaussiani e teo-
rema di Cochran

Sia A = (a;;) una matrice n xn e T : R"— R" la trasformazione lineare ad essa
associata: per x €R"
T(x) = Ax.

Supponiamo ora, in particolare, che A sia ortogonale:

n

Zahj%' =0,per1<h#k<n
j=1

dap;=1,h=12,..n
j=1
Ne segue
A7l = A,
|det (A) | = |det (A*) | = | det (A_l) | =1,

indicando con A* la matrice trasposta della A. La trasformazione inversa della
T ¢ data da
T '(y) = A%y.

Piu esplicitamente, le componenti della T~ sono
T yla . ayn Zajzyz

Anche tale trasformazione risulta ortogonale e, per quanto riguarda il modulo
del relativo jacobiano, si ha

|Jp-1 (y)| =|det (A™") | =1,Vy € R". (58)
Inoltre si ha che la trasformazione T~' conserva le distanze; si ha cioé
Lemma 3.1

n n

07 - S0

j=1 i=1
Pur se questa proprieta risulta ben nota, per comodita del lettore ne fornini-
amo qui di seguito una verifica diretta.

Dimostrazione
" 2
S )] = 3 [zy]
Jj=1 =1 Li=1
Zajzyz + Z (aj1i@ji) (YirVin) | =
7j=1 |:=1 D)
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n n n n
(Z ai) v+ D angaig | Wave) =D vl
=1

j=1 \i=1 i1£is \j=1

Oppure, in forma compatta,

ny =y'y =(4x)" (Ax) = x*"A*Ax = x*x = m? =
i=1 J

3
I e

Consideriamo ora n variabili aleatorie X1, ..., X,,, indipendenti con identica
distribuzione N'(0, 02) e consideriamo le variabili Y1, ..., ¥;, ottenute applicando
la trasformazione T al vettore X = (X7, ..., X,,):

Y = AX

Proposizione 3.2
Anche Y7, ..., Y, sono variabili indipendenti con distribuzione A/ (0, ?).
Dimostrazione
Applicando la Proposizione 7.1 del Cap. 1, e tenendo conto della (58),
si ottiene

) =TT ) s T () o () | =
(5752) et 5e [ 0

Ricordando quindi il precedente Lemma 3.1, otteniamo

1 \? 1 &
A (y) = <2m2) exp{—5 5> v’}
i=1

e quest’ultima coincide proprio con la funzione di densita congiunta di n variabili
aleatorie Y7, ..., Y,, indipendenti con identica distribuzione N(0,o?).

Corollario 3.3
Sia A una matrice ortogonale e X1, ..., X, variabili aleatorie indipendenti e
con

Xi ~ N(Mi,O’Q).

Ponendo
Y =(Y,...,.Y,)=AX

otteniamo un vettore di variabili aleatorie indipendenti

Y; mN(Z aijﬂj,dz)

j=1
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Dimostrazione

Ponendo, per j =1,...,n,

€j = Xj — 1,

otteniamo delle variabili aleatorie €1, ...,&, indipendenti ed identicamente dis-
tribuite, con distribuzione N'(0,02); quindi anche A -¢ & un vettore di variabili

aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite, con distribuzione N(0, o2).
La conclusione si ottiene osservando che

Y=AX=A -c+Au

anche il seguente

Come particolare conseguenza della precedente Proposizione 3.2, otteniamo
Corollario 3.4

Una combinazione lineare di variabili aleatorie gaussiane indipendenti
segue una distribuzione gaussiana.

Dimostrazione

Siano Xy, ..., X,, variabili aleatorie indipendenti con X; ~ N (p;, s?), e siano
c1, ..., cp, delle costanti assegnate; poniamo

Y = iCij.
j=1

Come sappiamo, possiamo scrivere

Xj =i +siZj
dove Zi,...,Z, sono variabili aleatorie gaussiane standard, ed anche esse
indipendenti. Dunque

Y = ZCj/Lj + ZCJ'S]'ZJ‘
j=1 j=1

e risulta n
E(Y) = ch:u] = Hy
j=1
Var(Y) Zc?s? =
j=1
Ponendo cis
aj = JTJ,RJ =0 (X; — ),

possiamo scrivere

n n
Y — Hn = ZCijZj = ZajRj'
Jj=1 j=1

68



Ora Ry, ..., R,, sono variabili aleatorie i.i.d. con R; ~ N(0,5?), dove 2?21 oF =
1. Dunque (g, ..., &y, ) puo essere vista come la prima riga di una trasformazione
ortogonale e Y — p puo essere vista come la prima coordinata di un vettore
di variabili aleatorie indipendenti identicamente distribuite con distribuzione

N(0,0?).

Osservazione 3.1

E’ utile innanzitutto confrontare il Corollario 3.4 con quanto notato nell’Osservazione
2.6 del precedente paragrafo: li si trattava il caso n = 2, mentre qui abbiamo il
caso di un generico n > 2. D’altra parte qui abbiamo considerato il caso di vari-
abili indipendenti, mentre 1i era stato considerato il caso di n = 2 variabili non
necessariamente indipendenti, purché con distribuzione congiunta gaussiana bi-
variata. In entrambe le situazioni, comunque, si ha a che fare con casi particolari
di risultati inerenti distribuzioni congiunte gaussiane multivariate. Ricordando
I’Osservazione 2.8, vediamo che una variabile aleatoria ottenuta come combi-
nazione lineare di variabili aleatorie gaussiane risulta essa stessa gaussiana se si
assume che la loro distribuzione congiunta sia gaussiana.

Veniamo ora al Teorema di Cochran. Si tratta di un risultato, di in-
teresse fondamentalmente statistico, che possiamo ottenere come speciale con-
seguenza degli argomenti fin qui svolti. Un cenno ai motivi per i quali esso
puo avere interesse nella Statistica Matematica verra presentato nel paragrafo
successivo.

A questo proposito, date n variabili aleatorie X1, ..., X,,, poniamo

_ ¢ n _
X QySQEZ(XJ_X)Q
j=1

n

Proposizione 3.5 (Teorema di Cochran)
Siano X1, ..., X,, variabili indipendenti con identica distribuzione N (u,0%).

Risulta allora ) -
S . X—pu
Pl chi-quadro(n), =" .
n(n—1)

Dimostrazione
Consideriamo la trasformazione ortogonale definita dalla matrice A =
(@ij), con elementi definiti come segue:

a1; = %,j: 1,2,...,71
e, per i > 1,
-1
ajj = =120 —-1

n(n—1)
i—1

Qi =
n(n—1)



a;; =0,j=1+1,...,n

Poniamo ora
Y = AX

ed osserviamo che, in virtt del Corollario 3.3, risulta

Yi = VX ~ N (v, o)

V2

=y

(X3 — X1) ~N(0,6%)

Y. — (n—l)Xn—Xl—Xg—...— n—1 NN(O 0_2)
" n(n—1) ’
Y1,Ys, ..., Y, sono stocasticamente indipendenti. Dunque %, %, e ); sono

variabili stocasticamente indipendenti con distribuzione gaussiana standard.
Quindi, in particolare, risulta

nY? ANNAAS Y, \?
Zzz# = <2> + <3> +..+ () ~ chi-quadro (n —1).  (59)
o o o 1%

Osserviamo ora che, essendo A ortogonale ed in virtu del Lemma 3.1,
risulta

ICEDIET
i=1 =1

da cui
2= (X, -X)=Yx2-aX =Y X2-v?=Y¥? (60)
Jj=1 j=1 j=1 i=2
Dalla (59), segue quindi
2
poie chi-quadro (n — 1).

Dall’indipendenza stocastica fra le coordinate di Y e dalla (60) segue
che le variabili aleatorie X ed 5?2 sono indipendenti.

La variabile aleatoria —~ —L— segue quindi una distribuzione t di Student

n(n—1)

con (n — 1) gradi di liberta.
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4.4 Un’applicazione statistica del Teorema di Cochran

Dato un valore 52 > 0, consideriamo n variabili aleatorie X7, ..., X,,, indipen-
denti con identica distribuzione gaussiana N (u1,5?). Stiamo usiando qui il sim-
bolo 52 per mettere in evidenza che tali variabili hanno una varianza nota.
Pensiamo invece che g sia un parametro incognito e che si ponga quindi il
problema statistico di “stimare" tale parametro sulla base dell’osservazione dei
valori assunti da X7, ..., X,,. Considerazioni di tipo statistico suggeriscono che
una buona "stima" di u, sulla base dell’osservazione di una n-upla di valori
Z1,...,Tn, sia la loro media aritmetica

T =

SRS

n
E Th.
h=1

Si pone a questo punto il problema di valutare la precisione di tale stima.
Sappiamo che la variabile aleatoria

1<
X:E;Xh

segue, qualunque sia il valore di u, una distribuzione N'(u, %2) Dunque la
variabile aleatoria standardizzata

X —

/’l‘ \/]ﬁ

o

7 =

segue una distribuzione gaussiana standard. Per ogni ¢ > 0 fissato, indicando
brevemente con il simbolo 7 la quantita 2® () — 1, possiamo anche scrivere

X —

Evn<el =9

o

P{—-e<

oppure

= €o e €o
PIX - —<u< X+ —\=n.

Notiamo che v non dipende dal valore del parametro u e, per ottenere un valore
prefissato per -y, basta porre
(1t
e=0 [ —1L).

Diremo allora che l'intervallo aleatorio

) et ()
[X c Tn , X + T (62)

costituisce un intervallo di fiducia a livello v per il parametro . Cioé, qualunque
sia il valore di p, vi & una probabilita costante v che le due variabili aleatorie

(61)
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X _s% 2 () y_i_A‘VI(HTW) - : .
—m o—m cadano rispettivamente a sinistra e a destra
del valore L
Osservazione 4.1
Notiamo che ’agsegnazione di probabilita in (61) riguarda le variabili aleato-
rie X1,...,X,. Non si tratta, cioe, di un’assegnazione di probabilita sul para-
metro u, che, sebbene incognito, non viene qui visto come una variabile aleatoria.

Notiamo inoltre che la costruzione dell’intervallo in (62) di fiducia & basata

sulla conoscenza della varianza 2.

Ci chiediamo ora come sia possibile costruire un intervallo di fiducia per u,
nel caso in cui le variabili statistiche (osservabili) Xy, ..., X, sono indipendenti
con identica distribuzione N (1, 0?) con i parametri u e o entrambi incogniti.

Vorremmo cio¢ determinare, comunque fissato un livello di fiducia v (0 <y < 1)
una coppia di funzioni a,, 8, : R™ — R tali che

Ay (X1, s @) < By (X1, 00y Thp)

e, per ogni valore reale p,
IP{O[’Y (XlaaXn) SMSB—Y (X1a7Xn)}:7 (63)

Dobbiamo notare che 'esistenza di funzioni e, 5 che soddisfino la (63) non
¢ a priori scontata in quanto la distribuzione congiunta di (X1, ..., X,,) dipende
dal valore di p e quindi anche la distribuzione congiunta di variabili aleatorie
ay (X1,...,Xn) e By (X1, ..., Xp) dipendera in generale da p.

La soluzione a tale problema & perd fornita dalla precedente Proposizione
3.5. Quest’ultima infatti ci assicura che, ponendo per brevita

S? .= zn: (Xn —

la variabile aleatoria L
— X _

N

segue una distribuzione del t di Student con (n — 1) gradi di liberta. Indicando
con F(n-1) la funzione di ripartizione di tale distribuzione di probabilita e ra-
gionando in modo simile a quanto fatto sopra per il caso di “varianza nota",
possiamo ottenere la seguente conclusione, analoga alla (61).

Proposizione 4.1

Siano Xi, ..., X,, variabili aleatorie indipendenti con identica distribuzione
N (i,0%). Risulta, indipendentemente dai valori u € R, 02 > 0e v € (0,1),

1+,\/ - 1+
/ - - 2R ()
P{X - Fe ” <u<X ol
{ XN A F=n.
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5 Il metodo della Funzione Caratteristica e il

Teorema Centrale del Limite per variabili aleato-

rie i.i.d.

In questo capitolo verra introdotta la nozione di Funzione Caratteristica as-
sociata ad una distribuzione di probabilitd sulla retta e ne verra illustrata
I’applicazione allo studio del comportamento asintotico delle medie aritmetiche
di variabili i.i.d.. Si vedranno in particolare la linea della dimostrazione del Teo-
rema di Lindberg-Lévy ed i motivi di fondo circa il ruolo che, in tale risultato, vi
gioca la distribuzione gaussiana standard; tale ruolo & connesso con la proprieta
di stabilita rispetto alla somma. 11 capitolo inizia presentando la definizione di
funzione caratteristica e le proprieta che da tale definizione seguono immedi-
atamente. Nella conclusione verranno riportate alcune considerazioni relative
alle distribuzioni con code pesanti e alla proprieta di stabilita in casi diversi da
quello gaussiano.

5.1 Definizione di Funzione Caratteristica e sue proprieta
elementari

Iniziamo ricordando innanzitutto gli sviluppi in serie di potenze delle funzioni
esponenziale, seno e coseno, nel campo reale: per x € R, valgono le identita

Passando al campo complesso, per y € R ed essendo ¢ 'unitd immaginaria
(i? = —1,i® = —i,i* = 1), si pone

ezﬁ _ i (Z x)k (64)
= o
k=0
Ne risulta che €™ & il numero complesso (di modulo 1) dato da
e = cosy + isiny. (65)
Risulta inoltre che, per y1,y2 € R, vale 'identita
etyi+y2) — iy | Giy2 (66)

Sia ora X una variabile aleatoria con distribuzione di probabilita descritta dalla
funzione di ripartizione F ()
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Definizione 1.1
La funzione caratteristica di X & la funzione ¢x : R — C definita dalla
posizione

px (t) = /Rexp{i t-z}dF(x). (67)

Osservazione 1.1

Risulta conveniente, per diversi motivi, parlare di funzione caratteristica as-
sociata ad una variabile aleatoria X ed usare il simbolo ¢x. Si deve notare
comunque che la ¢ x risulta associata alla funzione di ripartizione F' piuttosto
che alla X: tutte le variabili aleatorie che condividono la stessa distribuzione
di probabilitd marginale ammettono anche la stessa funzione caratteristica, in-
dipendentemente dallo spazio di probabilita su cui sono definite e da come esse
siano definite quali funzioni sul relativo spazio.

Osservazione 1.2

Nella formula (67) si & utilizzata la notazione dell’integrale di Stiltjes per
sottolineare che la funzione caratteristica puo essere definita per una arbitraria
funzione di ripartizione F'. Ricordando quanto accennato nel Paragrafo 5 del
Capitolo 1, notiamo che nel caso discreto e nel caso assolutamente continuo dob-
biamo rispettivamente calcolare le funzioni caratteristiche secondo le seguenti
formule.

ox (t) = Zexp{i~t~xj} "Dy,

ox (t) = / exp{i-t-z}- f(z)dz. (68)
R
Vedremo in proposito degli esempi notevoli nel successivo paragrafo.

Elenchiamo ora le proprieta che immediatamente seguono dalla definizione
(67).

Ricordando la posizione (65) ed il calcolo del valore atteso di una trasformata

di una variabile aleatoria reale, notiamo innanzitutto che il valore della ¢x,
corrispondente al generico valore ¢ € R, coincide con il numero complesso

“+oo “+oo
px (t) = / cos(t - z)dFx(x) + z/ sin(t - z)dFx (x) =

— 00 — 00

=E[cos(t - X)] +i-Elsin(t- X)]. (69)

Qualunque sia la distribuzione di probabilita di X, risulta in particolare

ex (0) = 1.
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Se la distribuzione di probabilita di X & la distribuzione degenere sul valore
{0}, allora
ex (0)=1, VteR.
Se la distribuzione di probabilita di X & la distribuzione degenere sul valore
{1}, allora
ox (t) =€t VteR.

Sia X una variabile aleatoria con funzione caratteristica px (t) e sia fissata
una qualunque costante reale a. Per quanto riguarda la funzione caratteristica
della variabile aleatoria a - X, risulta

Yax (t) =Ecos(t-a-X)]+i -Elsin(t-a-X)] =
Elcos(a-t - X)]+i-Efsin(a-t - X)] =e¢x (a-t). (70)
In particolare si ha
w_x (t) = Blcos(—t - X)]+i-E[sin(—t - X)] = E[cos(t - X)]—i-E[sin(t - X)] = ¢x (t).

Otteniamo infine, quale proprieta che immediatamente segue dalla definizione
(67), la forma della funzione caratteristica della somma di due variabili aleatorie
indipendenti.

Siano X, Y variabili aleatorie indipendenti, con funzioni caratteristiche px (t) , py (t)
e consideriamo il prodotto

px (1) -y () =
[E[cos(t- X)]+i-Esin(t- X)]] - [E[cos(t-Y)] +i-Elsin(t-Y)]] =
Ecos(t- X)] - Elcos(t-Y)] —E[sin(t - X)] - E[sin(t - V)] +
+i - [Efcos(t- X)]-Esin(t - X)]] + E[sin(¢ - X)] - E[cos(t - Y)].
Essendo X, Y stocasticamente indipendenti anche le coppie

(cos(t - X),sin(t - Y)), (cos(t - X),cos(t - Y)),
(sin(t - X),sin(t - V), (sin(t - X), cos(t - Y))
sono costituite da variabili indipendenti. Possiamo quindi scrivere
ex (1) oy (t) =
E{ cos(t- X) - cos(t - Y) — sin(t - X) - sin(t - Y)}+
+i - E{cos(t - X) - sin(t - X) +sin(t - X) - cos(t - Y)} =
E[cos (t- (X +Y))] +4-Esin (¢t (X +Y))]

e concludere con la seguente

(6]



Proposizione 1.2
Per variabili aleatorie stocasticamente indipendenti X, Y, la funzione carat-
teristica x4y (t) @ uguale al prodotto delle funzioni caratteristiche px (t) , 0y (t).

Tale conclusione ovviamente risulta di importanza fondamentale e motiva
I’utilizzo della funzione caratteristica quale strumento per lo studio del compor-
tamento delle medie aritmetiche di variabili aleatorie indipendenti.

Siano in particolare Xi,..., X,, n variabili aleatorie indipendenti, identica-
mente distribuite con comune funzione caratteristica ¢ x (t), valore atteso nullo
e varianza o2. Consideriamone la somma S,, = Z;’:l X, la media aritmetica

X, = S—;, e la variabile standardizzata

Combinando la (70) con la Proposizione 1.2 otteniamo che la funzione caratter-
istica di Z,, ¢ data da

S YCC |

Nel prossimo Paragrafo 3 verranno richiamati dei risultati basilari, circa
le funzioni caratteristiche, che permettono di utilizzare la relazione (71) nella
dimostrazione del Teorema di Lindberg-Lévy.

5.2 Funzioni caratteristiche di distribuzioni di probabilita
notevoli

Calcoliamo qui di seguito le funzioni caratteristiche di quelle, fra le pitt notevoli
distribuzioni di probabilita sulla retta, che rivestono maggiore importanza nello
studio del comportamento asintotico di medie aritmetiche di variabili indipen-
denti e identicamente distribuite. Iniziamo a considerare dei casi di distribuzioni
discrete.

Sia X una variabile aleatoria con distribuzione bernoulliana di parametro p,
cioe tale che, per p € (0, 1),

PX=1)=p,P(X=0)=1-0p.
Si ha allora

ex(t)=p-et+(1-p) =1+p(e'—-1).

Consideriamo ora il caso in cui X segue una distribuzione b(n, p) binomiale
di parametri n e p.
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Per calcolare ¢x (t) conviene ricordare che X ha la stessa distribuzione di
probabilita della somma di n variabili X1, ..., X,, indipendenti, bernoulliane di
parametro p. E quindi, in virtu della Proposizione 1.2, possiamo concludere

px (t) = [1 +p (e” — 1)]”.

Per una variabile aleatoria con distribuzione P (A), Poisson di parametro A
(A > 0), si ha invece

)\kei-t~k

px (t) = e ™ i (k,> =exp{\ (e —1)}.

k=0

Passiamo ora al caso assolutamente continuo, iniziando a considerare la dis-
tribuzione esponenziale standard, caratterizzata dalla funzione di densita di
probabilita

flz)=¢€e"".

Avremo quindi

+o0 +oo
ox (8) = / cos(t-x)-e “dx +i/ sin(t - z) - e “dx.
0 0

Si verifica facilmente tramite integrazione per parti che, per ¢t € R, valgono
le relazioni

—+o0
/ cos(t-x) e Tdx =
0

1+¢2
+oo ) t
/0 sin(t - x)e” dx = I
da cui otteniamo
o l4eet 1

t) = - . 2
Px W)= =1 (72)

Osservazione 2.1
Poniamo 3(t) = (1 — i - t). Attraverso il calcolo di integrali nel campo reale,
abbiamo in effetti verificato che, per ogni ¢ > 0, vale I'identita

+oo +oo 1 1
/ e B2y = / et dy = — = ——,
0 0 L—i-t B

Cio¢ vale, per il numero puramente immaginario 5(t), la stessa identita
valida nel caso di valori 3(t) reali positivi.
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E’ noto che la distribuzione esponenziale bilatera, caratterizzata dalla fun-
zione di densita di probabilita
1 —lal
flz) = Z¢ " TE R
si incontra quando consideriamo la variabile "simmetrizzata" X = X; — Xo,
essendo X7, X5 variabili indipendenti, esponenziali standard.
Otteniamo allora

1 11
Cl—d-t 14di-t 142

px (t) (73)

Consideriamo invece il caso di una variabile aleatoria T, con distribuzione
di Erlang G(n,1). Ricordando che tale distribuzione coincide con quella della
somma di n variabili aleatorie esponenziali standard indipendenti, dalla (72)

otteniamo
1 n
t) = .
o1, (1 <1—¢-t)

Passiamo ora al calcolo della funzioni caratteristiche della distribuzione gaus-
siana standard. Per Z «~ N (0,1),

+oo 1

vz (t) = 3 me

1 22
cos(t - z)-exp{—— deri/
T (t-2) - exp{—=} N

Essendo, per ognit € R, sin(t-x)exp{—%} una funzione dispari dell’argomento
x, sommabile, abbiamo che ¢x () & un numero reale:

2
it exp{—%}dm.

+oo +oo

22
sin(t - z) - exp{f?}dz.

+o0 1

ex (1) = T
“+o0 {L‘2
= :/[; /0 cos(t - x) - exp{—j}dac.

Calcolando tale integrale si dimostra che risulta

22
cos(t - x) - exp{—?}dw =

142

pz (t) =€ 2

Che debba valere tale identita si puo intuire anche attraverso la seguente
procedura:

e 1 1tz Z2
vz (t) = me exp{—?}dz =
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oo q 1

= . Eexp{—i(

+oo 1

B —oo V2T

22—2~i-tz)}dz=
1 t?
exp{—§ (z>=2-i-t-z2—t*)}- exp{—;}dz =

2 +oo

B L Ui
exp{——=1}- —{—=(z—m z
=5t | &ty ,
avendo posto m(t) =i - t.

Se m(t) fosse una funzione a valori reali, avremmo ovviamente (integrale
esteso a tutta la retta di una funzione di densita gaussiana di valore atteso m(t)
e varianza 1):

[t e m@hee =1
—{—z(z—m z =1
oo V2w 2

Analogamente a quanto notato nell’Osservazione 2.1, si ha che tale identita
vale anche nel caso puramente immaginario m(t) =i - ¢t.

Osservazione 2.2

Quanto precedentemente notato per il calcolo della funzione caratteristica
della distribuzione gaussiana standard si estende a tutte le distribuzioni sim-
metriche: quando la funzione di densita di X & una funzione pari risulta

+oo 72
/ sin(t - x) - exp{—g}d:ﬁ =0

— 00

e dunque px (t) & a valori reali. Se, in particolare, vale relazione
X =X — Xy,

essendo X7, Xy variabili indipendenti identicamente distribuite con funzione
caratteristica nota e uguale a ¢ (t), allora

px (8) =lo (1) )

analogamente a quanto prima visto per la distribuzione esponenziale bilatera.

5.3 Proprieta fondamentali delle funzioni caratteristiche
e Teorema di Lindberg-Lévy

Elenchiamo qui di seguito i risultati, inerenti proprieta fondamentali delle fun-
zioni caratteristiche, che portano a dimostrare il Teorema di Lindberg-Lévy.
Circa tali risultati, ci limiteremo a presentare alcuni aspetti fondamentali e
qualche commento, senza riportarne le dimostrazioni. Di queste, che possono
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essere trovate su testi classici di Probabilita !, risulterebbe piuttosto impegna-
tivo riportare qui tutti i dettagli.

Un primo risultato garantisce I'unicita della distribuzione a cui & associata
una funzione caratteristica:

Teorema 3.1

Distribuzioni di probabilita fra loro distinte ammettono funzioni caratteris-
tiche distinte.

A tale proposito possiamo ottenere una Formula di Inversione che mostra
come, sotto opportuna ipotesi sulla funzione caratteristica, la distribuzione di
probabilita associata ammetta densita e questa si ottenga a partire dalla fun-
zione caratteristica stessa. Dobbiamo preliminarmente citare un secondo fon-
damentale risultato che mostra che la corrispondenza biunivoca che lega fra di
esse funzioni di ripartizione e funzioni caratteristiche si rivela continua, rispetto
ad opportune nozioni di convergenza.

Per successioni di funzioni di ripartizione una naturale nozione di conver-
genza ¢ data dalla seguente

Definizione 3.2

Siano date una funzione di ripartizione F' ed una successione di funzioni di
ripartizione {Fy, },=1,2... Si dice che {F},}n=1,2, .. converge debolmente a F', se
{F,(z)}n=12,. converge a F(z), per ogni x che sia un punto di continuita per
F.

La convergenza debole di una successione di distribuzioni di probabilita puo
essere caratterizzata in termini della successione delle corrispondenti funzioni
caratteristiche. Si ha infatti

Teorema 3.3 (di continuita)

Siano date una funzione di ripartizione F' ed una successione di funzioni di ri-
partizione {F), }p=1,2, ., € siano ¢ e {@y, }n=12, .. le corrispondenti funzioni carat-
teristiche. {F, }n=12, .. converge debolmente a F' se soltanto se {¢y, }n=1,2, . converge
puntualmente alla ¢ su tutta la retta reale.

Esempio 3.1

Un esempio significativo sul ruolo della funzione caratteristica nello stu-
dio della convergenza di una succesione di distribuzioni di probabilita riguarda
I’approssimazione di Poisson delle probabilita binomiali.

Fissato A > 0, consideriamo al variare di n € N la famiglia delle distribuzioni
binomiali b(n, %) E’ ben noto che, al divergere di n, si ha una convergenza
verso la distribuzione di Poisson P (\). Guardando alle funzioni caratteristiche,

L Quali, ad esempio,

W. Feller. An Introduction to Probability and its Applications. Vol II. Second Edition.
1970. J. Wiley & Sons

P. Billinglsley. Probability and Measure. 2008. Wiley & Sons

Entrambi i testi presentano un ricchissimo materiale costituito da molti risultati, commenti,
ed esempi sull’argomento
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vediamo che risulta infatti

n—o0

lim [1 + % (et — 1)] g exp{\ (e —1)}.

Torniamo ora alla questione dell’inversione di una funzione caratteristica.
Sia F' una funzione di ripartizione e sia la sua funzione caratteristica ¢ tale che

“+o0
/ o (8)]dt < +oo. (74)

— 00

Per semplicita di notazione, consideriamo ora il caso in cui gia si sappia
che F' ammette una funzione di densita f(z). Sia inoltre g una qualunque
funzione di densita di probabilita sulla retta e sia v la funzione caratteristica
ad essa associata. Moltiplicando entrambi i membri della (68) per il termine
e "t . g(t) (con y € R) ed integrando rispetto a t da —oo a 400, possiamo
scrivere

| T eratewa= [ ety | [t v -y i) a

Prima scambiando l'ordine di integrazione a secondo membro e poi ricor-
dando che si & indicata con 7y la funzione caratteristica associata alla densita g
otteniamo

oo Feo
/ eI L g(t) - p(t)dt =/ f@)-~y(z —y)de. (75)

— 00 — 00
Consideriamo ora il particolare caso in cui g e v siano rispettivamente la

funzione di densita e la funzione caratteristica della distribuzione gaussiana di
valore atteso 0 e varianza ?12:

a? v?

9(t) = \/LQTT exp{ =5 Eha() = expl=

Otteniamo dunque

400 . a a® oo z—y)*
| et en=-5) e = [ f@) e

che riscriviamo nella forma

too 2 +oo —x)?
! e vty exp{f%tz} ~p(t)dt = / f(x)- a\/lg exp{f%}d%

— 00

2 J_ o
(76)

Osserviamo che a secondo membro compare il prodotto di convoluzione fra

la funzione di densita f e funzione di densita di una distribuzione gaussiana di
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valore atteso 0 e varianza a?. Indicando rispettivamente con X e Z due variabili
aleatorie indipendenti con distribuzione F' e N (0,1) rispettivamente vediamo
che l’espressione a secondo membro coincide quindi con fy, (y), il valore calcolato
in y € R della funzione di densita della variabile aleatoria

Y, = X +aZ.

In virta dell’identita (76) e dell’arbitrarieta di @ > 0, ci si pud convincere
euristicamente che la distribuzione di probabilita di X é individuata univoca-
mente dalla conoscenza della ¢(t). Al tendere a 0 di a, cioé della varianza a?
dell’addendo aZ, fy,(y) convergera a f(y). D’altra parte I’espressione a primo
membro convergera a

L[ (t)dt
— e . .
2 J_ o 7
Sotto la condizione (74), tale passaggio al limite puo essere reso rigoroso e

si ottiene quindi l'identita

1ot
) =5 [ et (77)
2 J_ o

Ne segue anche che f(y) ¢ necessariamente continua e limitata. Come gia
citato, abbiamo inizialmente assunto che comunque la F' ammetta una funzione
di densita. Per giungere alle precedenti conclusioni, tale assunzione non sarebbe
effetivamente necessaria.

Un’ulteriore aspetto fondamentale del metodo della funzione caratteristica
risiede nel legame che sussiste fra le derivate successive, calcolate nell’origine,
della ¢(t) e 1 momenti di diverso ordine della distribuzione F'(x).

Per i nostri scopi, consideriamo quanto segue.

Le derivate prima e seconda di ¢(t) sono rispettivamente definite dalle re-
lazioni

+oo +oo
o' (t) d / cos(t - x)dF(z) + z% / sin(t - z)dF(z),

Cdt ) oo

d2 +oo d? +oo
o'(t) = 7o) / cos(t - x)dF(x) + z@ / sin(t - x)dF (z).

— 00 — 00

Cioe

+o0 too
o(t) =— / xsin(t - x)dF (z) + z/ zcos(t - x)dF (z),

— 00 — 0o

+oo —+oo
o'(t) = —/ x? cos(t - x)dF (z) — z/ z? sin(t - z)dF ().
— 00 —0o0
Vediamo dunque che, in ¢ = 0, tale derivate esistono finite se e solo se
rispettivamente risulta

E(X|) < 400, B(X?) < +o0,
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ed, in tal caso, si ha

¢'(0) = iE(X),¢"(0) = ~E(X?). (78)

Consideriamo ora il caso di una variabile aleatoria X con valore atteso nullo
e varianza finita 02. In base alla formula di Tailor, e tenendo conto di (78)

potremo scrivere:

ox()=1- T 4 u() (79)

dove

Y(t)
lim == = 0. (80)
Raccogliendo tutti questi risultati, segue direttamente la seguente linea di
dimostrazione del Teorema di Lindberg-Lévy, gia enunciato nel Paragrafo 5 del
Capitolo 3.
Consideramo allora n variabili aleatorie X7, ..., X,, indipendenti, identica-
mente distribuite con comune funzione caratteristica ¢x (t), valore atteso u e

varianza o2 e guardiamo alle variabili standardizzate Z,, M

Dobbiamo dimostrare che la distribuzione di probabilita di Z converge de-
bolmente alla distribuzione gaussiana standard.

Senza alcuna perdita di generalita, possiamo assumere che sia g = 0. Se cosi
non fosse, infatti, basterebbe considerare le nuove variabili centrate X, X3, ...
definite da XJ’» = X, — u, applicare a queste il risultato e poi tornare alle X;.

Combinando la (79) con la (71) del primo paragrafo, otteniamo

oz, (1) = [1—2(’“) +w<tﬁ>]n:

no

SRt

In virtt del Teorema 3.3, e ricordando che la funzione caratteristica della
distribuzione gaussiana standard ¢ data da exp{—%t2}, la dimostrazione del
teorema si riduce alla verifica che la successione {¢z, (t)} converge puntual-
mente alla funzione exp{—3¢?}, per ogni t € R.

Cio si puo dimostrare rigorosamente in virtu del fatto che, per la (80), si ha

lim n- w( tvin

n—oo

)=
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5.4 Proprieta di stabilita rispetto alla somma

Ci si puo domandare quale speciale caratteristica della distribuzione gaussiana
standard possa spiegarne il particolare ruolo nella teoria delle somme di variabili
aleatorie indipendenti, identicamente distribuite. A tale domanda, si puo dare
risposta cominciando ad osservare quanto segue.

Siano Z’, Z" due variabili aleatorie indipendenti con distribuzione N (0, 02).
Sappiamo che per esse vale la condizione Z’ + Z" ~ N (O, 202), cioe

7'+ 72" L 7\/2.

Come gia visto, questa relazione si traduce, in termini della funzione carat-

teristica, nella forma
oz O] = ¢z (tv2).

Sia ora F' una qualunque distribuzione di probabilita di valore atteso 0 e var-
ianza finita 02, e sia X1, Xo, ...una successione di variabili i.i.d con distribuzione
F'. Ponendo

Xn
Y, ="n

o
1 2n Xn
7 n n

XQnZﬁZ Xj?Yin: ; \/57
j=n+1
possiamo scrivere

Supponiamo ora che G sia una distribuzione di probabilita (di valore atteso
0) tale che la distribuzione di probabilita della variabile Y;, converga a G al
divergere di n. Indichiamo con ~ la funzione caratteristica di G e con ¢’',9” due
variabili indipendenti con distribuzione G.

Facendo divergere n vediamo quindi dalla (81) che, siccome le distribuzioni
di Ys,,,Y, e YJ convergono tutte a quella di ¢ e ¢/, si deve avere

19/+’L9”gl9/\@,

o equivalentemente, in termini della funzione caratteristica -,
2
b @F =7 (v2). (82)

Si puo dimostrare che le distribuzioni gaussiane N (0,02) sono le uniche
distribuzioni di probabilita per cui possano valere tali proprieta; in partico-
lare v (t) = exp{—(’;tQ} sono le uniche funzioni caratteristiche per cui possa
valere la relazione (82). E quindi la distribuzione gaussiana standard ¢ l'unica
distribuzione che puo presentarsi come limite delle distribuzioni delle medie ar-
itmetiche standardizzate di variabili i.i.d..

Il Teorema di Lindberg-Lévy di fatto dimostra che una tale convergenza effet-
tivamente sussiste, qualunque sia la distribuzione F' delle variabili di partenza,
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purché dotata di varianza finita. Notiamo a questo proposito che la condizione
di varianza finita & essenziale per poter parlare di variabili standardizzate.

Per a > 0, possiamo , piu in generale, considerare una condizione del tipo
V49 La (83)

essendo ancora 9,9 due variabili indipendenti con uguale distribuzione G (di
valore atteso nullo). In termini della funzione caratteristica (83) equivale a

[p()) = a- (). (84)

Ci possiamo domandare

i) esistono altre distribuzioni, oltre alle A/ (0,02), per cui possa valere la
relazione (83)?

ii) in caso affermativo, quali possono essere i valori della costante a?

Le distribuzioni di probabilita che soddisfano la relazione (83) vengono dette
distribuzioni stabili (rispetto alla somma).

La risposta alla prima domanda, cioé se possano esistere altre distribuzioni
stabili oltre alle gaussiane di media nulla, & effettivamente affermativa e lo di-
mostreremo subito con un esempio.

Anche alla seconda domanda si pud dare una risposta chiara, che successiva-
mente citeremo. Notiamo comunque che deve necessariamente valere a = v/2,
se si richiede che le variabili in gioco abbiano varianza finita. Possiamo conclud-
ere affermando che le distribuzioni N/ (0, 02) sono le uniche stabili con varianza
finita.

Tutte le altre distribuzioni stabili hanno necessariamente varianza infinita.
Quella mostrata nel prossimo esempio neanche ammette valore atteso.

Esempio 4.1

Nel precedente Paragrafo 2 si era visto, relativamente alla funzione caratter-
istica della distribuzione esponenziale bilatera, che risulta, per ogni ¢t € R,

1
7/exp{i~t~m}-exp{—|x\}dm=
2 Jr

14t2°

e quindi anche, ricordando la formula (77),

1 I 1
- _ - = —ity |
exp{~lyl} 2W/m et

Eseguendo il cambiamento di variabile v = —t dentro I'integrale nel membro
a sinistra e tenuto conto che ﬁ ¢ una funzione pari, tale identita puo essere
riscritta nella forma

tee 11
[m ey — mdv = exp{—|v|},v € R.
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Ricordiamo ora che la funzione % . # altro non é che la densita di proba-

bilita della distribuzione di Cauchy. Ed abbiamo cosi verificato che la funzione
caratteristica di tale distribuzione ¢ data da

@ (t) = exp{—|t]}.

La distribuzione di Cauchy & dunque una distribuzione stabile, in quanto la
(84) risulta verificata con a = 2. Piu in generale vediamo che, se X1, ..., X, sono
variabili i.i.d. con distribuzione di Cauchy, allora anche la loro media aritmetica
X, segue la stessa distribuzione!

Tale conclusione ci pud apparire paradossale, e comunque anti-intuitiva. In
particolare non potra valere, per successioni di variabili di Cauchy indipendenti,
una legge dei grandi numeri, in quanto non si ha alcun tipo di convergenza delle
medie aritmetiche verso una variabile degenere. Cid & coerente con la seguente
circostanza:

come si ¢ detto- e come messo in evidenza dal fatto che la funzione exp{—|t|}
non ¢ derivabile in ¢t = 0- la distribuzione di Cauchy non ammette valore atteso
(e la sua varianza ¢ uguale a +00).

Che cio possa apparire anti-intuitivo ¢ dovuto al fatto che possiamo essere
abituati a tarare il nostro ragionamento probabilistico sui casi incui esistono i
valori attesi e si abbiano varianze finite.

Le distribuzioni in cui cido non accade sono dette a coda pesante e sono tali
che, all’aumentare del numero delle osservazioni, aumenta la probabilita che si
presenti un’osservazione di valore cosi grande (in modulo) da assumere un peso
predominante rispetto alla media aritmetica di tutte le osservazioni precedenti.

Tali distribuzioni non vanno considerate come patologiche; esse hanno ac-
quisito, negli ultimi due/tre decenni, un ruolo sempre piu rilevante nello studio
di nuovi fenomeni quali ’analisi di dati nei mercati finanziari e il traffico di files
su reti complesse.

Possiamo ora rispondere anche alla domanda ii) che ¢’eravamo precedente-
mente posti: si dimostra (si vedano ad esempio i testi indicati nella precedente
nota) che esistono oo! distribuzioni stabili. Ognuna di esse ¢ caratterizzata da
un parametro «, detto esponente caratteristico, con 0 < o < 2).

Il caso o = 2 corrisponde alle distribuzioni gaussiane (di valore atteso nullo),
il caso a = 1 corrisponde alla distribuzione di Cauchy. Il caso generale & carat-
terizzato dalla condizione che la funzione caratteristica soddisfa la (83) con
o= 2%,

Nessuna di tali distribuzioni, escludendo il caso gaussiano, puo avere varianza
finita e la caratteristica di code pesanti aumenta al diminuire di a.
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6 Processi di Poisson e alcune loro proprieta

In questo capitolo verranno studiate le nozioni basilari circa i Processt di Pois-
son omogenei; ne vedremo la definizione, la legge del processo, la proprieta di
statistica ordinata. Da questi argomenti, emergeranno in modo naturale i legami
con le distribuzioni di Poisson, esponenziali, gamma, e beta. Faremo anche un
brevissimo accenno ai processi di Poisson non omogenei. 1l lettore avra gia
una certa familiaritd con processi aleatori a tempo discreto, quali le catene di
Markov a tempo discreto. Il Processo di Poisson fornisce invece un primo esem-
pio di processo aleatorio a tempo continuo, anzi, piu in particolare, di catena di
Markov a tempo continuo. Tale nozione ¢é, inoltre, di fondamentale interesse in
quanto costituisce un caso particolare e notevolissimo di processo di conteggio
e di processo di rinnovo. 1 processi di Poisson mostrano una struttura molto
semplice e godono al tempo stesso di proprietd cosi notevoli da dar luogo al
modello idealizzato di processo di conteggio e di processo di rinnovo. Altre loro
proprieta, che verranno qui tralasciate ma che sono comunque assai interessanti,
fanno dei processi di Poisson una base fondamentale per lo studio di diversi as-
petti di carattere sia teorico che applicativo nei campi della probabilita e dei
processi aleatori.

6.1 Definizione e proprieta fondamentali di Processo di
Poisson omogeneo

Un processo di Poisson € innanzitutto un particolare processo di conteggio. Per
poter definire che cosa sia un processo di Poisson ¢ dunque necessario tener
presente che cosa si intenda per processo di conteggio. Limitandoci ad una de-
scrizione in termini schematici e semplificativi, si puo richiamare quanto segue.
Pensiamo ad un fenomeno che si presenti ripetutamente al trascorrere del tempo
con ripetizioni che avvengono ad istanti aleatori ed imprevedibili (cioé non pre-
cedute da segnali premonitori). Immediati e naturali esempi di tale schema
sono i seguenti: arrivo di telefonate al centralino telefonico di un grande al-
bergo, emissione di particelle da parte di un materiale radioattivo, denuncie di
sinistri ad una compagnia di assicurazione, etc...

Parleremo in particolare di processi di conteggio semplici, cioe tali da es-
cludere, in pratica, la possibilita di due arrivi contemporaneamente.

Sulla retta reale fissiamo ora un unita di misura, intesa come 'appropriata
unita di tempo per 'analisi del fenomeno in questione (un minuto, un milli-
secondo, un giorno lavorativo, etc) e fissiamo un origine temporale, a partire
dalla quale si cominciano a contare le ripetizioni del fenomeno. Per ogni t > 0,
indichamo con N; la variabile aleatoria che indica il numero degli arrivi (cioé
delle volte in cui si ¢ ripetuto il fenomeno) nellintervallo di tempo [0,¢]. La
collezione ordinata delle variabili aleatorie {NV; };>¢ & detta processo di conteggio.

Un processo di conteggio costituisce un semplice esempio di processo aleato-
rio. In termini ancora semplificativi, possiamo dire che ci troviamo di fronte
ad un processo aleatorio ogni volta che consideriamo una funzione aleatoria di
una variabile temporale. Nel caso di processi di conteggio la funzione del tempo
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{N¢}1>0 & una funzione a gradini, con salti unitari che si presentano ad istanti
aleatori; ciascun salto si ha in corrispondenza all’istante in cui avviene una ripe-
tizione, o un arrivo, del fenomeno studiato. Gli istanti di arrivo sono dunque
aleatori.

Nello studio di un processo di conteggio ¢ quindi naturale considerare due
successioni di variabili aleatorie {T1,T5,...} e {X1,Xs,...}: T1, T3, ... indicano
gli istanti di arrivo, mentre Xi, Xo,... indicano i cosidetti intertempi o tempi
di interarrivo, cioé le lunghezze degli intervalli temporali fra un arrivo ed il
successivo. Potremo scrivere, pitl precisamente, le seguenti relazioni fra tali
variabili aleatorie:

N, =sup{n € N|T}, < t},

oppure

o0
N; = Z L, <4y, (85)
n=1

X1 = Tl,XQ = TQ — Tl, ,Xn = Tn — Tnfl,
Ty =X, Ty = X1+ Xo,... Tn = > _ X (86)
k=1

Notiamo inoltre che risulta
{N; <n} ={T, >t} (87)

e che T, indica l'istante in cui & occorso 'ultimo arrivo precedente all’istante
t.

La legge di un processo di conteggio semplice & determinata dalla specifi-
cazione delle distribuzioni congiunte dei vettori aleatori

(Tl,TQ, ,Tn) ,n = 2,3,

oppure
(Xl,XQ, ,Xn) ,n = 2,3,

Speciali casi di processi di conteggio sono i processi di rinnovo.

Questi sono definiti dalla condizione che X7, X5, ...X,,, ... sia una successione
di variabili aleatorie indipendenti, identicamente distribuite, con distribuzione
assegnata F'.

I processi di Poisson, a loro volta, sono dei processi di rinnovo assai speciali:
gli intertempi X1, Xo,...X,,, ... seguono una distribuzione esponenziale. Vedremo
qui di seguito che tale condizione implica delle proprieta notevolissime.

Consideriamo dunque un processo di conteggio {N;};>¢ in cui gli intertempi
X1, Xs5,...X,, ...sono variabili aleatorie indipendenti, identicamente distribuite,
con distribuzione &€ (u).
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Diremo che {N;};>¢ & un processo di Poisson (omogeneo) di inten-
sita p.

Innanzitutto vogliamo ricavare, per ¢ > 0 fissato, la distribuzione di proba-
bilita della variabile aleatoria discreta IV;.

A tale scopo risultera utile calcolare la probabilita condizionata

P{Nt+At =N + 1‘Nt = n,Tl = tl, ...,Tn = tn}.

Dobbiamo notare che, nonostante Uevento {N; = n,Ty = t1,...T, = t,},
rispetto a cui si sta condizionando, sia un evento di probabilita nulla, possi-
amo ugualmente dare a tale probabilita condizionata un significato rigoroso, in
quanto possiamo anche scrivere

P{Nt+At =n+ I‘Nt = ’I’L,Tl = tl, aTn = tn} =

P{Tn+1 S t + At,Tn+2 > t + At|Tn+1 > t7T1 = tl, ,Tn = tn}, (88)

e a quest’ultima espressione puo essere attribuito un signicato basato sul fatto
che le variabili aleatorie 11,75, ..., T, ammettono una funzione di densita con-
giunta: per ognin =1,2,...,

P{T7L+1 <t+ At7T7L+2 > t| + Atjjn-‘rl > t7T1 =1, ~-~7Tn = tn} =

[eS) A
J;:,-At :+ thl...TnJrg(tla atna§7n)d£dn
S s (fr st €)dE

Tenendo conto della speciale condizione X,, ~ & (u) ed in virta della propri-
eta di mancanza di memoria delle distribuzioni esponenziali, si ha la seguente

Proposizione 5.1

Per 0 < t; <ty < ... <t, <t, risulta

P{Nt+At =n+ lth = ’I’L,Tl = t17 ;Tn = tn} o P{Nt+At =n—+ I‘Nt = ’I’L} —u

li li
At At At At
(89)
inoltre
P{N, 11Ty =t1,....T, = tn, . P{N, 17, =t,
lim {Nigar >n+ 1Ty 1y oo }:hm {Nisar >n+1| }:O.
At—0 At At—0 At
(90)
Dimostrazione
Notiamo che, in termini delle variabili X1, Xs,...X,,, ..., la probabilita con-
dizionata

P{T1 <t + A6 Thqe >t + ATy > 8,11 = ty,.., T, = th},

in (88) puo essere riscritta come
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P{Xn+1 S t—t, + At)Xn+2 > At|AXv1 = tl, ,Xn =tn — tn—l)Xn—O—l >t — tn}

Tenendo conto dell’ipotesi che X7, Xs, ... X,, sono i.i.d. « £ (), tale probabilita
condizionata & uguale a

(1 — exp{—pAt}) exp{—pAt}.

Inoltre
P{Nt-‘,-At >n+ 1|T1 = tl, ,Tn = tn} =

= P{Xn—i-l < t_tn+At7Xn+2 < At‘Xl =11y, Xy = tn_tn—laXn+1 > t_tn} =

(1 — exp{—pAt})?.

Dalle quali uguaglianze segue la tesi.

Poniamo ora
pr(t) = P{N; =k}, k=1,2,..

A partire dalle (90) e (89), ricaveremo per le pj (t) un sistema di equazioni
differenziali (ordinarie, lineari, del primo ordine) la cui soluzione permettera di
ottenere la distribuzione di N; per ogni t > 0 fissato.

Notiamo inizialmente che, essendo

Ty =X, X0~ E(p),
possiamo scrivere, ricordando 1’osservazione in (87),
po (t) = P{Ty >t} = exp{—put},Vt > 0. (91)
Per un fissato n > 0, scriveremo invece, utilizzando la formula delle proba-
bilita totali,

o (t4+ AL = pp () P{Nryar = n|Ny = k} =
k=0

Pr—1 (t) pAL + pr (t) (1 — pAt) + 0 (At).

Possiamo quindi ottenere I’equazione differenziale

%pn (t) = HPn-1 (t) — UPn (t) :

Imponendo la condizione iniziale
Pn (O) = 07
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otteniamo un sistema che sappiamo ammettere una ed una sola soluzione.
Risolvendo ricorsivamente per n = 1,2, ..., si dimostra facilmente che tale
soluzione ¢é data da ()"
ut
T (92)

pn (t) = exp{—pt}
Possiamo concludere dunque che

Vogliamo ora ottenere la legge congiunta del processo a piu istanti: per ogni
scelta di un naturale m, di m istanti

0<t; <...<tm

e di m valori

k1 <...<kpn,

vogliamo ricavare la probabilitd congiunta
P{Ntl = k]_, ...,Ntm = km},

in altre parole, vogliamo ricavare la distribuzione congiunta delle variabili aleato-
rie
Niyyeooy Ny,

A tale proposito osserviamo che, come conseguenza della definizione di processo
di Poisson e della proprieta di mancanza di memoria delle distribuzioni espo-
nenziali, si ha che il comportamento probabilistico del processo {N;};>¢ in un
intervallo [s, s 4 t] non dipende dal comportamento del processo nel precedente
intervallo [0, s] ed & uguale al comportamento del processo nell’intervallo [0, ¢];
piu formalmente possiamo dire

Ny U(Ns—i—t - Ns) ; (93)

(Ns4t = No) ~ P (ut) . (94)

Possiamo scrivere ora, per la legge delle probabilita composte,
P{Ny, =ki,....; N, = kp,} =

= P{N,, = k1 }P{Ny, = ko| Ny, = k1} - .. P{Ny, = km|Ny,,_, = km_1} =

= P{Nt1 = kl}P{Nt2 — Nt1 = kg —_ kl} e P{Ntm _ ]\Qm_1 — an _ km—l —_
[/’Ltl]kl [N (t2 - ﬁl)}kz_kl [/’1/ (tm _ tm71>]k7rz_kvn—1
—pt —pt2 — t e eXD{ 1 (tn — o
exp{—pt1} oy exp{—p (t2 —t1)} (es — k) exp{—pu ( )} (o —
tk?l to — ¢ ka—k1 i (i =t km—km—1
exp{_ﬂtm}'ukm 1 (2 1) ( y 1)

Ter! (kg — k1)l o - (B — Ko—1)!
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Per quanto riguarda i tempi di arrivo possiamo immediatamente ottenere,
in base al Corollario 4.2 del Capitolo 3, che la variabile aleatoria T, segue una
distribuzione G (n, p).

Possiamo riottenere dunque ’espressione (41) per la funzione di distribuzione
di G (n, ) combinando insieme le formule (85), (91), (92).

6.2 Statistiche ordinate di variabili i.i.d. e partizioni ca-
suali di intervalli

Nel corso del secondo capitolo avevamo osservato che la distribuzione congiunta
di n variabili aleatorie ¢ uniforme sul cubo unitario

™ = {x = (21,...,2,) [0 < z; <1}

se e soltanto se esse sono indipendenti idendicamente distribuite con distribuzione
uniforme su R0, 1].
Pitt in generale poniamo, per t > 0,

an) ={x= (21, . 2p) [0 < z; <t}

e osserviamo che la distribuzione congiunta di n variabili aleatorie ¢ uniforme
n . . . . . . . .

su F,E ) se e soltanto se esse sono indipendenti e identicamente distribuite con

distribuzione uniforme R[0,?].

Indichiamo ora con Agn) e Ain) le regioni

A = {x eT{V|a1 <22 <o),

A = x e ij <t}
j=1
Osservazione 2.1
La trasformazione 7 : AE") — Aﬁn) definita dalle relazioni

T = tl
T2 =t—t (95)
Tn =tp —th

stabilisce una corrispondenza biunivoca fra i punti delle regioni Ag") e Ag") e
risulta

(t1y o tn) € A & (21, . 2) € A, (96)
Osservazione 2.2
Per una generica permutazione 7 = (7 (1), ...,7 (n)) di {1, ..., n}, indichiamo

con ¢y : T — T la trasformazione definita dalla relazione

Or (X) — (a:,rm, ...,xmn)) )
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Per brevita, in quanto segue, omettiamo gli apici (n) fintanto che si possa
escludere la possibilita di equivoci. Poniamo inoltre

A= G (At)

ed indichiamo con A, (B) il volume (misura di Peano-Jordan o di Lebesgue)
nello spazio n-dimensionale di un dominio (misurabile) B C R™. ¢, & una
trasformazione biunivoca ed ovviamente risulta

>\n (Ft - t Ft UAt T

An (At ) = A (M) s Ay (At e N At ) =0, per o £ 7.
Ne segue .
A (8) = A (Agr) = =
Inoltre, essendo uguale ad 1 il determinante jacobiano della trasformazione
7 in (95), vediamo anche che

M (A)) = A (A) = g

In quanto segue ci proponiamo di illustrare il significato di n-uple di variabili
aleatorie aventi distribuzioni congiunte U,, (A¢) e Uy, (A), uniformi su Ay e Ay
rispettivamente.

Sia Y un vettore di variabili aleatorie reali Y7, ...,Y,,. Con il termine statis-
tiche d’ordine (o ordinate) si indicano le n variabili

Yy, ¥
ottenute riordinando Y7, ..., Y, in senso crescente; percio, in particolare

Yo = mln Y“Y(n) = max X;.

1<i<n

Proposizione 2.1 Se Y7, ..., Y,, sono indipendenti identicamente distribuite
con distribuzione uniforme R [0, ¢], allora

(Vi Vi) ~ U (A1)

Dimostrazione
Osserviamo che, siccome P{(Y7,...,Y,) € I} = 1, risulta

P{(y.(l)7’y.(n)) c At} - 1

Inoltre, per ogni B C A; misurabile,

P{(Y),-.., Vi) € B} =P{(¥1,..., Y, GU% )}
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D’altra parte risulta

e dunque, essendo

Y1,..,Y,) ~U, (T) e A,

P{(Y1,... Ya) € | Jo= (B)} =

Si puo allora concludere

P{(Yi1y, -, Yin)) € B} = nlA, (B) =

(Ft):tnv
n!

—\, (B).
" (B)

Diremo che Y{y), ..., ¥(5) costituiscono una partizione casuale dell'intervallo

[0,1).

Prima di proseguire vogliamo ricavare, per h

=1,2,...,n, la funzione di den-

sita marginale unidimensionale fy,,, della variabile aleatoria ¥{;). Per ottenere
tale funzione di densita potremmo ricorrere alla applicazione della formula che
in generale esprime una densitd marginale in termini della congiunta, che in tal

caso risulta dunque data da

n!
fY(_) (y17 7yn) = ?1At (yla 7yn) .
n

E’ utile perd qui ragionare in modo sintetico, tenendo presente il significato

probabilistico di fy,,:

lim
Ay—0

fY(h,) (y) =

Tenendo conto del fatto che le variabili originarie Y7, ...

P{y <Yy <y+Ay}
Ay )

(97)

,'Y,, sono stocasticamente

indipendenti (e uniformemente distribuite su [0,¢]) e che quindi, per 1 < i #

J=mn,

1
P{y<Yi Sy+An)N(y <Y; Sy+Ay)} = 5 (Ay)’,

possiamo scrivere, per 0 <y < ¢,

P{y <Yy <y+Ay}=

P{(Y; <y,per (h—1) indici i) N (
N(Y; >y+ Ay) per (n—h) indici j} + o (Ay)

n(

tn

n—1
h—1
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In base alla (97), possiamo dunque concludere

n! _ —h
-y

1
fyion () = tn (h— 1)l (n—h)

Oppure, ricordando la definizione di densita beta(c, 8) vista nel Capitolo 3,
Proposizione 2.2

Yin
%Nbeta(h,nchrl).

La funzione di ripartizione di Y{;) si puo, a sua volta, ottenere quale primitiva
della funzione di densita fy, . Ma, anche in questo caso, conviene ottenere il
risultato in modo sintetico, guardando direttamente al significato probabilistico:
per 0 <y <t,

Fy,,(y) = P{Y(n) <y} = P{Y; <y, per almeno h indici i} =
mn (k)y (t-y) :
k=h

Passiamo ora a considerare il vettore delle (n+ 1) variabili V1, ..., V,, definite
dalla trasformazione
V=7(Y0).
cioé:

1= YP(l)a Vo = Yv(Z) - Y—(1)7 ey Vi = Yv(n) - Yv(n—l)'

In virtu della relazione (96) e tenendo ancora conto che il determinante
jacobiano della trasformazione 7 in (95), & uguale ad 1, otteniamo
Proposizione 2.3

(Viy oo Vi) ~ U (Ay).

In altre parole, possiamo concludere che un vettore di variabili aleatorie

(V1, ..., V) ammette una distribuzione congiunta uniforme sul dominio Aﬁ”) se
e soltanto se le variabili aleatorie

Vi,Vi+ Vo, s Vi + o+ V,

danno luogo ad una partizione casuale dell’intervallo [0, ¢], cioé hanno la stessa
distribuzione congiunta del vettore delle statistiche ordinate di variabile aleatorie
i.i.d condistribizione uniforme nell’intervallo [0, ¢].
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6.3 Processi di Poisson omogenei e partizioni casuali di
intervalli

Sia X7, Xo,... una successione di variabili aleatorie non negative e siano
T1,T5, ... le relative somme parziali:

T =X1,T, = X1+ Xo, ...

Il seguente risultato riguarda, per n fissato, la distribuzione congiunta di X1, Xo, ...
condizionatamente alla conoscenza del valore assunto da 7,41, nel caso in cui
X1, Xo, ..., X,, vengano inizialmente assunte come i.i.d. esponenziali.

Proposizione 3.1

Siano X, Xo, ...indipendenti, identicamente distribuite con X; ~ E(u), u >
0. Condizionatamente a (T},+1 = t), la distribuzione condizionata di X1, X, ..., X,
¢ uniforme sull'insieme A{™.

Dimostrazione

Dobbiamo ricavare innanzitutto la densita congiunta di (X1, Xa, ..., Xpn, Trt1)-
Consideriamo allora la trasformazione V : Rﬁ“ — Riﬂ definita da

n
X1 =21,X0 =%2,..., Xpn = Tp, Xppy1 = Thpp1 — E x;.
=1

Tenendo conto che il determinante jacobiano di tale trasformazione & costante,
ed uguale ad 1, e che risulta, per ipotesi,

n
fX17...,Xn,+1 (‘Tla ceey mn-‘rl) = :un+1 exp{_:uzxj}a
j=1

otteniamo, per X = (21, ..., Tp) € Ay

fX1,-~7Xan+1 ($17 oo Ly t) = MnJrl exp{—ut}.

Ricordando inoltre che la distribuzione di T},+1 ¢ G (n + 1, ), cioé che per

t>0 o
’un

an+1 (t) = n| tn eXp{—/.Lt},

possiamo concludere, per x = (21, ..., ) € Ay,

IxXto X sy (T2 ey Ty 1)
fX1,...,Xn (1'1, "‘,'T’n|Tn+1 = t) — 1 +1 9 ey by _

an+1 (S)

n!

:ﬁ'

Consideriamo ora un processo di Poisson {N;};>0, di intensita u, e ricor-
diamo che i relativi istanti di arrivo possono essere visti come le somme parziali

n+1
Ty = X1, Ty = X1+ Xo, o, Togr = T = 3 X
j=1
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di variabili aleatorie indipendenti (gli “intertempi”)
Xla X27 cey X’na X7L+17

identicamente distribuite con X; ~ £(u). Dalla precedente proposizione possi-
amo allora ricavare il seguente

Corollario 3.2

La distribuzione condizionata di (71, ...,T3,) dato {T,,4+1 = t}, & uniforme

sull’insieme Ag").
Notiamo che, in un processo di conteggio, gli eventi
{Nt = n}, {Tn S t < Tn—'rl}

sono fra di loro equivalenti, e sono ovviamente implicati dall’evento {T;, = t}.

Fra le varie proprieta notevoli dei processi di Poisson, si ha pero che la
distribuzione condizionata di (71,...,T5) dato {N; = n} coincide con la dis-
tribuzione condizionata di (71, ..., T, ) dato {T},+1 = t}. Si ha infatti la seguente

Proposizione 3.3

La distribuzione condizionata di (11, ...,T,) dato {N; = n}, & uniforme
sull’insieme A§”).

Dimostrazione

Si tratta di dimostrare che, per ogni sottoinsieme misurabile B C Agn),
risulta

n!
]P{(Tla aTn) € B‘Nt = 7’L} = ﬁAn (B) .
A tale fine osserviamo innanzitutto che, per B C AE"), vale I'implicazione

{(T1,..,T,)) € B} = {T,, < t},

da cui

P{((T1,...,Tn) € BYN (T, <t < Tp11)} =P{((Th, ..., Tn) € B) N (Tyy1 > t)}
e dunque

P{((Th ---7Tn) € B) N (Tn+1 > t)}

P{(T1,....T,) € B|Ny =n} = P{N, = n}

Teniamo ora conto della forma della densita congiunta di (T4, ..., Ty, Trt1)

Possiamo allora scrivere

P{(Ty,....,T,) € B|N; =n} =
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exp{—pt}p" L
_ ﬂﬁwffB u L exp{—pun}dty, ...dt,dn _

tr exp{—pt}u"
Z!u” ftooluexp{—,w]} [f o [ dty, ...dtn] dn _
tr exp{—pt}tu"
! . —pn}d !
_ (B I wexp{—pn}dn _ " (B).
tn exp{—put} tr

In virtu del precedente Corollario 3.2 la Proposizione 3.3 mostra quindi che,
dato {NV; = n}, la distribuzione condizionata del vettore (T4, ..., T},) coincide con
la distribuzione congiunta delle statistiche ordinate di n variabili aleatorie i.i.d.
con distribuzione uniforme sull’intervallo [0, t]. Tale proprieta & anche conosciuta
con il nome di proprieta di statistica ordinata dei processi di Poisson.

Come immediata conseguenza delle Proposizioni 3.3 e 2.2 abbiamo
Corollario 3.4

Consideriamo ora, dato l'evento (N; = n), la distribuzione di probabilita
(unidimensionale) condizionata della variabile Ny, per 0 < s < t; vogliamo cioe,
per k =0,1,...,n, calcolare

P{N; = k|N; = n} =P{Ty < s < Tg41|Nt = n}.
Utilizzando la Formula di Bayes, si ottiene

P{N, = k|N; =n} =P{N, = k}P{Nt =n|Ns =k} _

P{Nt = n}
sk nl exp{—p(t—s)}(t — S)nik —
exp{—/is}ﬂ exp{—ut }t" (n—k)! -

BIGHGHN

Possiamo dunque concludere che la distribuzione condizionata di N, dato
(Nt = n) & una distribuzione binomiale di parametri n e p = §. Notiamo
pero che allo stesso risultato si pud anche giungere direttamente tramite un
semplice ragionamento basato sulla proprieta di statistica ordinata del processo

di Poisson.
Consideriamo ancora un processo di conteggio semplice {N; };>¢. Lasciamo
cadere l'ipotesi che sia un processo di Poisson omogeneo, cioé tale che

1_ P{Nt+At =n -+ 1|Nt = n} o
11m —
At—0 At
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Ma, mantenendo l'ipotesi che tale limite non dipenda da n, ammettiamo la
possibilita che esso risulti una funzione della variabile t: per n =0,1, ...,

. P{Nt+At:n+1|Nt:n} -
Ay Al s

Parleremo allora di processo di Poisson non omogeneo. Si pud dimostrare
ancora che la distribuzione condizionata di (71,.T5,...,T,) dato {T,4+1 = t}
coincide con la distribuzione congiunta delle statistiche ordinate di n variabili
aleatorie i.i.d. con distribuzione concentrata sull’intervallo [0,¢], ma non pia
uniforme su tale intervallo.

Ad una diversa generalizzazione della nozione di processo di Poisson si giunge
nel seguente caso: su uno stesso spazio di probabilitd viene definita una suc-
cessione di intertempi X7, Xo,... ed un’ulteriore variabile aleatoria M, con una
sua distribuzione marginale F)s; si suppone che, condizionatamente a ciascuna
ipotesi {M = pu}, Xy, Xo, ... siano indipendenti, identicamente distribuite, espo-
nenziali con X; ~ &(u), per ogni u > 0. Consideriamo poi il processo di
conteggio {N;}1>0 avente come intertempi X, Xs,.... Processi di conteggio di
tale tipo vengono detti Mixed Poisson.

A meno che F); non risulti essere una distribuzione degenere, X7, Xs, ... non
sono stocasticamente indipendenti, e {V; };>¢ non puo risultare un processo di
Poisson. Tale affermazione si spiega pensando, ad esempio, a due intervalli tem-
porali I = [0,t] e I’ = [t + §]: il numero aleatorio Ny e il numero aleatorio Ny s5—
N, -che contano quanti arrivi vi siano in I e I’ rispettivamente- non possono
essere fra loro indipendenti. Ciononostante, anche per il processo { Ny }>¢ si pud
sostanzialmente estendere la dimostrazione della Proposizione 3.3 e, come con-
seguenza diretta, si ha che i processi Mixed Poisson condividono con i processi
di Poisson omogenei e non omogenei e la proprieta di Markovianita. Possiamo
qui formulare tale proprieta come segue: la distribuzione condizionata della
variabile Ny;s dato (N; = n) coincide con la distribuzione condizionata di Niys
data un’informazione del tipo

(Nt = TL;T1 = tl, ,Tn = tn) s

cioé data I'informazione completa circa 1’evoluzione del processo fino al tempo
t. Dopo aver osservato il processo dal tempo 0 al tempo ¢, &€ dunque soltanto il
valore N; quello che va registrato nella previsione dell’evoluzione futura, da ¢ in
poi.

Processi di conteggio di Poisson omogenei, non omogenei e Mixed Poisson
intervengono ricorrentemente in numerose problematiche della probabilita ap-
plicata.
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