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I. RICHIAMI DI TOPOLOGIA GENERALE

1.1 Notazioni
I-simbolin_, e ~~ denotano rispettivamentérl'unione e 1la
intersezione di insiemi; P(X) denota 3'insieme delle parti o

sottoinsiemi dell'insieme X; se é?ti P(X)
e ;i A& erx

denotanq ;’Qnione é rispettivamente 1l'intersezione dei sottoin-
sieml di X mppartenenti ad E .
I1 sinbolo @ denota 1'insieme vuoto.
. Una funzione f dell'insieme xl sull'’insieme Xz & una cor-

rispondenza che associa ad ogni xg£ X, un elemento f(x) E—){z; 1o

1

insiéme
£(A) -/f(x) i xeAf
¢ 1"immegine del sottoinsleme A di X;; 1'insieme

£ 1(p) [ xex st e B f

¢ la controimmagine del sottoinsieme B di Xz.

VLS
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- La funzione f @ iniettiva se £(x)=f(y) & x=y; Surgettiva

- - T .’-‘.

f(xl) - xz' | : _- . .
I1 simbolo x§1 denota l'iﬁsieme_di tutté lé funzioni di )[1
xz.

Per ogni of/€ A (insieme di indici) sia assegnato un insie-

X-‘ ; 1'insiéme prod'dtto

q,!é'!k X

Y

ver definizione il sottoinsume di (-(eA ]L‘ ) Cﬂ.stit-\..litt‘).‘ dal

funzioni f percui f(d]é](_ » € A,

La Hoiezione_pﬂ di- Lx‘ in I}‘ s [PEA, 2 aefinita da

oe A o

Pal) - £(a) , f¢€ T x, .

11 prodotto di una famlglm numerabile d1 insiemi Xl, 20°°

denota nnche con il simbolo: -

X; X X% .. _;']T' X.

| supi elementi: (xl-,xz,...); xie xi.

—a T o w— e —— ———
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Un insieme X munito .del}a relazione binariaz aZb & parzial-

mente ordinato se

1. Vaex. ac<a.
2. 8<b, b<a = a =b.

3. m<b, b<c P ac<ec.

Esempio: Sia Y un insieme qualunque; P(Y) munito della relazio-
ne “inclusione" & parzialmente ordinato.
Sia X parzialmente ordinato con la relazione < ; L €ex e _

massimale se e <3, BEX wp a=a .
" Un insieme parzialmente ordinato 2 diretto se Va,bﬁ-)ﬁ,
3 c€X tale che

'a <c, b<c .. °

Un insieme parziaslmente ordinato 2 linearmente ordinato se

¥ a,bex

a< b oi:pure b<a .



1.4

ffitiamo due forme equivalenti del postulato delle scelte

lella teoria degli insiemi:

l. Sia A¢P un insieme di indici e V;(EA sia X, un insieme -

non vuoto; allora

. Sia X un insieme parzialmente ordinato.

Esiste L € X linearmente ordinato massimale.

Tale postulato permette di superare i limiti del ‘metodo
i induzione finita; ne faremo uso nella forma seguente, faci-

e conseguenza di 2.:

Lemma. di Zorn) Sia X un insieme parzialmente ordinato tale

he ogni sottoinsieme linearmente ordinato LC. X ammette un ele

L i

:nto maggiorante X,  in X (ciod VxeL, x<x,). Allora X pos
iede un elemento massimale. )

.3 Spazi topologici

Sia X un insieme. Una topologia o struttura topologica 125
i X consiste nella nssegnazione di una femiglis 1bl di sotto~

nsiemi di X, 'L{,_C P(X), tale che valgano le proprietd seguenti:

-
Foam oy mrmn mm i e ———

i —— e im a m—— e
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1. ¢.x_€lu. ‘
2. el = vg e'b(,,

s.u, u,eU 3 v, € Y.

61i insiemi di U= U (L) sono dettigli mperti delia to-

pologia z . In parole: unioni arbitrarie di aperti sono eper-
ti; intersezioni finite di aperti sono aperti.

La coppia [X.t) & uno spazio topologico.

A
- <L

4 ' g
Se Z ’ 2’ sono topologie su X diremo che 2— & pin debo-
" f : /
le di Z scrivendo Z‘i Z‘: se u[z) < Z(Q/Con tale relazio-~

mne, le topologie su X formano un insieme parzialmente ordinato

-

" Top(X).

. 1-:‘_

La topologia banale ‘k: [ defini_ta dagli aperti (Pcﬁ,x_j;
e la topologia discreta Zd & definita dalla famiglia di aper
ti PO; se £ € Topin, e & <€ <&,

Se £ 2 un insieme di topol‘ogie su X, 1la famiglia
7 u(?{)-di sottoinsiemi di X soddisfa 1., 2.,.3. e definisce
?er.unu topologia su X denotata inf 'g_ . K

Se é' C P(X) & una famiglia arbitraria di insiemi,

inf {fé Top(X) /&’C %(Z)} | .



la pid debole delle topologie per cui gli___;_insiemi di£ -50-
D ap;srti.' ' | ) _

Sia (X,Z) uno spazio topologico. Un sottoi;lsiemé @ di
erti per Y & una i:_ﬁg_s_. se t;gni aperte & unione di una fami-

da di el'ementi di @ .

"Un sottoinsieme E di aperti per ¥ & una subbase se 1e

tersezioni finite di elemeati di & formano una base di aper

perz'.

Se X 2 un insieme arbitrario ed ("’C P(X), la pid debole
lle topologié per cui gli insiemi di é sono aperti & 1‘'uni

topologia per cui 5 ¢ una subbase di ai)erti.

Una ‘topuldgia ¢ detta a8 base numerabile se esiste una ba-l
.numerabile di apertié ¢ equivalente che esista ;ma subbas;
erabile, o

La topologia abituale di R™ 2 a base numerabile ed 2 de-;
ita indifferentemente dalla base 51' tutti-.i parallelepi-
Lodi aperti con vertici a coox;di;zate raziénali{._{é ]Rn/ai <
4< b1§ H o dalls bpbbase: tutte le sfe;e aperte.

Se (x,,?-') 2 ﬁno spazio topologico e E < X,

'{uhn /'ue’b(,('Z’)j C P

—_ ——

PP

1 em e = ke oA s
]
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"definisce la topologia indotta .T.E su EJ-(E, fﬁ)eun sotto_sEa-—
zio di (X,2 ). "
Un intorno di x€X & unaperto contenente x. Una fapiplia \

di intorni di x forma una base di intorni di x se ogni intorno

di x contiene un intorno della famiglia.
Lo spazio topologico (X, 5) 2 detto di Hausdorff se ogni
coppia di punti x,,x, distinti di X ammette intorni disgiunti:
Auu,eUL) , xed, , %,e Uy, U AU, = .

Sia (X,%¥) uno spazio topologico; gli insiemi chiusi del-

1a topologia t sono per definizioni i compleméntnri degli in
siemi aperti: 3_(2) = {CU /U € U(Z)} .
Gli assiomi che definiscono una topologia in termini di

insieni aperti U (%) sono evidentemente equivalenti &i seguen

ti assiomi per :4 (Z):

1. e, x €k ‘
2. Y& $B) = ~YG e IE).
3. RLF M) R UF, e3&).

' e 3
Se M X la chiusura M di M nella topologia ¥ & 1'in-

tersezione dei chiusi contenenti M; quindi MC el pid picco-
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lo chiuso di ‘Z contenente M. C)ﬁ“ ¢ i1 pin grandé_;pert-o.
1i é’ disgiunto da M. Segue che x¢& -M—“ se e solo se _.'ogni in-
Eorno di x interseca M. : o e
r oy’ . C e
.-Notare che se t, & Top(X) le proprietd seguenti sono

rquivalenti tra loro:

Y <t
R 7 P }(z}
. V MC X, M"’DM !

‘g;'Vx € X, ogni Q—Lntorno di x contiene un Z-—mtorno di x.

Quandé non vi sard possibilitd di equivoco su quale -sari
3 topologia 2’ in questione, scriveremo X, @(,' Y .—;I-pér uno -
razio topolo_gico X, le famiglie di aperti e di chiusi e 1la chiu
ira di M C X definite dalla topologia ‘X .

L'insiemeIM & denso se M = X. |

L'interno M di un insieme M & 1'unione degli apérfi r..onte:-.

. ’ o B .

iti in M; M & il pid grande aperto contenuto in M e -
[ —_— -
CM=CM .,

La frontiera di M 2 1'insieme differenza .
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" Le seguenti proprietd di un sovtouinsieme MCX gono eviden

., temente equivalenti:

L]
—

(i) M =@ (1a chiusura & priva di punti interni);
(ii) G 2 denso;

(iii) # = Froatiera di M.

Se I soddisfa talil coadizliuni @ detto faro; uno spezio Lo

vologico & detto di I® ceteporia se @ 1'unione di una femigiia

numerabile di sottoinsiemi rawri.

Ua u:..0 spazio di Hauscoyrif ogni punto & un sottoinsieaz
chiuso.

Une successione genﬁralizzatu ¢ definita da un insieme di
indici A parzialmente orcinaco direcvo ¢ da una applicaziones
';:(‘:A—;-.:‘;._; G X di A in X.

8i dice che '&r X /el & A; & couivergente se esiste x G4
tale che, per ogni'intorno W aix, vsisce q{ye: A con 1s pre-
prietd: X. ¢ uér se es/> el sistriverd in tal caso If‘lé-pl ey
e si dira‘i.che .{ %, /r—-:"e Af convergé ud X, ed x & limite di

4 A
f X, e AJ .
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S5e X & uno spazio-di Hausdorff, ogni successmne convergen\
te ha un limite unico. Se x=11m z& & xe‘{ X /o/€ Aj . Sia
MC X un insieme e x € M; per ogni intorno W di x esiste
x, € W~ M. L'insi.-é:;w degli intorni di x munito della relazio-

ne W W' 'se WO W' & parzialmente ordinato diretto e .
X = 1;m X,
Ogni punto di M & limite di una successione generalizzata

di elementi -di M. Limitandosi & successioni ordinarie e conver

genti si otterebbe la chiusura per successioni di M. Lea chiusu

ra per successioni coincide con 1la chiusura se ogni punto di X
ammette una base numerabile di intorni.

Si dird che x & un punto limite di {x,tl xeE A} se per

ogni intorno W di x ed egni of € A, ﬂﬂfwé A, f-\:’w‘»-t “tale
che 3;‘,"6 'H L'insieme deit punti limite di una Successione gen.
¢ chiuso.

Sia {xm /] &X€ A} una successione gen., B un insienme
parzialmente ordinato diretto ed f una fun‘ziong di B in A tale

W
che

L Ween, 3/.’-“” £ o, D B>,
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Dlreno che ‘{%{ﬂ) / Be BJ & una sottosuccessione ,genera-
n ta ai AJ o
zzata {.{ / »’¢
‘S§ia x un punto limite della successione { X, Ms Aj
‘méllo 'spazio topologico X, e H(X) una base di intorni di x. Sia

B 1'insieme A X W00 ; munito della rel_aiione

(W D> W M) se DX, NCE W

B e parzialnente mrd.inatn diretto. Per o;ni/-‘ = (o .ﬁjf B sia

‘,ﬂ(i)é‘ A tale che £(4. )a-:, Xpny€ - Allora{ﬂd)/ﬂc Bj ?

nna sottosucce551one gen convergenete ad x.

Dunque: una successione gen. in una spazio topologico am-

‘mette sottosuccessioni gen. convergenti se e solo se 1'insieme

. r

dei suoi punti limité ¢ non vuoto.

" Attenzione. Se nessun punto di X ammette una base numera

bile di intorni, pud accadere che‘{ xn;nG_N} sia densa in X

‘ma nessuna sottosuccessione ordinaria & convergente.

2.4 Funzioni continue; Topologie deboli e prodotto.

Siano (xl,"fl) ed (Xz, rz') spazi topologici. Una t‘unzionel

'f‘di Xl in XZ & continua se le controdwmmagini degli aperti so-

“4Ro aperti:
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e

_ tinuo & un omeomorﬂsmo; in altre parole £ & un onenm_.orf:lsmo

1.12

e f’l(.:-ﬂ.(:f:zl).af Uk,

La funzilon-e. £ & aperta se -1? inma‘g‘.inidegli‘ a—;;'ell:ti‘ sono ;fer:t;
(U2 € U JLZJ_.

Se f @& una funuone inxettiva di xl su X (f(x )-xz) evi-

dentemente £ é aperta €& f & continus.

Una funzione contlnua f d1 xl 5u x dotatn di :lnverso con .

:

- se & biunivoca surgettiva e

sk - ULy .

Osservazione Ogni funzione continua da [Xl.kll ad (xz,'rz)

2 anche continua da (X Z) a (x t) se
¥y <k : ‘}_".>2’ .
2 2 o T :

- 8ia X un insieme, A un insieme di indici e, per ogni u!é A’

.sis.(x“ . 2_;) uno spazio topologico e 'f“ una .,f;mzione di X ,in_ .

I Y

X, .
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La ¥6pblogih Bebole %'su X definita dalle funzioni
J{‘ ; /& A §e 12 pid debole delle topologie z/per cui
%_. : [I;f’? => (l{‘( . Q;( y & continua per ogni «’& A. La to
pologia k ® definita dallas subbase di aperti \_~/ _f_l(ﬁ'l(_ﬂ\.’ }) -
' €A % « '
Una classe importante di topologie deboli 2 data dalle to
poiogie "i:'ijddottu. Siano X, , 2‘; ), "«‘€ A, spazi. topologici,

ed X 1'insieme prodotto

x= [T x,

we A

{a topologia debole % su X definita dalle proiezioni

N '{E( ; o€ AJ ¢ detta topologia prodotto e

o )

x¥y- T, &
( ) _!uA(“

& detts lo spazio topologico prodotto (Qi Tychonov) .

Una succéssione generalizzata .{x?_; ¢ Ij in X & cﬁnver--
genete ad x se e 5010 se, per ogni of/¢€ A, _1a successione-geng_
‘ralizzata delle p;oiezi_oni {p.( [xb); Le I} & convergente a
p& (x) (nessuna uniformita_ in = 1).

Sia W un intorno di un punto 'x.é X per la topologis Qg;



g
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la condizione y € W pone restrizioni s0lo su .un‘-numergl,,filn#o L

-

di proiezioni Pu (¥)seoeo” a2 (y); un tale intorno.é .d_?ﬂtnigo'
per esempio, assegnando un sottoinsieme finito A'C A e, 'per"_ogni
. o€ A', un intorno U, di p‘“ (x), mediante .le condizioni

yE W se p'd(y)élld“,' KEA .

Al variare di A! e di o/€ A'—> ([ come sopra si ottiene

una base di_intorni di x per la topologia pi'odotto Z

L5 S
A TN
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2.2 w-ﬁ compatei. ¢ v T

Sulmmlmodféf{n. d;mocﬁez amgm
;aento se uz = X. Bivemo che g lu ll ggqprieti dell'inxerse—' '

-.uone finita (p.i.f.) se g,g__ wttofaniglu finita 4i insiemi
?pp_ut'enenti ad ‘g &2 intersezione mon mtn_i-

$ia X .mo epazio tepolegico od E an giﬁo&:f‘lmato; ot gli
insiemi dei.l.a Eui;li;u. E .-@0 Ryttt :pe;;ti Aiveno t.lu:. 5 -

unriccmrm mm- TR A '-'.‘_._ e

Cem t -

Diromo che 1o spazio uptlngioo x : mlt se & .anﬂdzfat

10 uno degli ,gpp_ip-i. ggg?gpxi-q wadpntegmt_e pguu_mlmu sm. :

loro: ; AT “ .o . e T g
A A I PR . - t. -
K . . _ L
.
" . L 7] 3
¢ L’ L FE
el - . N e T .

.l- OGN1 RICOPRIHENTO APERTO BI X CONT lENE UN RIGGPRIMEH‘I'{J FINITO. _
2. OGNI FAHIGL[A DI CHIUSI DI X AVENTE INTERS‘EZIONE YUOTA CON- ' - - -
TIENE UNA SUT!‘O_.FAHIGL!-A FINITA AVENTE INTERSEZ KONE WO‘!‘A. T i

S. OGNI FAMIGLIA DI CHIUSI CON LA P.§.F. WA INTERSEZIONE NON

VUOTA. . ..

- ¥

§ia X uno spnzio ;:onpatto e { %e {=c A’ ana m;img
fn X. I ebiusi, . N

.
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Tac i Xt € A"‘?"?q{jmaﬁa e

hanno ‘1a proprletl dell‘intersezione ﬂmtl poiché A B diretto.

. Quindi .per -la proprietl 3.

- B o e - e - .
. “ray L e Y R S N
' : - " - . . “ - '_" T - e I S

(2.1) VAT TR R
d ‘ A . . h .r‘ . . ‘. . 3 “‘r-' R -'.'-- -._‘!r_. . "" . - ‘”‘,1.__1
v - . ..._,. i . : e h P . . PN
- ' :
-

L'mswme (2 1) coincide evidentenente con l‘insiene dei

i .q -

punti limite di {Js.( /€ _A] qumd:L tale 1nsiene & non yuo-

) B . L . S "' -..;1-_'1.-.’,{'
_to ed e5istono’sottosuccessioni t:onvergenti. '

Sia 5‘ una’ faniglia di" chiusi con 1a'p.1.£. ‘nello spazio.

topologu:o X, 5 s collezione delle sottofnnuglie fmite di

_’5[ » &, per ogni 5 € 5 f/\E Se x ¢ un punto lmite del

la succéssxone {A’g /5 § j . allora x 6 f\y . Abb:lano ?

che tutti equivalenti s

« L
.
[

‘. OGHI BUCCESSIONE GENERALIZZIATA IN X AHHETTB UNA SOTTDSUCCES-

SIONE GENERALIZZATA CONVERGENTE.

L] . . . ety Ut . _.,.-
T . Lo JEE T . SR -
T= .

- - 5 .
L 2 ~ - L -

- ) R P R SR |
Un sottoinsieme F di uno spazio topologico X si dird com-

' qumdi che gli assiomi 1., 2., 3. degh spazi compattl sono an
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i ' patto se F munito dalla tepologis imdotta ds X & wmo spazio com -
! .patto. Un chiuvso in wmo spazio cempatto & g:u-p:tto. B
~ E' noto dall'analisi elementars _@hg § sottoinsiemi @ﬂ-
ti di ) T aunit_i dells topologia n_bituale s@no precisamente
‘gli insiemi chiusi e limitati.
. . Il teorems segusente faniﬁcc wna classe wastissina di asem

pi di spazi sompatti.

2.1. Teorema ({TYCHONOV)

'SIA. Xy 2’,‘) UNO SPAZIO COMPATTO PER CGNI @f € A; ALLORA

TT g -2').‘
‘ €A R

E COMPATTO.
Dim. Usismo 1a forms 4. dc.l postulato di cmpu‘tezza-Sia

)

: -fxz;z.f-li una succ. gen. in X -;’;‘; I“ Costruimmo wma sot
. tosucc. gen. con la proprietd: 1'insieme dei yunti Rinjite &

vuoto oppure 1a sottosuccessxone é conVergente.

A guesto scopo sia 52. { l'l &'»2, 2 £II {E&. &6 Ij

 ha ls p-i. £. Per i1 lm: di Zorn uiste g C PF(X) wassins-

- jle con : p.i.f. 53{5&. 2¢€ I} - Be 2£1, "55 P XA R LY

- sin £(2, M) € I, E{CU R tale che Xcca.m & M- Se B - ur!;;.



2.4

@ munito della.relazione dlordine parzisle -i- i3vel weiie o
. (LpM) > . (l-' pM') LI -] - B 3—-) L'; MM o

.o -0, i R PR

.{qu’); 7E Hj ¢ una sottosuccessione gen. di . {xz ; 2€ I},

& facile riconoscere che la proprietd richiesta 2 verificata. -

)
LR

oY
i
G A

-t

Sia x€ X defuuto da E,, (x] -, 3 o & A

:
3
s
i

Poich® X, & compatto esiste un punto limite g, di’

ot e S

Dlmostrxamo che x & punto limite d1,{ Z.' Ze 4 . Sia Al un

sottoinsieme finito di A, I, un intorno di x, o E A'; U‘_“",-
. -1
sia B (U ) e , | .
()
v - A , U .
T we A coie e

Al variare di A' ed U, c.s., U percorre una base di into_:_-'

ni di x in L X - Basta quindi dimostraré che {definizione
- di punto limite) . ' _

(2.3) - Eé,ﬂu Fp- Vaei !
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W

- Ma basta dinqs_turg she se c(.‘ At !.J*)E 5 » Poich? 5 ha
ia-'p.-i.f., c_d'E‘zé_; + Basta guindi M N UH)?‘ 0.0{6 A,
M t5 , poichd 5 3 massimale; .cio2 basta B ()N U;‘ 0.
Na 2=, & un punto limite dellz succ. (2.2) ¢ LL‘ & un.:in-

t~ torno di X_ ; q:uindi VZQHF i (Z,}_d).l-a v'>Y talg che

- -
)

R (xfg.)') €U,

quindi p“ MmN "l’l‘ @ e vale 1z (2.'3).D

2.2. P-rgposiZione 'OGNI SOTTOINSIEME COMPATTO K DI UNO SPAZIO

DI HAUSDORFF X E' 'CHIUSO.

' Dim. Sia x€ X ed -fx“ /o€ A} & K una succ. gen. convergen
@, ' '
te ad x.in K (postulato 4.) ¢ sia x'€ K il suo limite; x ed x' so-
no entrambi il limite in X della sottosuccessione; poiche X @

di Hausdorff, x=x'. L]

2.3. Proposizione SIA X UNO SPAZIO COMPATTO ED £ UNA FUNZIONE

CONTINUA DI X NELLO SPAZIO TOPOLOGICO X; ALLORA £(X) E' COMPAT

TO IN X.

Dim. Sia g un ricoprimento aperto di £(K); {f”l(u) AR EE}
¢ un ricoprimento sperte di K; sia f"l[lll),...,'f-l[uﬂ) un sot '

. t‘oricopx_'im"ento finito; allora Ul""'"n & un ricoprimento Fini N
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to di £(X) contenuto "in i;;r. I:] IR :*W-::ym.;;ﬂ{:f

2.4. Corollario UNA FUNZIONE CONTINUA £ DI UNO SPAZIO COMPAT

TO K A VALDRI REALI AMMETTE UN MASSIMO ED UN MINIMO.

Dim. L'1ns1eme dei valori £(X) & compatto in R quindi chiu-~
SO € 11m1tato. pertanto £ assume il valore massimo ed il valo-

’
re minimo. D

2.5. Teorema - SIA K UNO SPAZIO COMPATTO, X UNO SPAZIO DI HAU-

SDORFF, £ UNA FUNZIONE CONTINUA DI K SU H. BE £ E' INIETTIVA,

- E] UN OMEOMORFISMO.

bimﬂ Se ECK & chiuso, & compatto; f(E) .& compatto (Prop.2.3)
quindi chiuso (Prop;Z.Z); quindi f trasforma chiusi in chiusi;
sec £ & anche iniettiva su H, 8 aperta; poith? & continua & un

omeomorfismo.[]

2.6. Corollario SIA (’x,‘t:') COMPATTO ED (x,%) DI HAUSDORFF;
SE 6(2_; SEGUE ZJ_ A o o |
Dim. Usare il Teorema 2.5 con x € (x,‘Z;) - f(x)=x €& (X,Q-). D
In altre parole: una topologia di spazio compatto su X & mini-.

male nell'insieme delle topologie di Hausdorff su X.
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2.2 ppazi mormald; lemma di Urysohn, _

2.7. Definizione “Uno spazio %opologico X -& moTmsle we 4inti

-"due chiusi disgiunti -esistono due aperti disgiunti che 1i con-

5. tengono.

AR

. 2.8. Proposizione UNO-SPAZIO COMPATTO DI HAUSDORFF K E':NOR-

MALE.

- Dim. Siano C CZC K chiusi disgiunti; dobbiamo costruire

1’
OL’DZC K aperti tali che 013 Cl' 02.: Cl' 0_1,-\0_2-- 8. S:.'m. Y& C-z;
o V¥V xe Cl ‘esistono intorni disgiuriti W;(y), '-!'iy(x) di y #d x ri-
, -Spettivanente. 11 ricbpri__nento {Hy(x); r ¥4 Cﬁ zontiene un ‘r_gl—-

4 coprimento finito .pefch! C1 & compatto; diciamo 3ia H};(xl‘)-,..

YA

..,Wy(xn) i:ile ricoprimento. Sia

O(y) = Wy(xl) S e \JHy(xn) > Cl

%o

W(y) = le(y)n ---/\Hxn(ﬂay . . R

W(y) & un intorno di y; i1 ricoprimento {N’(y); Y€ Cz} contie

ne un ric. finito W(y),... .w(yn); -sia

. 01'. O(YJ,)/‘ v nD(ym)

02 = N(yl)u ves U“(y_] '
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: R : o B s -
Oi, 0, sono aperti con le proprietd richieste.“[]'iﬁﬁﬁ,;}_i'
2.9 Lemna (URYSQHN) SIA X UNO SPAZIO TOPOLOGICO NORMALE E C_,
C, CHIUSI DISGIUNTI IN X; ESISTE UNA FUNZIONE CONTINUA £ DI X
IN [ 0,1] TALE CHE
. £(x) = 0 xgC,
5 CE® =1 x€C .
;; Dim. Se C & chiuso ed 0 lﬁerto, in X, con CC 0, esiste un

_aperto'o0 in X tale che
(2.4) ccoco<Co ...
. . . o o ) S

aperti

Infatti C e J:o sono chiusi disgiunti; esistono 00, 01

disgiunti che 1i contengono
cco,, 01::.80. 0,N0, =8

quindi T ~0, =pece 0,c 0 cfo co.

Applichiamo (2.4) a'Co ed O, = X‘\Cl; esiste OD aperib tale che

1

L
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..COGE-’QO:C. 'QOuC {)1 - J_{_ \ CJ. ,

applicando (2.4) -a-{-);. 0. -costruiamo Q& ; per dnduzione otte-

1
niamo per ogni razionale.diadico 't'in_.[ﬂ.f[:] -An MPETLO 0, tale

che
(2.5) : 0,c 0, e Glt',

Definiamo per ogni t-€ [0,1}

Dt- \./ .o Dt' 9
t'{t :
t! 'vraz.diadico

\ 1a propriét! (2.5) vale ancora: se 0<t1-_<"t2~{1 -siano *ti,"t‘i

- s ] 1, - *
razionali d'?l,adici ‘tah che t1< tl(t2< tz. wllora OtI'C nt"’l"

0t|2 [l Ot2 per definizione;T‘J;vl.C Dt‘.z per 1a (2.5);6;1..5 th'
Pefiniamo

. 1 se  X€ (.‘.1

£(x) = '

Inf{tﬁ fD,l] / xé-_()_-t-f e x.&0,;

£ & una funzione di X in _[D.lj, £(x)=0 se XE QEC‘QDae.‘:f_(JL)-l

se xgcl. Mostriamo che £ 2 continua, Poiche pef i(_lnfini:inne

-

-
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. xéO = xe'ﬁ' = f(x];.-t; f(x){.t'-:y xsot,'
~ segue xfoq-.— £(x)> t; f(x))-t & xfot”

ed nnche, usando la (2. 5) f(x)<t =» %€ 0, Dunque
1([_'t',1;]): 0,NT, 2 £ Licer, 1))
da cui abbmmo

£ ((tZ'tl)) tz(t < t(tl ot\ot"

poiche ot\—é-t' : aperto, f—l((tz,tll) & lpérto ed £ & continua

(petche gli intervalli aperti sono. una base di aperti). i

2.3 Teorema di Stone.

Se X 2 uno spazio tdpologico f:(]() denoterd 1'insieme di
tutte le funzioni continue di X in IR.

Sia X'éompatto; X 2 di Hausdorff se e solo se 5’, (X) se-

para i punti, ciod:
Vi, €x, 0%, e T, £xx)wkfx,)

(Necessitd: 2.8, 2.9; sufficienza; se je R t.ale che 'f(xlic

< agff,), f_l(c—m ,a)) e -f;l((a,'kc;a ) sono aper;i ?:hi; sépara-
‘ Qo ’.‘1 da Iz]. | - .
Sia X compatto, £&€ L (X); f ammette un massimo ed un pini
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f(x), < @

. (2.6) : “ £ " -.-xs_xépx

Con le operazioni

! A . . .
o (A £)00 = ALE) v £ AEW; £,66 ()
(f,* £,30x) = £,(x) £,(x) ' | x € X

(s -
Cj‘ (X} & un'algebra reale commutativa; la funzione

T : I{x) =1, x & X
& 1'identitd dell'slgebra &, (X).
Le topologia uniforme di {'f.i (X) (& la tppologia definita
aé dalle nozma (2.6) sullo spazio vettori_nlg reale Z‘f (X), vedi
szguito par.4.1) & per definizione la pid piccola topologia per
‘tui sono zperti gli'_ insiemi -if € (; (xy / " “:'-f0 " (aj,
fo_E "(‘; (X), a €R,. Ogni punto ha una base numerabile di intcr

ni, e ££€ M se e solo se esiste una successione ordinaria :Ena'.“-M

tale che

fn(x) —2» f(x) uniformemente in x € X
n-$m

'g_f \_'43 . ”
Un sottoinsieme JL’C {a' (X) & una sottoalgebra se &) &
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un sottospazm vettoriale e Q fcdp cmé se dg l stnblle
per le operazioni (2.7). ) :
Chiaramente: (?-é una sottoalgebra se K & -una‘i'sottoal-
gebfa. . |
Abbiamo _vist'o che z:,(X) separa i punti se e solo se X

& Hausdorff.. Supponiamo che MC ?_';,(X) separa i punti del nostro

spazio compatto; il fondamentale teorema seguente afferma che
ogni funzione reale continua su X 2 limite ‘uniforme di poli-

nomi nelle funzioni appartenenti ad M.

:2.10. Teorema (STONE-WEIERSTRASS)
SIA X UNO SPAZIO TOPOLOGICO COMPATTO, ED &-’ < Z’ {X) UNA

'SOTTOALGEBRA CONTENENTE I. SE W SEPARA I PUNTI, @ t:(x)

Dim. Anticipiamo due lemmi:

2.11 Lemma Sia KC ﬁ(?{) una sottoalgebra chiusa contenente i;

sia fl,fz GK ; allora

g,vE ek e fAf € R
dove (£;V£)(0) < swpf £,00, £,] e (F{A£) () -
= inf'{ fl(x), fz(x)] s X G X. |

b



W,

2.12 Lemma Sia QCF(X) un sottospazio lineare che separa

1 punti di X e contiene I; per ogni xl.x € xlxlf X, e al,aze 1

esxste £ e& tale che

f(xl) = a f(xz) = 8

1 ¢ 2

Dim. del teoremé. Si'a'ﬁ‘ﬁd’._; ﬁ ¢ una sottoalgebi‘a chiu-

sa contenente I che separa i punti. Basta dimostrare che dato

g € ?:'(n' £ > 0, esiste £ ER tale che

(2.8) g(x) -€ £ f(x) & g(x) ¢+ & , x€X,

: | ' . e
.Cpstruii;mo f; siano f‘)"?_é X; per (2..12] esiste fftf& A

tale che

£ ( )'8( )i 4 () = g(?).
£y 5 § £ 4 :

i;‘:‘t (x) < g(x) +<.‘f

v -{x eE X/ g(x)-f( ff,"z {x) j‘

issat < U Yy E X} bﬁn rico rimeﬁtoaerto di X
szs;of,[iz'.‘z, -P Pl
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poiche ’? € Uf"l ..-e‘ g.ff‘2 sono continue. Poich® xi-.,!;_f:ﬁmpat-

E_ci esistono 924 ,...,2‘16 X tali che

EoU Ly
i<1 £ )
Definiamo
£, = £, A A £
" n ...
v-f ‘};?1 n f;?"‘

Allors f G@ (Lemma 2.11) e

5

£g ()L gD 4 E Vixex
-£<§ ev, .
g(x). £ e (x) se x ¢

Ma }’ € Vir e Vfu 2 aperto; quindi esiste un ricbp.rimento fi-
nit;)V ---.V di x-'
: ﬁ » » J;|
Definiamo

- f V ...
TRV OV,

per il Lemma {2.11) £ EGQ ¢ per costruzione f soddisfa 1'e-

L]
LY
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ql_uzioné (2 .8]".‘

Dimostr‘li‘ione del Lemma 2.11. Ossér\rimo che

(£,VE)D (x) = 3 (£ (0)+£,(x)+]E; (x)-£,60))

NVEACEERNCENCH NOENCID

Basta: (X€X—> jf(x')‘ )ER se fé&
Siag £ ¢ 0, si ha ‘

lf(X)J - B£f. (1 - (1-1;] l))llz

Poich2 1a serie di Taylor di z§¢ l: e 3 (l-z]“z converge unifor-
-emente( ) in fO 1] lfl ¢ limite uniforme, al variare di xEX,

di polinomi in £, e quindi £ E@

Dimostrazione del Lemma 2.12, Sia f'ﬁﬁ con f'(xl)ff'(xz];
/7’ - '

g AT +ﬂ:§’ per una scelta opportuna di nﬁﬁ € T, D
I1 teorema di Stone si generaiizza immediatamente al caso

di funzioni continue complesse, §ia X uno spazio topologico com

T,")' La serie di Taylor di 1-(1-2) 1/2 ha coefficienti non nega-
tivi s con Za =1 poiché VN, z€(0,1), Z 8 z <1 -

-~ (1- 3)1/2'1 1 quindi Z 2 €1, Mey
: MmMeo .

Zx

® sl
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patto, (X) 1a collezione di tutte le funzioni continue di X .
in €; le operazioni (2.7) con [ sostituito da € definiscono

una struttura di algebra complessa e

BEl = sup JE(x)<e0  se  £é C_’(xj"
se X

definisce come sopra la topclogia uniforme in f(}[). Inoltre,

se £ € '(”(X)_ definiamo

& \ ——

f7 i x€X —> fx)cd € .

L'algebra £ (X) munita di +* & un'algebra involutiva; una sot

toalgebra 6:3(. }_""(X) ¢ detta una sottoalgebra involutiva se -

fedd = €.

2.11 Co®sligrio SIA X UNO SPAZIO TOPOLOGICO COMPATTO, Q

————

UNA .SOTTOALGEBRA INVOLUTIVA DI (> (X) CONTENENTE I, SE &CSEPA-

RA I PUNTI, (K E' DENSA: L= £ ).

Dim. Sia fo- {féﬂ?. : f=f'=i-f; basta dimostrare che ‘ﬂ\:
& denso in Z‘: (X). Ma é?‘ & una sottoalgebra deli'algebrﬂ
reale f;, (X); inoltre se'xlf X, .:J 2 R . z(xllfz[xz) qh_indi,

’ 1 . - ’ 1 - N . i )
ponendo 5 (z+z i') - £, Tl (z-2%)=g, si ha_f,g Ef. e f(xll_ﬁf(xzj
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oppure g(xl)fg(xz) ciod d’ separa 1 punti; poiche 1 Eﬂe, 11
teorema 2. 10 dice &:hu:&J a X). D

Onettumo la £acile.d1mostrazione di

]
F

2.12. Corollario. SIA & < ¢(X) UNA SOTTOALGEBRA INVOLUTIVA
CHE SEPARA I PUNTI DELLO SPAZIO. COMPATTO X. ALLORA ¢€ = (° (X)

OPPURE _‘.] X,€ X TALE CHE
ﬂ fefm/f(x)-c)}.

Esempi
I. Sia _)‘(.un comfétto di ®. I polinomi in té&X forﬁano un'.ﬁlgg
bra contenente I che separs i punti: ogni funzione continua su

X &'limite unifo::me di polinomi.

I1. Sia X un conpatto di &, Q 1'algebra dei polinomi senza
tergine costante nelle variabih 2,2. 5e O # X, @ & denso in

Vil X); -_se 0€x, & & denso in .[f ELX / f(D)-O} .

III. Sis A un insieme di indici, R § «€& A —» R(a’) una fun
zione'di A in (O nﬂ)' xq_, il compatto in C: {z/ Iz, < R(q’)},

ed x 1o spazio topologico prodotto ”A x,‘ .
of £

Le proiezioni :{Pd ; &€ Aj formano uh sottoinsieme di




Wik
1

SEOTT T P TR N T T I CHON LIS LI T

PRI

4 2.18
: . -

i

g(){] che separa i punti; per 2.11, ogni funzione ~copt}hpg

su X & limite uniforme di polinomi a coefficienti compiéssi nel
v . :
le variabili I;{ » B i e« & A.

2.4, Spazi localmente compatti; spazi connessi; teorema di Tietze.

%

~ Un sottoinsieme dello spazio topologico X & detto yelati-

vamente compatto se la sua chiusura & un compatto di X.

 Uno spazio topologico X & detto localmente cmﬁpatto se ogni

punt"o ammeite un intorno relativamente compatto. In- tal caso:
ogni: punto ammette una base di intorni relativamente_cpmpatti:'.
D.glni' spazio coﬁpatto & localmente compatfo. |
Sia X uno spazio compatto di Hausdorff; Xl un chius.o.'_in‘x;‘.'
x2-= Cxl. Muni;o della fopologia relativa, xz & uno sp_a}.io to-

pologico localmente compatto: se kEKZ, -{x} ¢ chiuso & Xz '

- che & aperto quindi 3 aperto contenente x con chiusura inclu-

sa in )[2 ‘(ﬁim.di 2.9). Tale aperto & un intorno relaiivamenie ,

compatto di x in X'z.' '

i Be Xz non & chiuso, _xz

2 localmente compatto mon compatto:
.x‘e'i_.z\xz 2 il punto limite in X di une successione general-iz-

zata: in xz convergente in X ma priva di punti 1imite~iﬁ Xz [tf...
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S1.3e.§210 - .

Uno spazio topologico & connessv se non & 1tupione di el- -
cuna coppia di chiusi non vuoti disgiunti. -

Sia X compatto di -H_nusdorff, %, un punto di X; X \{x‘;__,.f
& uno spazio topologico locelmente compatto nella topologia in-
dotta da X, non compatto 'se ‘{M; non & aperto .(in particola-
re: se X & connesso) o .

La propos1zlone seguente mostra che oénl spaz1o localmen-

-

te -compatto di Hausdorff & di quesw;u tipo.

2.13 Proncsizione._ SIA X LOCALMENTE COMPATTO DI HAUSDORFF; E-

SISTE UNO SPAZIO COMPATTO LI iAGSDORFE X

-l

Ex_¢ X, TALI

CHE X B OHEOMORFO AL SOTTOSPAZIO X, {X,{ -

Dim. | 11 complementare di un compatto in X si dir2 un Yin-

._ torno dell' g0"., Poichd X & localmente compatto ogni puntp pos-

siede un intornd disgiunip da un intorno dell‘'infinito.
Definiamo xﬂ-.xv .J Jlgoj dove X ’E X: :;',*(ﬂ per esempio.
Diremo che (/€ X_ @& sperto se UC X ed ¢ aperto in X (muni-
to ae_l_lg sua t;opofl'ogia ir_xizi_ale) ovverc se x_ce‘ Ued UNXE
i1 cm;aplem;sntaré di un compatto. Gli asssiomwi 1.2.3 delhparagra

fo 1 3 sono banalmente venficatx ed € anche evidente che X (-]

omeomorfo ad ,\, \{ } Se g; & un ricoprimento aperto di. )k’esl
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e a wl

ste un intorno dell'infinito U&X tale che U V-{x_.}é'é ’,f::"-.nlld-
Ta 8\[!} V‘{’Lﬂ ¢ un ricoprimento aperto del compatto CU da

cui possiamo.estrarre un ricoprimenco finito. Y

- Osservazione 1. Alternativamente, 8 immediato dimostrare che

X_, & compatto usando 4., par.Z.l.

Osservaziqn’e 2. Sie (X! ,:.,“’J ) uno ;pazio compatto eId un suo

elemento tali che x;.\{x.’.{ sia ouwconorfo ad X; ésist'e un’ emeo-
morfismo 67 di X, su X tale che ¢ (x,)=x, ; cio? la cop-

pia (Km 2 X, ) della prop.2.13 & unica.

‘Lo spazio top.X_, & detto la comvattificazione ad un tunto

di X .

Diremo che £ & ?(X) & conicinua all'¢? con 'lim f-- A
' Xy
se dato & > 0, Z un intorno dell‘ce UG tale che 'Hx)-}._‘l(&
per x§€ Us . Se /| =0 diremo che 7 & ﬁull.o allteo .
Sia f € f(X); esiste £, G_(,’[}{H_) tale che £ = £ ' X se’

e.'solu se £ & continua 811'i-0H .

Dai corollari 2.11, 2.12 segue facilmente:

2.14 Proposiziome. SIA X UNO SPAZIO TOPOLOGICO LOCALMENTE COM -
PATTO, (X UN'ALGEBRA INVOLUTIVA DI FUNZIONI CONTINUE COMPLESSE

NULLE ALL'<¢3 , CHE NON 51 ANNULLANO SIMULTANEAMENTE IN ALCUN PUN
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TO DI X £ CHE SEPARINO I PUNTI DI X, #LORA OGNI FUNZIONE COU-

TINUA DI X-IN § NULLA ALL'e>. E' LIMITE UNIFORME DI FUNZIONI
DIﬂL. - teoy vy - T Lot . N _',|r

Chisriaente l'insieme jj;(x) dvile funzieni complesi ccu
% tinue nulle all' e sullo szzzio rucaliuente cumgatto‘x € un sot
;oinsieﬁa éﬂiuép di "z?;:(i] (fuﬁ:ioif-cbnfinuc limitate).
In generale, vedremo in'seguftu'chégise'x & unec spazio tc-
| pologico ed EC X, le vestcizlosl ed £ di funzioni continue ii-
nitate su X fofma:s ﬁﬁ sottoiusicasd chiu;o ai. l%s(E) (cf.(3),

Cotollazio 4.34).

Anticinando cuesto foito auvbiwwo il segusute teorene ¢I a-

stensione <I Tietze:

2.15 Tecweza. SIA X UNO SPAZIO COwPATTO DI HAUSDORFF, E Uil

CHIUSO 1it % ED £ ¢ (). ESISTE UNA FUNZIONE F €°(X) TALE CiiZ
'f-FlE v hEN = il )

im. Le vestrizioni ed E di funzioni comtinue di X for-

fee

et . S .. 1D .
mano una scitoalgebra involutiva di (7 (E)} che contiene I e

separa i puntl; poich2 E & coupaitto, per il teorema di $toue

[

tale'XQttoalgebra & densa in’ ’(E)} essendo anche chiusa tale



2.22

sottoalgebra coincide con E(E) .
Quindi se f¢g f(B) esiste F € ?f(XJ tale che f-F’E.__
" _basta dimostrare che F si pud scegligre con norma pari-ad £

..se F & reale: -

Sia F [ f()() una estensione qualunque di £; nllora pos-— '

smmo definire 1la funzmne contmua

F=FV (-J£}j) - 1)/\ el 1

chiaramente F [E = FDIE =fe |FIl ¢yl quindiy F” = |\£ H}j
Esercizioc Sia X localmehte compattv di Hausdorff. Le condizip -
ni seguenti sono equivalenti:

(i) X & 1'unione di una famiglia numerabile di insiemi co{npatti.
(ii) esiste una funzione reale contiuua’? che tende a zéro al-

i'infinito in X, e tale che Vx ¢X, f-(x)) 0.

(Per (i) => (ii) modificare la dimostrazione del Lemma di.

URYSOHN) .



- III. SPrAZI METRICI.

g 1y ——— — m—— S M De 1 be

3.1 Completamento di uno spazio metrico; teorema di Baire.

>

Sia X un insieme, d una fuhzione di XX in R; d & detta

 una distanza se d ® simmetrica, si snnulla sulla diagonale ed

ivi soltanto, e vale 1a disuguaglianza triangolare:

(3.1) | d(x,y) € d(x,z) + él(:.y)"';“' x.y..zt'-X .

Da (3.1) e 1s simmetria di d segue:

e
IS

5.2)  dlx,y) >]alx,2) - dlzn] i xy.z € X

: P Se d & una distanza ségue da (3.2): d(x.y)}o se © solo se
oL .
| xfy.

La coppia (X,d) ® uno spazio metrico. La topologia indot-

ta dalla metrica d 2 la topologia IZ(d) definita dalla subba-

se di aperti

{,BK.R/IEK .RémJ"

dove, se a_c_o_e XeR >0,

q




Pxo,R {"'? X [dtex) <R

& detta laj palla di raggio R e centro X, _.in X.

S'é 70(- X, 1a funzione | . .
x€X —> dxy) € R

¢ continua {usare la (3.2)); on RG{xEX‘/d[x,xo)é Rj »

Se Sl,SzC X la distanza tra i due insiemi & definita das

d(Sl‘,Sz) .- Inf d(xl.xz) .
Se 5 X, la funzione

x€ X —> d(x,5) -' Ll

soddisfa ld(x,S) - d(y,s)] < d(x,y), come segue da,(S.l). dal~

la definizione di "inf", quindi & coutinua.

. Y
Lo spazio topologico (X, 6((1)) & di Hausdorff:

se xsy, d{x,y) = a>0, e Bx . » B a
v F YJ.L

sono intorni disgiunti: altrimenti per z¢ B' N B _,dslls

2 A 2 |
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(5.1)‘segu1rebbe 1'assurdo
.‘2 - .
2

B =AY € d(x,) + A< D e

Sia (X, Z) uno spazio topologlco e d una distanza su X

tale che 5 f(d). (X, Z) & detto slgzm topolo&co metrico,

z & detta metrizzabile ed E detta una d1stanza compatibile

con Z . Un tale spazio topologico & di Hausdorff e ogni );unto

ha una base numerabile di intorm..

se (X, £.’) ¢ uno spazio metrico compatto e d una distanza

compatibile, il d—dlamctro di X
sup f ace,n / <y e xf

& fini.to ia funzione (x,y) € X x x —-—9 d(x,y) & continua (e-

ouauone (a 2)) quindi dotata d1 massimo sul compatto XP\ {(Co~

rollario 2.4 e teorems 2.1).

Esenvi. "1, La ‘topologis abituale di l:n 2 indotta dalla
1/2

distanzia d[“,y) n (Z’x y’ .
. iea L

2. -La topologia uniforme in ¥ (K), K compatto, 2

daflnita dalla dlstanza d(f,g)=b£-gl .

3 Per ogni Intero n sia x umo spazio t0p010g1-
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co metrico e dn una distanza compatibile con la sua topologia..
Lo spazio topologico prodotto

o0

%) = ] o, Cay
e

2 metrico: una distanza compatibile con 1a topologia . Iz’.é da-

ta da:

(3.3)1

(4 & una distanza perch f£: £(t) = & subsdditiva: £(t+t')&

€ £(t)+£(D). _ _
. Infatti, ‘7 (d)< ¢ poiche le funzioni x € X~ d (x,x )
& continua, da cui: %‘R @ aperto. Inoltre Z (d_)._>2’ poiché

ogni elemento della base di intorni di x_ per. ¥

/‘\ P (Bpn(x ),R) I | f_nuto,g.m. R>0;
meL ° ,

contiene 1'intorno B. ex Z d) se 27 R¥ ——dove N & il
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‘ massimo intero ix; I.

Siano (X,d) ed (X',d') spazi metrici; una funzione £: XX

- - ’ P
re uniformemente"continua..se dato <> 0 34 ? O tale the

]

d'(f(x) E(y))<E se d(x.)’)‘:t? y X, YEX. Segue che

'{f (x, Z(d)) -—-3* x:, Z,’(d')) ‘# continua; ma il viceversa

- nOn vale in generale.

: La fun21one £ 3 isometrica se d'(f(x), £(y)})=d(x,y), x,

yE X. Una funzione isometrica ¢ uniformemente continua.

Nell'esempio 3. precedente, Ia proiezione p : (X, d)~-~> (x ,d )

[ uniformemgnte continua.

§ia (X,d) uno spazio metrico, Mc X e M 1a chxusum di M
,nella topologia indotta Z(d). Se xé M gsiste una successione
1ord1naria anM tale che d(x,xn) ~—>» 0 ciod
, lim x, =% j
_’bastn scegliere x € 'B"!,“ﬁ/\ M. Po.:u:hé

.'.i_(xﬁ'xm) < d(x,.xn} + d(x,xn) _

jegue
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(3.4) d(xn,xm')'-—% 0 se (n,m)-'—ﬁaa"

Una --..successione_xn'é X @ una successioné di Cauchy delle spazio

metrico (X,d) se -st;:ddisfa (3.4), cioe VE) 0 3 no' tale che
d(xh=,xm) <é Ee n }’ho’ m>n . Se egistoﬁé' puni:illimite‘di
una successione di Cauchy, essa @& convergenie-éd'i}"limite.é‘
unico. R

‘Lo spazio metrico (X,d) & compleio se_ogni successione di

Cauchy & convergente.

.Attenzione: questa propriéta dipendé dalla metrica e non

soltanto dalla topologia indotta.fPerJeéempio, la'topologia a-
bituale su X= [1,00) ammette le due distanze compatibili.

a = |xy| 5 dem =) F -]

(x,d) & completo mentre (X,d') non-& completo. (La completezza
& una proprietd della "struttura uniforme” definita dalia di-
stanza;'tuﬁtavia, cf.paraérafo 3.2, prop.3.7, 3.8B).

Sia (Xn,dn) uno spazio metrico completo per ogni intero n;
1'insieme prodotto X = 77_ xn munito dells distanza definita

: MEf]
dall'equazione (3.3) 2 uno spazio metrxico completo.
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3.7

3.1. Proposizione. SIANO (X',d) ‘ED (X',d") SPALI ,METF..ICI‘, EcC X
UN INSIEME DENSO NELLA TOPOLOGIA INDOTTA 9 (d4), ED £:(E,d)
—>» (X',d'). UNA FUNZIONE UNIFORMEMENTE CONTINUA. SE (X',d') E'
COMPLETO, ESISTE UNA ED.U?{A -SDLA ‘FUNZIONE UNIFORMEMENTE CONTI- -
NUA F : (X,d}) —> (X',d") ?’ALE CHE F-) E=¢f. |

SE £ E' ISOMETRICA, F E' ISOMETRICA. . .- e

Dim. Sia xéX e anE una succgssioné convergente ad x.

Ppiché{xn]E di Cauchy in (E,d) ed £ 2 uniformemente continua

-{f(xn)}e di Cauchy in (X',d'). Poich® {X',d’) 2 completp,{f(xn]i

‘¢ convergente.

.Sia Y:&iﬂ,f(xn);FNWimm) che y dipende sol? da x e y=F(x)
definisce 1'estensione richiesta. _
sia £e R, —» J(£) € R, tale che se d(x,7) <d (£),
x,y € E allora d'(£(x), £(y)) <& . |
Siano x{yg-x, di(x,y) < J (€), éd LI A succgssiéni in E
confergen#i ad x;ed ad y-;ispettivnmente:-netto d?,- ir(z‘)~
- d{x,y) esiste m, tale che se u}no', d(x,in) (2{/, d(y,.yn) <

: Z
quindi se.- ¢1> 1, m>m , si ha d(x ,y, ) <J(£) e ‘

a'(£(x), £(y)) € £

poich? la distanza -8 una funzione continua segue



- d'em.Fon <&

da cui ségue che F & ben definita ed uniformemente continua.
Se d'[f[x'n), f(yh)). = d(xn,xm), passando al limite si trova che

F & isomeirica. D

3.2. Proposizione. - <SIA (X,d) UND SPAZIO METRICO; ESISTE UNO

SPAZIO METRICO COMPLETO‘[Y,E’) ED UNA APPLICAZIONE ISOMETRICA

DI X SU UN INSIEME DENSO IN (X, Z(d)).-

. Dim. . Sia Z 1'insieme i cui elementi sono -le successioni

di éauchy_in X, ed R 1a relazione

RO{x] o fvpf ) sdigy) —> 0

*

E' immediato verificare che R & una relazione di equi\_ralenza'.
Sia X = X/R 1'insieme delle classi. Se x,')'féf e {xn} € X,

-{yni £ .5, & immediato che

lim . d(xn,yn)
n-Hoo

esiste e dipende solo da %,Y.

- VR . ~
.« Sia d(x,y) il numero cosi ottenuto; la funzione d & una
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. ) .
distanza su _,?f._._._(x', ZJ & completo.’ &= - .U C-
(Esercizio: verificare queste 4§ affefmaz:loni).j

Sia j’? T X -b'f 1'applicazione che sssocia ad xeilt'}ia clas
se della successione { x = Xx;n é R{} . -Per definizione 4’!// &

isometrica. Basta vei_-ificare che }5 {X) & denso in (‘i', Z'(?i’)].

Sia X € ¥ ed {xn;ﬁe IN}(;‘ X; allors

d(x, $(x ) ?;j:wd(xm,xn) :

s 3 3 : & &
poich2 -{xnf & di Cauchy, esiste ’rlt_ tale che d(xml.xn] (C

sen>% ,m>n . Passando 8l limite per m —» o® abbizno
4 .

L '
d(X, Y (x)I<KE se  n>n. ;

E quindi ¥X=1im 3// (xn) sppartienc alla chiusura di y[X) e

Y (X) & denso. =

.Osservazione 1. §8ia (X,d) uno spazio metrico completu',

ed EC X; (E,d} & completo se e solo se E & chiuso in (X.Qf(d));

- se £:(X,d) —»> (X',d'). & isometrica, £(X) 2 chiuso in X'.

- Osservazione 2. Sia (X,d) uuo spazio metrico e (X',d')

uno spazio metrico completo, f una funzione uniformeménte con-



tinua di X in X'. Allora f n‘}’/ & uniformemente contin_ua .dal.l'o

insieme denso '}’/(K) di (?{J,E,] in X'. Per lh"ﬁroposizioﬂe'js.i,
esiste una funzione F uniformemente continua di (Y,d) in (X',d')

Lo - .
che estende f¢ P , dunque tale che .o

f-FO‘}’/

In particolare se £ & isometrica a condominio demso, F & isome

~

trica (Proposizione 3.1) e surgettiva (Osservazione 1).

Quindi (’)‘(','5) & unico a meno di isomorfismi -tra spazi me-

trici. (i,ﬁ) & detto il completanento di -(X,d).

3.3. Teorema (BAIRE) SIA (X,d) UNO SPAZIO METRICO COMPLETO.

LO SPAZIO TOPOLOGICO (X, % (d)) WON E' DI PRIMA CATEGORIA:

3.4. Proposizione. SIA X UNO SPAZIO TOPOLOGICO PER CUI-ESISTE_l

UNA DISTANZA COMPATIBILE CON LA TOPOLOGIA TALE CHE X SIA COM-

PLETO. L'INTERSEZIONE DI UNA FAMIGLIA NUMERABILE Un DI APERTI

DENSI IN X E' DENSA IN X.

Dim. Osserviamo che 3.4 =~ 3.3: se E C X 2 raro,

Un = C'ﬁ; € un aperto denso quindi

X\ \ E = un
m={ =]
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N N

& denso per__S.G._ o N TR

Dim. delln prgposizmne 3.4. Hia x€X, O<LR; basts dimostrare

che B contiene punti di A lln. Poicha Ul e ;perto denso,

aR M
R/\ U e ;perto non vuoto; sia X € X, 0¢ Il ( tali che

o

xl’“l < B r n U_l »

, ¢ ape'rm denso, B Rnuz & aperto non vuoto ed esiste
g . .

'x, £ X, 0< R, & ztsliche"

:_.1,_B

X

" B : U,
2%, x) Ry ™ 2

L - o 1 .
-~ precedendo cpsl si ottiene una successione xné xl ed Rn< In tali

_ che

g-(3-5) B x, € Bx R se m2n

| T Tata

| .

R (3.6) o Bx ’R Q Bx’nf\uln-.-f\un -

.

Perid’ (3.5), d(x 'ml}< zn se m¥n ed {x f & di Caurhy.
Poiché X & completo giiste y = lim X Per 1& (3.5) YE. B&‘

per ogni ne psr 1z (3. 6)
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R

Sia.X wno spazio topologico; se 1'intersezione di ogni famiglia '-'-'l;_—

mmerabile d1 aperti densi e_densa, X & detto o spazip di Baire. -
Sia X uno spazio topologicoy E € X' & un insieme '55 . &€ é-
1'intersezione di uma famiglia numerabile di aperti. . .In uno -spazio R
1i Baire Jn'intersezione di una famigluia numerabile di G & densi &
mGgp denso (poiché 1'unione mmezabile di famiglie mumerabili
3 numerabile). | |
Evidentemente: umo spazio topologico che sia completo per una

distanza conq:atibilé con la topologia & uno spazio di Baire (Proposi=

1. - .
zione (3.4); uno spazio localmente compatto di Hausdorff & di
3aire (per un argomento simile alla diwosirazione della Proposizione

3.4: ‘vedi K. YOSIDA, Fumctional Analysis).

Esegggio 1.

- 3ia X 1'insieme dei numeri razionali, d(x,y) = Ix - yl . Lo spazio

. zopologico (X, n{ (d)) & di prima categoria ed (X,d) non & completa,

1 completanento & isomorfo ad (fR,d) con dGy) = [xy[ .

e
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" Esempio 2. 8ia X 1'insieme delle successioni di numeri

complessi con al pid un numero-finito di ternini ‘non nulli,
d(x,y) = sup lxn-yﬁ I; (X,i{(d)) & di prima catégoria. Il com-
; " | : .
pletpménto_dello'spazio metrico (X,d) & (ﬁ,d] dove X= ﬂi’ﬁN)
successioni che tendono a zero all'infinito) e E(x.y)'s Hx-y .
Eserciziﬁ:' produrre una succeésioné di insiemi'rari'che

formino un ricoprimento di X.

Osservazione. Sia (X,d) completo, EC X apertb tale che é'E

non.é sperto; (E,d) mon & cémpleto ma (E,?f[d))'non & di %8 ca

-tegorin: infatti esiste una distanza d' su E compatibile con
O

ﬁg (d) per cui (E,d') & completo. Per esempio

' ,. 1 . 1 I
d'(x,y) d(x.y)'fjd(*. (.hJ a0y, C,E) : K.YC.-E'.-

Esercizio: verificare queste affermazioni.

Esemﬁio.S. Sia X uno spazio topologico, Z;;(X) 1tinsie-
me delle funzioni continue e limitate di X in £; munito delia

distanza

d(£,8) = sup | £(x) - s(x)]
xeX :
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éﬁB (X) @ uno spazio metrico completo. Infatti se f E K(XJ R

e per ogni & > 0 esiste ng tale che

(3.7) ) £ (x) - fm(x)) < ]j £ - fm” <& ;. nm> n,

~allora f (x) 2 una successione di Cauchy in € ed esiste f(x)=

= 1lim f (x), x& X. Passando al limite per m-—Poo nelln (3. 7)
nHos

abbiamo

fn(x) -fxX) | <€ . se n)ng '., xex

da cui segue che £ & continua, Iimitata e f=lim £ .
~ Esercizio. Sia (X,d) metrico cbmpleto, f:X — X una fun-

zione per cuil esiste K< 1 tale che

-

. A(E), £(1))€ K d(x,7) x,7 €X ;.

" gllora esiste.uno ed un solo punto fis-
50 X f(xo) - X,

- 0

(Per ogni x&€X, £ (x)=£+ £ ...~£(x) & di Cauchy; ...).
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3.2. Spazi metrici comphatti;. teorema di Ascoli-Arzeld

L]

Sia X uno spazio topologico; X 2 :‘separa'bilé se esiste un
insieme numerabile denso in X.

Se X ammette una base numerabile di,gpertf; {ul,uz.. . j
X & separabile. Infat'ti sia'xne Un; .{-xl,xz,...} & denso in X: -

se x€ X ed U;"é un intorno di x, e;iste l_JiC U.x quindi Xy & U

.11 viceversa & falso in generale; tuttavia:

3.5. Proposizione.. UNO .SPAZIO TOPOLOGICO METRIZZABILE E' SEPA

RABILE SE E SOLO SE AMMETTE UNA BASE NUMERABILE DI APERTI.

Dim. BSia Eq€ X p,umerabile denso; 1'insieme numerabile u
- _( Bxa:f:::& .
U 2 aperio in X e x €U esiste R>0 tale che va pC Ui-se xc E

. 4
1 _R - ' A
& tale che d(xo,x) < n 4 5 's.egue X, € le;}‘c; B.X_JRC U. Quindi
ogni punto di U appartiene &d un elemento di Il contenuto in u,

e 2{ & una base. D

/ xEE, n G!N} & una basc di aperti. Infatti se

3.6. Proposizione. UNO SPAZIO COMPAITO METRIZZABILE E' SEPARA

BILE.

Pim. Per ogni . &> Oz{Bx £ / xéxi & un Ticoprimento aper
Ca— ’ . )

to di X dove B
: N Y 3

3 definito in termini di una distanza compa-

tibile d.
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Poich2 X & compatto esiste un insieme finito 'XE‘I':"”I tale K

che '{Bx,f' / JcEXES & un r1copr1mento Allora E= .}:1’ xl/n
2 un insieme numerabile denso \716}( nEJN..g xX'¢ XU tale

che d(x,x')_(-]l; -

3.7. Proposizione. SIA X COMPATTO METRIZZABILE, d UNA DISTANZA

COMPATIBILE CON LA TOPOLOGIA DI X; ALLORA {X,d) E' COMPLETO.

Dim. Sia {xn} una successione di Cauchy in (X,d). Poiche

X & compatto ltinsieme dei punti limite di {xn‘ 2 non vuoto

—

{(cf.par.2.1); poiche {'an & di Cauchy, { xn.f 'B'convergente. ——

3.8. Proposizione. SIA £ UNA FUNZIONE CONTINUA DELLO S:PAZIO

COMPATTO X NELLO SPAZIO TOPOLOGICO X'. SE X,X' SONO METRIZZABI -

LI CON DISTANZE COMPATIBILI d,d', ALLORA

£ (X,d) —> (x',d')

E* UNIF_QRMEMENTE 'CONTINUA.

-Dim. Per ognl xex £,‘>0, esiste J (€£) tale che

o CECY) f(x))<£ se dy,x) < ¢ (&), yex Quindi per ogni -

> 0, { x.2;‘,}‘(%)/ xEX} é.un ricopri.mento_aperto ‘fli X. .lf.sistg
ni 51e finito < X tale ch X f ‘
nsieme ]% e e ( X, q‘(ﬁl !/ x€ 4 un

:u:oprimento di X. Poniamo
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G J ) inf{.z J;(:z‘) / xgxéj’ >0 ..

E Se x,Y-& 'X,"d(x;)'j < J ('5 ) ,'esist'e x 'E XE ta_lé che
! .
b & B % .T(L‘j s 3s [3 B) e la dxsuguagllanza triangolare por-

tano a

. > €3 dly’ '« 4 (£
| aex )X 9 (£): 40nx) & 4 (£)

i L

huindi

d'(£(x),E(y)) € ar(£(x), £(x)) *+ d'(£(x),£()

.é3+-§l

'pioé: £ & uniformemente continua. El
l : .
L In particolare sis X compatto mgtrizzab_ile_, £é€ _t‘(_](); gllo

a8 £ &8 uniformemente continua.

1
!

Sis X uno spazio compatto metrizzabile, a’. una disianza

pompatibile. Xé normale (proposizione, 2.8); se xeX ed £> 0, B_ & ©
'z

C g 50M0 chmsi disgmntl, per il lemma di Urysohn 2. 9, enste 8,8 RN J

La.leche

. . 1 se d(x',x) ¢ €-
(3.9) - 8, ¢ (X" ..{ ‘ ]
: ’ 0 se d{x',x) > g
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3.9. Proposizione. SE X EY CDMPA'I‘TD METRIZZABILE LO SPAZIU

-

Tt " 5, _,_.‘_' .

TOPOLOGICO &< (X) E' SEPARABILE.

Dim. E' sufficiente costruire M C f(]{)_n_lmie'r‘ab'ilé che
separa 1 punti. In tal caso i polinomi négli elementi di H.ed'lr.lr;con coe:
ficienti a parte reale ed immaginaria razionali formano un in-

sieme numerabile denso in E(X) per il teorema di Stone.

Sia X)eXp, .- LRE successione densa in X (proposizione 3.6)

ed M'-' gN FE i,n GJN} dove g ¢ ;de'finitn come néll‘equa
~i ] x,E . -
zione (3.9) usando una distanza d compatibile con la topologia

I“ . * .
di X. M & un sottoinsieme numerabile di rf (X) che separa i

“punti. Infatti se x,y€ X, xfy, @& d(x,y) 7 % per un opportuno

intero n. Poiche XysXypsos ¢ denso esiste un indice i tale ciz2

d()'.x ) < 2:!. .

& Jlem

Allora de,xi) > d(x,y) - d(y,xi) > ; dunque

i[y)=1;
“

‘1

g_x g (x) =0 . - D
M : :

s

‘sia (X,d) uno spazio metrico ébmpatto. UIn insjiemé M E(x)

~



& detto equicontinuo se dato & » D, esiste .'_7-'(5.(5) > 0 tale ch

(3.10) xveX, 4x,< J€) > | f-fm)] < £

per ogni £fé€ M.,

- 3.10. Proposizione (ASCOLI-ARZELA'}." SIA (X,d) UNO _,SPA'&!ID ME-

TRICO COMPATTO ED f'l_,f. € £ (X) UNA SUGCESSIONE EQUICONTI-

2' rew
NUA ED EQUILIMITATA: sup 'l‘“ fiu / i=.=1,z;...}<c=o .. ALLORA E-

" SISTE UNA SOTTOSUCCESSIONE CONVERGENTE IN & (X).

" Dim. Sia E 1":}nsieme numerabile \_’' ‘X, ecostruito co
o oo o mell a1 L
me nella dimostrazione della proposizione 3.6. Sia X oXypens
una numerazione di E; _iN(I), iN(Z),... una -s:ptto_succ'essiona di

1,2,... tale che la successione numerica

(3.11')- ‘ fi;f") (x), fl;l/u (X)gene E convergente per x E{:;l',', .
Definiamo induttivamente la successione iy(n) come una 50"_|:. "
tosuccessione di :-lHel(n) 51 che la (3.11) valga per ogni intero
N. ls ;sotto_successipne diagonale :‘El'”(.ﬂj cbmr?:rgc in ?gni x€ E.
Poniano .EN- _f;-ij . Poichd le'gN $0n0 _equicontinué‘ dato & > D’ '

3 m‘s tale che

+
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(312) 3 d(xe').<. l -:;) ‘ lgn_(x) Tgn-(x ')l < e.':';f” T n_fﬂ\l *
E L
Poichd X4 @ finito esiste N(g ) tele che

, "

4.
4}

(313 nm> N(E) = [ g,00g, (0 |<E, xex
s
o - 3

Sia x£ X; poichg {Bx' { i x'€ X-, } g u_n:rict:prixr.en—

| _ .Eﬁ{- - v, o _ .
to di X, esiste x'g X 4 con ol(x,x'a < g Allora da (3.12)
n : . ) E \ i ',
£

' (3.13) abbiamo

b
H
g

mn >0, = ]gn(x)-gm(x)'l < -

Lo

‘ 8002, | + [g,x-g, x| + g, g, 0| < 36

Cio2 g, @ una successione di Cauchy in ZJ(K). Poiche

f_(_J() & completo (paragrafo 3.1 eseupio 3) B, 2 convergente“;

poiﬁhé 'gn & una sottosuccessione di fn’ la Proposizione & dimo

strata.D o < : o

Esercizio. Sia {fl'fz';" } < f'[o,l‘] un so"ttoins:'lé

me di funzioni continue dotate di derivata continua, tali che

s ~ B KA B FIN R3S SEFI T 1 0



N 3.2
dimostrare che esiste wa sottosuccessione convergente ‘in ?_,9 { Lo, 13 )
Uno spazio topologico X ® detto Sequenzialmente compatto se ogni
 successione in X ‘mmette una sottosuccessione convergente in X. - ;
. 3.3. Almmi‘_:coﬁplemnﬂ. ' T ' B A SR

3.11. Proposizione. SIA X UNO SPAZIO TOPOLOGICO METRICO. LE PROPRIEIA!

SEGUENTI SGi0 EQUIVALENTT:

(i) X E' COMPATTO g
(i) X E' SEQUENZIAIMENTE CQMPATTO. . | o

- GOLTRE SE E' VERIFICATA (i) O (ii) ALLORA ~~"~ © - “7id 7 0o Lidiee o

s (iii)x E' SEPARABILE. ’ " — :"'.! -'_‘ Lo .:'-J-k. [

!pim.: (i) 3> (ii) & evidente (cf. par. 2.1, 1.3 e prop. 3.6).

© {i1) = (iii)Mostriamo che per ogni & > O esiste wn Ticoprimcnio -

finiio @E‘ di X mediante sfere di aiwmztro minore di €  {(wno spazio ’

metrico con tale proprietd si dira iperlimitato). Infatti, se cid nch ) . _' :

fosse, esisterebbe £ > 0 e, per induzioue, wna successione Ba' di sfe= %_‘; s

v \ RE ;Ei,"'.'

re i centro 5, Taggio & ,eX . - M/ B seme A, X ) > o -
. “nr T2EE ’ n+l T 1:1 xn' SC&Y n’ weu

se n ¥ me la successione X, non ammetterebbe sottosuccesioni convergeiti

contraddicendo {ii).
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- _ . o "
) f‘ﬂ :: - ) 0-—’1 :
Posto allora e ' :E\‘-J: = %ﬂ: ) ﬁ E ina base

nmnera_l;ile di intomi per la _topplogia di X, qumd:L X2 s.eparabil_c.:._, ‘. s
(ii) = (i): Sia { ?&i » RE A} una succesione. geraeralizza{a';.l;;‘}.{'. :

Per ogni ﬁ € JN . esiste BI.:E 0314‘_. » 8 ;}/& sopra coétﬁito,

ed una Sottosucc;essione- genera}lizzata contenuta in Bk (ﬂl /% & wm ipsl_ieme )

finito). Per (ii) la successione d=i centri di Bk ammette almeno n

punto lindte Xas Pef costruzione X, € punto linlite d1 .{ X;, A€ A"j :

segue 1B compattezza di X.

NOTA; .Ragionando come sopra & facile dinnstfaxe che wno spﬁzio metrico

& compatto se e solo se & completo e iperlinitato.
Poichs i sotto insiemi di [R" iperlimitati coincidono con quelli limitati

segue: i sottoinsiemi compatti di R coincidono con i chiusi e Mmitati.

' 3.12. . Teorema - (ASCOLI - ARZELA'). SIA X METRIOD COMPATIO, MC € (X).

E' EQUIVALENTE:

(i) M E' COMPATTO. ' .

(ii) M E' CHIUSO LIMITATO ED EQUICONIINUO.

Dim. (ii) = (i) per le proposizioai 3.10, 3.9 e 3.11.

(i) = (ii); basta dimostrare che M & equicontinuo.,
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Poich® ogni funzione continua su X & uniformemente continua,
ad ogni £€ M & essociata una funziome Ee R*—up é;m:;.;m\u

tale che

j £(x) - f(y)'<5 se d{x,y)< r{;‘é')' i X, Y€ X.

Poiche l;'(x)-f'(h | £ |g0-20n] calleel

sbbiamo

i f’(x)-f'(y)]<£' se || £-£' || <£ 5 d(x,ﬂ'(cgfg) ;XY 6 X.
- . . /s - P : .

Jf.
£/ fe Mof

Poich® M & compatto dal ricoprimento aperto -{Bf' £ / fEM
»
&

si pud estrarre un ricoprimento finito [Bf

C,oN 7 .'-4 ' AL
Poniamo ((Z) = 1nf{§(§) / £€ UL 5 poick M 2 fini.to, FeE
e

iy ve ! x,y&€X A

)f(nd f(v)i(e‘ se  dx,y) < Jig) £ M. L\.. :

Esercizio 1.Sia X compatto metrico, ¢ una distanza compa

tib;le. Mostrare che se £> 0, esiste una partizione dell'unita

‘tj,z - E [}.(): t}:‘ 'finito e




3"3“ =1, g(x)>0 se xCX, gﬁgg;

Z g(x) =1 , x¢€ X; T

_"’ : ' .
D€Ye .

. . 2 . .
tale che il supporto di g éci  ha diametro £ £ ; g 65_
ra ‘ t

g(x)=1, g{y)=D0 = d(x,y) >
{(Usare le funzioni B, & dell'equazione {3.9), estrarre un Ti-

coprimento finito da .{ {y € )[/gJc (y) > ‘OJ) XE X}...‘)

»
v -

Esercizio 2. Dimostrare la Propusizione 3.9 usando l'eser

cizieo 1 ma senza usare il teorewa di Stoue.

Esercizio 3..:Dimostrare 1'iwplicuzione (ii) => (i) del

e teorema 3.12 direttamente, us_émlo il yeorema di Tychonov. {Cca
X{E) definito dall'eq.(3.10} e K tale clxe ” f[‘ k se £~ M,
sia ,{ X, s %, ,J C X tale chel 3 “_._),...!,B 1L ;fé u-n 1'1(.:0-

T4 =l e T 0 ™
primento; mostrare che '

£€ M —s, {f(x ), £(x,) - jc‘i (2l I2l4 szy

i=

& un omeomorfismo tra M ed un chiuso iu Y).

Esercizio 4. Sia X un intervalle chiuso e limitato in 11

cc_:_) (K) 1'insieme di tutte le funzioni cumplesse cb'ntinume ed in



,  finitamente derivabili 5u K. Per ogni n sia x lo spazio metri
co Zf'(K) con 1la distanza d(f,g) Ilf-g” v Sia (X ,d ) lo spa-

zio metrico prodotto (equazione 3.3, esempio 3 ’ par J.1) e ;if

1'applicazione
£€D M) —» ¢ 9{f,f'.f",..,_} € X,
ciod pn(gb(f)j-f(“) (derivata n-esima). Poniemo

d e~ d o,y @) = d g0

f,g &2 (X).

La tdpélogia z’ (d) su  ;9'(K) & dettan topologia di L.Sclwizs

tz. Un insicme M CQQED(K) ¢ linitato se esiste una successicae

cl,cz,...e R tale che

” M < C, perogni f& M, ne NN .

. Mostrare che M C .Q(h) & compattu se ¢ solo se & chiuso
- limitatn.
Mostrare che lo spazio metr1co “_) (X) & completo e Sepa-

'xabile.



4.1

4. SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICY, SPAZI DI BANACH.

4.2, Definizioni; spazi di Fréchet, di Banach, di Hilbert.

'Sia X uno spazio vettoriale sui reali; sia Z una tcpelo

gia di Hazusdorff sull'insieme X; dirémo che (x.ﬁf) & uno spa-

zio vettoriale topologico (5.V.T) reale se le applicaziéni

: 1. X, yEXXX —= xtyeX

(4.1)
2. A)xe€RxX— Axe X \

sono continue, dove R & munito deila topologia abituele e gli

insiemi prodotto della topologia prodotto.

Un S§.V.T. complesso & definito anulogamente.

Se !5?/10) ¢ una base di iniocni dello zefo'in X, ﬁ}/(O)
ha le due proprietd seguenti:
Iqﬁ A;‘.'/(O) determina 15 to?ologiu di X: se xoe-x,lfxo+w /

/W E 1}'(/(0)} € una base di intorai di X, (eq.(4.1),1) -

: "
ﬂ,_ \‘/W € Jl/(O) & assorbente: se xv X :'m,i‘O tale che [ x(=i.
Sia X uno 5.V.T.; possiamo scegliere una base di intorai

' n
dell'origine }Y((O) tale che velga:



X. VW G%O) & equilibrato:
(4.2) Al 1= Awcew.

dove Jd€éR se X & reale, A& € se X & complesso. =~ *
Infatti: sia ’b{ (0) una base di intorni di O in X; per

ogni U € £ (0) esiste W€ Zi(0) e J» D tali che Jx€U se

XEW (e ],’1[.-_-’. d (assioma 2,} dell'eq.(4-1)).; glihiDSiemi ';‘:T_éd’l

sono aperti, equilibrati e formano uua base di intorni di O che

‘& anche stabile per omotetie: O </-Ll <1, Je A}}/(O)'%/: Cely ('0

Uno sHazio vettoriale localmznte convesso {SVLC) & uno SVT

per cuil esiste una base ‘)'-/(0) di intorni di O convessi:

_ Se W& JV'(0) ed x,y & W

(4.3) ., ‘ '

Vc(,/iE R, con a:’;'r/)=1, g(x*-‘/jyéw.
g’o\cHé‘ JINVILV o (atv \VES > DI VAL N PO c‘f"\‘ 2T

Ragionando come sopra, ‘ogni SVLC ammeite una base di 'in_torni

di O convessi ed egquilibrati.

Sia X uno SVT metrizzabile, d una distanza compatibile;

la funzione

e X —> d(x;O) = q(x)



7O

4.3,

determina la topologia'di X ed esiste una base numerabile di

intornildi 0. Se inoltre vale
(4.4) alx,y) = q(x-y) ; x,¥¢ X

allora. q & simmetrica e subadditiva:

(4.5) q(x) = q(-x)'

X,y X

(4.6) q(x+y) £ q(x) *+ q(y)

e, chiaramente,

(4.7 q(x) = 0 ﬁ%? x=0,

Se X 2 uno S5.V.T. metrizzgonlle ¢ ¢:X —> IR una funzioae
soddisfacente (4.5, 6,7) per cui co(x;¥) = q(x-y) & una di- '
stanza coupatibile con le topoiegia di X, diremo che q & ﬁna

quasinorma compatibile per X.

Esercizio 1. Sia X uno spazio vetitoriale, q:X —> 1R unz



funzione che soddisfa (4.5,6,7); forsulare 'déll-e; Eondiz_zic'mi ne
cessarie e sufficienti su q perch& X munito della topologjié
'Z’ (d), d’L(%-Y)"q(x-y), sia uno spazio vettoriale- topolo-
gico. '
Una funzione x€ X —» || x|l ¢ R su uno spazio vettoriale

X €& una norma se

| Wx+y b € fixll + byil 5 x,y€X
(4'9) hxli = 0 =» x<=0; '
A x| = LY

dove A€ TR o € se X & reale o coimplesso rispettivamente.

lotare: da (4.8) segue |
(4.9) | x-y) 2|axp - uyh

in partlcolare i x H .
La coppia (X, §-#) & uno spazio normato, d(x.y) !IX y Ui
& una distanza ed (X Z(d)) € uno Spuw vettorlale topologlco

localmente convesso; z (d) é detta topologia della norma.

Esempi.1. Sia K compatto, ¢ (K) lo spazio vettoriale



delle funzioni complesse continue su K,

) £l = sup Ji] . £ €.
e K

Allora ‘&f (X} & uno spa;io vettoriale normato.

2. Lo_sﬁazio,}f} (X) dell'es.4 par.3.3, munito della topolo-
gie di Schwarti, ¢ uno S.V.L.C. pér éui'(vedi il seguitc) mcn
esiste una norma compatiﬁile.

Particolarmente importanti souo gli S.V:T.'metrizzabili
completi:

-

Uno S.V.T.L.C. metrizzabiic comleto & uno spazio di

FRECHET;

.Uno spazio vettoriale norumaio cowpleto & uno spazio di

BANACH.

Se K & compatto, If(l{) & uao spuzio di Banach. Se Ko 1

& un intewvallo compatto,.£3 (i) & vinv spazio di Fréchet.

Esercizio 2. Se X & uno §.V.T. ed Mc X, M & limitsto se

" per ogni iutorno W di 0, esiste 5-.__1_': il tale M < }LWH. ‘Mostrcre

che gli insiemi limitatl in -éi)(K] sono precisamente quelli

kv



definiti nell'esercizio 4. par.3.3. Quali sono gli insiemi 1i-
mitati in uno spazio normato? Mostrare che ogni compatto in uno
S.V.T. & limitato. d

Sia X uno §.V. complesso; un prodotto scalare in X & una

;appliéazione X, 96 X2 (y,x)& € tale ¢he

) " P 4

1- (Y,x) = (an)s x'YE-X; Lo L. - LN
2. U xepx’) =y X)L (y.x"); XXt ye X el S E C

3. (x,x) > 0 se x$0, x&X.

LN

Uno spazio prehilbertiano & uno S.V. complesso munito di -

un prodotio scalare; uno spazio prehilbertiano I_qg;]:_g_ & defini¥
r.;)_icon le ovvie modifiche.

Sia f;.,; prehilbertiano, x,yé'/‘ij; Vg,se €, (a(.x+/,ty,;3;:+'
+/3y) . iei¥x,xy+2 ReetZ (y,x)+ I/Slz(y.)}).a 0

da cui scgue che la matrice dei coefficienti .

[

(x,x) {x,y) )
{y,x) {y,y)

ha determinante jmsitivo; quindi

o

p(x,y)lzé‘(;,x)(y;y) (DISUGUAGLIANZA DI SCHWARTZ) '



Segue:
(x+y,x+y) = (x,x)+{y,y)+2 Re(x,y)
. " ?,é- ’/.’
L x,x) + (y,y) + 2(x,x) = (y,y)<=

y
- {(x,x)% +(¥.Y)’~’t )z .

.Quindi, tenendo conto dei:punti 2. ¢ 3.-delle definizioni di

prodotto scalare, possiamo definire una norma inuyy'ponendo
%4 g
fxl= 275 xghe.

Uno spazio prehilbértiano,é noruwuto; uno spazio prehilbertiano
My | . -
/[ & uno spazio di Hilbert se & couipleto, .cio2 se munito della
. _ ,4:,- N
norma l{xl]=(x,x) ﬁw & uno spazio di Banach.

Dalla definizione di prodotto scalare segue 1'identitad dezl

;parallelogramma: sejz g prehilbertiano,

. - .
| oy 82+ Yoyl = 20yxi® + 1y i*); x,y € %

& 1'identit2 di-polarizzaziona:'




P48

2 o
{x,y) = % Z “ ax + y H :

=./
[}

L.

Si pud dimostrare: se x& X —> J x|l & una norma che sodd
sfa 1'identitd del parallelogramma, la formula di polarizzezi
ne definisce un prodotto scalare in X. (Vedi p.es.K.YOSIDA, .

Functional Analysis).:

Sia X uno spazio normato, Z 1'insieme delle successioni

Cauchy in X (cfr.prop.3.3, dim.). Z 2 uno spazio vettorizle <
plesso (o reale, se X 1o &); 1'iusieme Z‘D delle successioni c

vergenii a zero & un sottospazio e 1l'insieme delle clgssi Z/R

'tcfr.ibid_) coincide con 1o spazio véttoriale quoziente Z/Z_=
;j. (;,6)=ll Xlj & una norma in X ed f & uno spazio d_i Banach; 1
mersione 7& di X in X & liueare, isometri_cﬁ: "“}ﬁ(x)” = llxa
x &X.

Se X & prehilbertiano, ed i;ﬁ il suo completamento, le fu;
zloni x£X —» (x,y) €€, ye¢X ‘-——-;> {x,y) € € sono uﬁifo:

memente continue (usare la disuguaglianza di Schwartz) quindi

esiste uno ed un solo prodoito scalare in ’% tale che

(P&, £ = 5,7, xY¥eX;



poiche 3&(){) : :ienso, anche
(st) "”x”z .-1'6.#)%.

11 completamento di uno spazio normato & uno spazio di Ba-
nach; 31 completamento di uno spazio prehilbertiano & unb spazio

di Hilbert.

Esempi. Si® Y uno spazio topdlugico. fé'ff(Y); il supporio

di £ & definito da:

—p———

supp £ = {YC—Y / f(;’) !“ 05 .

§is ¥ localmente compatto, X< t)(Y] lo §.V. dellie funzioni

‘a supporto compatto, -

)£ " sup lf(Y)l'. feX o
BEY -

Il coupletamento dello spuzio uvimato (X, fj-#) & lo spazio
di Banach Ci (Y).

In porticolare sia Y? R; poniauno, per 14 p < oo, - -



- . .- ©ot.
. e PR .

11 completamento dello spazio normato_‘(x,n-lr) & 1o spazio

LP delle classi delle funzioni misurabili secondo Lebesgue, ta-

1i che J\] g(x)_]p dx<eo , modulo le funzioni nulle quasi ovunqu
In particolare; per 1§ p<-2, LP 2 uno s;_:azio di _Banach; LP é Hi
bertiano se e solo se p=2. |

v @

s Ll
Sia A un insieme qualunque; sia ¢ (A) lo spazio vettoria

le delle funzioni complesse su A tali che

2 ,f(«:)}z. < o0
<€A .

. .
dunque: se £ € [ (A), £(el)F0 sono per una famigliz numerabile
di indici (ordinati p.es. ponendo in successione gli insiemi fj

niti_An-.[lo(é A/,f(oc)]—? %}, n-l,z_,...); 1s 'fun'ziope

DY TN — . oL
£ £ Nl = (2 e )2
o AEA

& una norma che soddisfa 1'identit2 del parallelogramma; & der;
- ) *- . e . ’ )
vabile dal prodotto scglare
o @ -2 ® ’ .

R

o O (£.g) = 2 £(al) g(a) .
e

*
W

Palis



O W |

[ E————_ e

Dunque IZ(A) ¢ préhilberfianb;“é”anche completo: se_fne-12(1
t & una éuccessione di Cauchy ed £>» 0, per n,m>n£‘ & Ufn-fmﬂz =
-2 £ C0-£ (0] % £%; dunque, per ogni « , {£, G0} ¢ a5 Caucly;
weA D n _ n
sia f(«) = lim £ («). Poich®, per ogni sottoinsieme finito A'C 2
A} ~p ol . .
s 2' — o) A2 2 _ 2 '
:?2-';{ lfn(")-f("), Aﬂnourze.\‘]fn(‘) fm(“b)I <&, 8 fn FE1(A) e

P -— 2 . H . 2 -1
| ”fn—f}}<s; ciod f£~f -(f -f) €17(A) ed £ —» £ in 17(A).

'l

Dunque 12(A) ¢ uno spazio di lilbert.

| 4.2. Seminvrme, svazi localme.ie convessi e funzionali contizui

A S -y 2
1
i

'
H

' Sia X uno spazio vettorizle, W (X convesso ed assorbenta:

VxeX, AR :xe A W. In particulare 0= 20w,
‘ 11 funzionale di Minkowski P, @ definito da:

!
| Pw(x) - inf {Jlem+/xe}.‘wj- ; x GX.

igchiaramente: pw(x)g 0, pw(D)fD;:

ise pw(x) <1, X EW; se x&W, pw(x) 1.



- Se X & una 5.V.T. ¢ W& aperto, inoltre:
p“(x)tfl &> xE€EW . g
Infatti pw(x) l-sup 95 (W)J dove:-

¢x tAER ——}ﬁ (A1) =~ A xeX 2 continua.

4.1. Proposizione SIA W« X CONVESS0 ASSORBENTE;ALLORA

(4300 pcy) € ()¢ ()

(4.11) pyAx) =Ap,(x) i AER, x,y€X .

SE W E' EQUILIBRATO, PER OGNI A NEL CORPO DEGLI SCALARI .

(4.12) P(Ax) = [ Al Py(x} , xeX.
Dim. Sia x,y&X; £ 0. Per definizione,

-4 -4
(p(x)+£) x = w €W, (p(y)+&) y=w,EV ;



e an ot e i e caEe

e 4 e mm e s

4,13

dunque x+y= (ph(x)"l’(}')‘:zf) (,{wlt‘/j wz) " .con a{'.,/ﬂ} 0,
&’ +4 =1; poich? W & convesso, ¢/ Wit W, E Ve p(x+y) g plx)+
ep(y)+ &£ da cui la (4.10). La (4.11) & ovvia se ‘A =0; se

A > 0, pll x)ﬂinf:{,l/u //hé R, 4Wx ¢ ,}uw} =Ap,(x). Se Ve

equilibrato e A #O,IY=0e p(Ax)=ing/IA)u /e,

dxe it = A pyr. L3

Se X & uno S.V. ¢ p:X— IR diremo che p & una semincrma

se

P(x+y) € p(X)+p(y) ; x,yeX
(4.12) :

SR x) = Al p(x)

: °i scalare; xe&X.

”~ - - - - ," ’_-—“
S§ia X uno S.V. e 7 1 una faumiglia di seminorme su X; .40

& 1a topglogia definita dalla subbase di aperti

W -~ [K) = {xlex / p(x-—x')'{"_-".:. xex; pew-. é-:\'o‘
P: & _J/

Piremo che J! & una subbase ai sewinorme per X. £(75 & ai
 Hausdorff se e solo se

!

i(‘-”') x€X, px)=0 Vp e il = x=0 .
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; Diremo che JT & una base di seminorme per X, ¥ se U= ¥¢(

pell, dem, &> Ay €Tl

PP, E-7Z el s p )¢ p) .
P,(x)<¢p(x) , xéX.

4.2. Teorema X E' UNO S.V.L.C. SE E SOLO SE LA 3UA TOPULOGIA
E' DEFINITA DA UNA BASE DI SEMINORME, CHE SODDISFA LA COND.(4.]
‘ SE TT.E ]7- SONO BASI DI SEMINORME PER LE TOPOLOGIE ir B (
E' EQUIVALENTE. ‘
w ¥ < & |
an Ve e, Ipel’ i pmgor JOr x EX.

' Dim. Osserviamo che se “a & una famiglia di seminorme,

se ne pud dedurre una base ” per B’ -(T’:) prendendo 1l'insiene

dei multipli positivi delle somme finite di ”a (equivalente-
mente: dei supremi di sottoinsiemi finiti ai 1L).

Se Tre una base di seminorme, una base di intorni di O

per Y(TE ¢ data da

NMT(D) -{w /v €T}

W {xé X/p(x) < 1}



LA
Per definizione x+ ’)]Z”_(O) ¢ vua base di intorni di x;

se /’l/ ;}a sono scalari e x,x & X, P (;=7I_, e
p(ax- A, x) € Alptx-x )+ JA-], |pix )

e ¢id prova che le proprietd (4.1) valgono per (X, 733 -

Inoltre, WP & convesso per le (4.12).

' ""’ﬁ ’
Se X &@ vno 8.V.L.C. sia /H {0) una base invariante pe:x

omotetie di intorni di O convessi ed equilibrati; & immedizio -

che 1 funzionali d4i Minkowski

T : g .z & '
I -/pw/ W I/-(U)j

-

forniscono una base di seminoriae // pexr Z come richiesto:

- ;£ Y/ PP . _ -
poiche W ¢ (0) & aperto, y“(k)'-.l ¢ equivalente 8 xé& WV (cl:r.
prop.4.1 e 1'osservazione cie lu-precede).

L'implicazione (ii) =, (i} ¢ banale; per (i) -=:,~. (ii)
A S f o ea

basta osservare che ?,’<c, < V' 1imtorno convesso equilibra-

to W dello zero per ‘Z contieile unl intorno convesso equilip.e-

to W' dello zero per Z/ : quindi



i
¥

8 < = . p <1
sia £ > 0, scgue Py ((pye )+ 27153 < 1 cioe (4.12)

Py () < p(x3+ &, x & X.

[

Ua fuazionale lineare & un'applicazione F di X nel corpo

Poichd £ & arbitrario, scgue rJPES LI

degli' sczlavi (IR o ) tale che

F(:..’:;-I-/:» y) = of F(x)+»F(y); x,y€X.

4.3. Pronosizione SIA X UnO S.V.L.C., F UN FUNZIONALE LILZ~ TZ;

SiA 4] UNA DASE DI SEMINORME ¢ER Li TOPOLOGTA DI X. E' EQUIVALI

(i) ¥ E' CONTINUO;

(ii) ESISTE p < /] TALE CHE

3

F(x)" £ p(x) , KER .

im. (i) = (i) & evidsnie. (i) = (ii): xEX—> ’F(::)"

g

& una seminourwa continua per X, cuindi ci riduciamo all‘implicc

———
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zione ‘(i) =35> (ii) del teorema 4.2. [:j
Uno S.V.L.C. con una base numerabile di intorni di 0, & pe-

trizzabile: esiste une base numerabile di intorni convessi ecui-

3ibrati di O quindi una subbase nunerabile di seminorme: pl,pz,;.

gllora
. aa ‘J ,
) _ ——. - ],_ll'..';
(4.13) alx) = o 27—t
A= “A j?-l(k) N

definiscé una quasinorma ccmpativile: se d{x,y)=q(x-y) 1z

rt

Cpoln
gia %f (d) coincide con la topologia di X, per un Ergomento Gi—.
sto pid volie (parte III). |

In uno spazio normato ua fuazioaale 1inear§ € continuo se e

.splo se & linitato:

I F(x)\ £ cizai. X
L . .
Esercizio 1. Mostrare che s¢ ¥ & un funzionale lineaze coii
tinuo su é:f(K). esiste un intero N ¢ uwia costante € tali che
?’ ".
: , (’l! o " ',é
' _ l F(f)l £ C ( ‘ .f;“f(x)i ﬂx.)
' 3

12
[

ber ogni £ che si smmulli com tutie le sue derivoie agli estremi dell'in=

kervallo K.
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. Esercizio 2. Sia /il'sottospazip di Zf{ R) qelle fur
zioni £ tali che x — '(1'&(2)N fm)(x)le t‘; {R); V N,M E€N.
Definiamo una subbase di seminorme in_‘)p : se (aN,hN) ¢ wa numera=

zione delle coppie di mten

28N
py(f) = supl(IHc) f(bN I H feao;..-
xelR
mostrare che, nella metrica definitas dalla quasindrma (4.13), J
2 cbnipleto. Mostrare che J & séi)arabile. Mostrare che, se F &
un funzionale lineare continuo su J.. esistono interi NNM ¢ una

costante C tali che : L : .

| 5o | < ¢ (J]f("’ ) | 2 aedM an
, R . .

I funzionali linéari continui su jsono détti distribuzio-

ni temperate.

Esercizio 3. Sia X= J o ,9(1(), toém o_toéx risp.: se

N & un intero pesitivo, mostrare che

F(x) = x(N)(tD) , x&X

# un funzionale continto.

“



. v e i — =

e i m— e Sememi -

Esercizio 4. Sia X un intervalloe compatto in ™, 9 C ,;P

i1 sottospaz1o delle funzioni per cui
supp £ € X .

Mostrare che &jp e jEﬁ(x) inducono la medesima topologia su

f :EL » & pET essa .ZL- ¢ di Frechetvmostxando che 59 & chiuso
an D). |

" '
Eserc’zio S. Sia -ED ==\J%:J Lfintervallo compatto}

f= Vl, CnnT}/MENi

‘E aperto in §D per ogni intervallo compatto X.
i

. Per definizione, UCD & eperto se U e
i“-.

Mostrare che}a & uno S.V.L.C. (uxtenz1one' non vi sono basi
numerabili di intorni di 0).

Mostrare che F & un funzioaale lineare continuo su,y; sz o

.so0lo se tale & la sua restrizicae

F/‘,% ) VK intervailo compatto < R
K
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4.3; Spazi vettorjali in dualita

pALT e amiEie

Siano X,Y spazi vettoriali entrambi reali od entrambi com

plessi; diremo che X,Y sono in dualitd se & data una forma bi-

lineare & -valori rispettivamente reali o complessi,
X,y € XxY —> Ly,x >

tale che

x€X, yx>=0 Vyey = x=0;

yEY; (yaD=0 VxeX =, y=0 .

La topologia & (X,Y) su X é.pér'definizione la topologia

debole definita dalle funzioni (par.l1.4)
XEX —> Ly, x> i YEY ;

munito di & (X,Y), X & uno SVLC ed una base di seminorme & da-

ta da

| P,/ 3C Y finito | dovg;. ..
(4.14) [ & 5
] PyC) - > lax>].
g€ 3



M .:“ LS
gt 3 e
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A Y (] .'...".r,,-'l‘w"" ol R et VTS gD e e

4.4, Provosizione: SIANO X,Y S.V. IN DUALITA', F UN FUNZIONALE

LINEARE SU X; LE SEGUENTI CONDIZIONI SONO EQUIVALENTI:

(i) I yeY TALE CHE F(x)=<y,x> ; x £X.

(ii)  FE' A(X,Y)-CONTINUO.

Dim.: (i) =» (ii) & ovvyio. Per la prop.4.3, (ii) ==» esiste

:'E;C Y finito tale che

(4.15) | ' F(x), é P;, () ,. xéx .

Sia 9.=(71,.'..,yn); da (4.15). segu; g”yi,xfr’ -?0, i=1,...,n
== F(x)=0. Quindi, se M & il soicuspuzio di V u,]Rn (\.’-=C?1 sz

ebbiaco S.V. complessi) gencruto dai vettori C{'yl.x> puee ,<y_1,:'" :

N

——

¢ X, esiste un funzionale liucare £ su M tale che

aeX - > (<Ylax> """-Qn'x:)) c M
\ "i_.f
- B(x) -

sia commutativo.
. Ma cgai tale £ & dato da un veiture _Zt_,ev wediante la fou

4%
mula: f£( [cl,...,cu) ) = :_ZE‘ ,’Lici; auague

-5 . L. 1
Fzx) = 2. }Lf<yi,::,--=-:_7,::,w . L_l
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4.4._,‘J,Teorema di Hahn-Banach

M ' B -
ER " P - .-
B I b e

4.5. Proposizione: SIA X UNO S.V. REALE, p:X —> R UNA FUNZIO

NE TALE CHE

L]

px+y) &£ p(x)+p(y)
(4.16) | .
P(AX) = Ap(x) ; x,y€X, AeR, .

"SYA MC X UN SOTTOSPAZIO ED £ UN FUNZIONALE LXINEARE DEFINITO -

SU M TALE CHE

Fx)< p(x) , xXEM
ALLORA ESISTE UN FUNZIONALE LINEARE F SU X TALE CHE
(4.17) F\M-f;.

(4.18) F(x)S p(x) , X€EX .

Dim, Parte A; sia X=M+ m.xo, xof M. Definiamo un funzionale fA

su X, « &R, ponendo:

g((x-»}\io) = f(x)+ «A i x€M, AER. }
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‘Basts mostrare che esistono valeri di 0-(, ‘per cui
(4.19) - £x)+ 4l g pxt Ax), xeM, Aém.

Poiche per A =0 la (4.19) vale per ipotesi, basta dimo-

strare che, se/H > 0, valgono le relazioni

£{x) +agid <. p(x+/ltxd) .
x_eM,/u‘}O

£(x) -nsM £ p(x-/uxo)
Per 1a (4.16) e 1la linearitd di £ basts, ponendo.y-z‘,
-pl-x_*y)+£(y) £ o £ p(x+y)-£(¥) .
Perch® esista un i:nle ol € M occorre e basta che
(4.-10) ' —p(fx;'y)*f(r).( i)(xow‘):-f(‘y') P YLy E M

ciod £(y+y').€ p(x *y")*p(-x *y ); poich £(y+y') <p(y+y') per
_dpotesi e per 1a (4.16) pUy+y')=p(y'+x ty-x_) & p(x_*y')+p(~x_+y)

;l_u (4.20) & dimostrata, dunque esiste /& R pér cui la (4.19)

vnlé.
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~ Parte B: Sia A 1'insieme delle coppie (N,g) dove;NC X &

un sottospazio contenente M; g & un funzionale lineare defini-

to su N tale che

g|M=~£f ;

g(x) £ p(x); x EN .
Definiamo un ordine parziale in A ponendo:

(N,0) < (N',g')  se
(4.21) |
NCN' g" N = g‘ .

Sia BC A un sottoinsieme linearmente ordinato; mostrismo che
esiste un estremo superiore di B in A,

Poniamo

C/‘ﬂ 'Vl[N/(N:E)EBS‘;

se xXeEJHN, sia (N,g)€ B tale che x € N; poniamo
G(x) = g(x) .

Poiche B-Ellinearmenté ordinato, G{x) non dipende dalla scelta



scelta di (N,g). Chisramente

@6 e A
@,G6) > (N,g) se '(N.g)‘é B

Per 11 lemma di Zorn segue che A possiede un elemento mas
simale, (M1, F). Mostriamo che M1 =X. Altx_‘in_:enti esiste x'oe X\
posto /”Z, - M+IR X la costruzione della parte A applicata ad

.F fornisce un funzionale F, per cui

) | . '
]

cid & assurdo perche m'r“m‘ e (M,F)

& massimale in A. Segue

che M =X ed F soddisfa le (4.17), (4.18). [1

i
1

4.6, D_sse'r'vu'z'ioné: Se nella prop.(.d, p & una seminorms ciod

p(x)=p(-x), x€X, allora da (4.'18) segue

lF(x)lg p(x) , x€X ‘

i)giché F(~x)=-F(x) per linearitai.

4.7. Teorema: SIA X UNO S.V. COMPLESSO, p UNA SEMINORMA, M UN

SOTTOSPAZIO DI X. PER OGNI FUNZIONE LINEARE f:M -—» € TALE CHE



—
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(8.22) ) pm o oxen

ESISTE UN ,FUNZIOHALE' LINEARE F:X —» & TALE Q{E
(4.23) : Fll»l_sf ; iF[x)j{‘p(x), xE X .

Dim, Poniamo g(x)-Re f(x), xgM; g ¢ un’ funzionale lineare

-
-

reale sullo 5.V. reale M, ¢ soddisfa 1a (4 22] Per l'osserva- b

zione 4.6 esiste un funzionale G lincare reale sull’.o S.V. rea- g?_:
.- . i .:1- l‘

pres

le X 'itale che

GI"”S ;e € pxd), xem.

oy

Poniamo F(x)=G(x)-i 6(ix). F & lineate per la struttura di S.V...:
reale d1 X; mostriamo che & lineare per la struttura di s.v.

n:omglesso. basta F(ix)=1 F(x), x ¢ X. Infatti

F(ix)=G(ix)-i G(-x) = i G(x)+G(ix) = i(G(x)-i G(ix))=
=i F{:) /
s

.
b,

.

Pgich? £(x)=Re €0)+1 Inf(x) = Re £(x)-i Re £(ix)=g(x)-ig(ix),

FlM = f. Basta mostrare la seconda delle (4.23). Sia XE X.e poniamo

l



F(x) = ei_vi -F(x)l

.allora F(e"'ivx)"}l:(x)' & reale quindi

)F(x) | = 6™ ¢ pe™V) = pi)

poich® p & una seminorma,

4.8. Teorema. SIA X UNO S§.V.L.C. REALE, X UN INSIEME CONVESSO
CHIUSO IN X CONTENENTE O. PER OGNI xo¢ X ESISTE UN FUNZIONALE

LINEARE CONTINUO SU-X TALE - CHE

]

(4.24) fx)>1 5 £ 1, x€K .

Dim. Poich2 (K & aperto e xoe Ck esiste un intornoMi O tale
che xofvc, €X; poiche X 2 uno 5.V.L.C. V si pud scegliere con-

vesso ed equilibrato. Da x + VA K = @ segue

1 1 .
(4.25) xq+-2-VnK+§ - @ .
i
5ia U = K + % Vi U & aperto (perch® unione di aperti); U & con

. 1 1 - 1
ressor & (Ky+ 3 vy} + AKyr 3 Vp) = ol Kpr8K 45 (elvyAv,) €U
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se 'Kl'Kze X, ViV gv e o(-l-/! =}; 95{17 0. Dalle (4.25_) .$egue

X, ¢ U. sia M =R.x_ e Py il funzionale di Minkowski di U (cfr.

prop.4.1); definiamo
£ Ax €M —> Apylx) ; AeR.

Chiaranente fo(xo)-pu(xo)}l perchd xoé'il-; .fp(x)'é p“(x) se xEéM

Sia £ un funzionale lineare su X tale che le = f0 e {(prop.4.5)

(4.26) f(x) £ pu(x) » XEX .

Per definizione pu(x)c 1 se x&€U quindi 1a (4.24) & soddisfatta

Poich? f 2 lineare dalla (4.26) segue
| @) < ey = pe0
quindi £ & continuo. D

4.9. Corollario . SIA X UNO S§.V.L.C. COMPLESS0, X UN CONVESSO

CHIUSO IN X CONTENENTE 0; SE x°¢ X ESISTE UN FUNZIONALE LINEA-

RE CONTINUO SU X TALE CHE

Re f(x°)> 1 ; Re £f(x){ 1, x¢K ..

La



pim. Evidente, [

4.10. Corollario. SIANO X, K, X, COME NEL TEOREMA 4.8 SALVO

L*IPOTESI O€ X; ESISTE UN FUNLIONALE LINEARE CONTINUO f SU X .

EDo{€ R TALI CHE
(4.27) . £(x)>of ; £(x)K<X, xeXK .

Dim. X1 teorema 4.8 applicato & x -x;, K-x; con x, fissato in X for
nisce un funzionale £ per cui vale 1a (4.24); se X =1+£(x,),

segue 1s (4.27). IJ

4.5, Spazio duale di uno S.V.L.C.: topologia debole; teorema

del bipolare.

! Sia (x,%) uno S.V,L.C., X' 1'insieme di tutti i funzio-
nali lineare continui (di X'nggli scalari di X); se f,g €X',
_éd 05/5 sono scalati,{o( f+/$.g-:xEX——7 a(f(x)*-/! g[xﬂe-l{' quin

di X' & uno 5.V. reale o complesso_ secondo ch_é X & verle 0o com-

—— mar—e w— a —m e et - = oM

i plesso.

I { Lo §.V. X' & detto duale topologico di X.
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La forma. bilineare
fEX', x€X — <f.x) = f{x) .

pone in dualitd (par.4.3.) X ed X'. Infatti, se (f,x} =0
b/ x€X, £=0 per definizione. Se x € X, x¥0, gli enunciati 4.8 e
4.9 applicati a X =X, K='{0§ dicono che esiste f€X', con

£(x)70.

La topologia debole di X & per definiziome ia‘ & (X, X")

L

topologia. o

Ls topologia # ~debole di X' & per definizione la

& (X',X) topologia.

Evidentemente,

1
k)

<L (428 sxxy < ¥

Dalla proposizione 4,4. e dalla definizions di duale X',

abbiamo:

=

.11. Proposizione. UN FUNZIONALE LINEARE SU X E' CONTINUO SE

Lit

SOLO SE E' DEBOLMENTE CONTINUO.

L

Siamo X,Y 5.V. in dualitd; se ECX, i1 polare @i E in ¥



wm, A

2 definito da

(4.29) ' E"-{yéY/ Re{y,x).él,xéli} H

dove la “parte reale" & superflua se X,Y sono reali.
Per definizione EC E°°,
Chiaramente, E* & convesso J(Y,X].-chiuso, confenente 0.
In particolare se EC X, X S.V.L.C., il polare E° in X®

& % -debolmente chiuso; se FCX', il polare F° in X & debolmen

te chiuso. Se E c X, E*E".

4.12. Teorema. ('i‘éorema del bipolare).
SIA X UNO S.V.L.C. E X X CONVESSO CONTENENTE L'ORIGINE;
LA CHIUSURA DI K NELLA TOPOLOGIA INIZIALE COINCIDE CON LA CHIU -

SURA DEBOLE DI X E SI HA
(4.30) : K =X = K°°
DOVE ¥ POLARI SI RIFERISCONO ALLA DUALITA' TRA X ED X'.

Dim. Poich® KC X°°=K°® e K°° & debolmente chiuso basta X°%¢ K.

Se x#f gli enunciati 4.8 € 4.9 mostrano che esiste £& X' tale

. che Re Lf,x>< 1, x¢K, ciot £€ K°=k", e Ref,x Y > 1 ciod xg¢ x°° [
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4.13: Corollario. SIA [X,?f) UNO S.V.L.C.; I CHIUSI CONVESSI

SONO GLI STESSI PER ¥, E PER & (X,X').

Dim. Per entrambe le topologie, EC X 2 chiuso se e solo se,
fissato x'¢ X, x"+E 8 chiuso; quindi basta ridursi ai convessi
contenenti 1'origine ed applicare il Teorema 4.12. D

Se ECX & un sottospazio vettoriale, -

E*=E u{fé)(' / (f X =0, xeﬁf

pouhe Re ¢ y,) x)£1 V4 =;> <y,x>-0 dunque re-pt 2

un sottosgaz1o vettoriale.

'4.11.'Corbllarjo._SIA ECX UN SOTTOSPAZIO VETTORIALE; ALLORA

(4.31) . E-’Ed_eb - gt

IN PARTICOLARE: LE.FAMIGLIE DEI SOTTOSPALI CHIUSY E DEBOLMENTE
CHIUSI COINCIDONO; UN SOTTOSPAZIO VETTORIALE CHIUSO E' INTERSE

ZIONE DI NUCLEI DI FUNZIONALI CONTINUI:

Yl = £ )ofy, fex .
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4.15. Teorema _ SIA X UNO 5.V.L.C., £ ED £' FUNZIONALI LINEARI

SU X; ALLORA

(i) £ ED £' SONO PROPORZIONALI &= 72 (£)=7L(£")

(i) £€X' ¢» 7] (£) E' CHIUSO.

Dim. Basta supporre FJ(£f)FX. Per (i): I x €X, £(x_)=1;
Vxex, x-x-f(x)x;ka)xo-xwf(x)xo,'x'e'ﬂ'(f); se M (£ %5,
£ (x)=£" (x Y E(x), £'(x,)¥0. o

Per (ii): se £€ X', #1 (£f) & chiuso perch® controimmagine conti-
nua di un chiuse. Sia £ lineare, 71 (f) chiuso FX. Per il Corol-
lario 4.14 3£'é X, W[f')?ﬂ (£), f')‘b; X1 ragi'.mlamento pre

cedente mostra che f= Af' £ K‘.D -

" 4.6. Insiemi % -debolmente compatti: teorema di Alamoglu; topo-

_l__g_gia forte del dualé.

4.16. Teorema (ALAOGLU). SIA X UNO S.V.L.C., W UN INTORNO CONVES
SO ED EQUILIBRATO DI O IN X. IL POLARE W° DI W IN X' E' & (X',X)

COMPATTO.

In altre parole: detto p il funzionale di Minkoswski di W 1'in-
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sieme

(4.32) | {fex' / £} £ px), xeK} ~y°
2 I:ﬁ’-debolnente compatto.

Dim. Se x€W, p(x) <1 qgilid_i |£()] £ pGx),x €W -}l Re {£,xD <

= £EW°. Poiche, se £ 0, xeX (p()+E)7" x €V, Re £,5> &
p(x)+ € Veew ; poich2 W & equilibrato segue j(’f,x}lg p(x)

o cid verifics 1'identitd (4.32). |

Per V x€EX siﬁ kx - {zél: / ]z]$ ptx)}; [x ¢ compatto.nella

topologia ibituale, quindi 1o sﬁazio topologico prodotto

e JT

x€X Tx
-.:& compatto’ (Teorema 2.1). Definiamo .. -
(4.33) f}b :ﬁ' —> K ; [#(f)] (x) = £(x) & Kx; x&X ;

chiaramente 7[/[!\"’) ] 1"iﬁs_ieme- dégli eleménti in X che defini-

scono un funzioanle lineare (che sard sutomaticasmente continuo
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perch2 denominato dalla seminorma p), ciod: i v

' . =1 ,
(4.34) - ?P(W).‘: ( “Bh ) ({°}.
[CRONS Zoox Pexiiy * B7F,
«ne C .

poiche le proiezioni P sono continue per definizione,

Pk"w/!g -ﬂP N 4 ——} € & continua e 1'immagine inversa de
1o zero & chiusa; quindi %(W ) & chiuso in X, ¢ dunque compat
to. Per definizione delle topologie ’Aé' 'aperta; ‘poiche & biuni

voca, W° & compatto (Teorema 2.5). D

‘Munito della topologia % -debole, X' & uno §.V.L.C. il cui duali
¢ X ( proposizione 4.4); vi & un'altra topologia molto importan'-

te su X' er cui cid non & vero in generale.
» D . y 4

Sia Bc X un insieme limitato, f€X'; £ 2 limitato su B: gli in-
siemi'-( x/ lf(x)]( N} sono immagini omotetiche di un intorno
di 0, quindi uno.di essi .contiene B (par.4..1.'-,- esercizio 2). La

topologia forte di X' & definita dalla famiglis di seminorme

{ P, / BCX limitato 5
(4.35)
Pg(f) = sup I(f.x>’ .3 fE€X' .
CxeB R

i’oi_ch! un insieme Finito & limitato, la topologia forte & pid
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N DV

forte della topologxa M ~dcbole. Una base di. 1ntorn£xﬁl O per

1n topolog1a forte di X' 2:
{n“ / BCX 1imitato} .
/ : .
Sia %; 1a topologia forte di X'; abbiamo dunque
‘ - .
g > &E,x
e per conseguenza (prop.4.4)
Xe (X', §@x,\))e X,

se si ha uguaglianza, X si dir!'semirifléssivq s¢ inoltre la to-

pologia di X'conicide con la topologia forte di (K',%L)‘, X &

riflessivo.
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4.7, Convessi compatti in uno S.V.L.C.: Teorema di KREiN;MILMAN;

teorema del punto fisso di MARKOV-KAKUTANI.

Sin X uno ,S.V'.L.C., KX convesso e compatto. Per £€ X', la fun

zione reale continua
XEX ——) : Re L £,x >

assume un massimo su K (corollario 2.4), sim esso of .

L' iEerEiano'M' di equazione
i : ' Re {f,x) = &
& _?_:_gzigente a K nel senso che

{4.36) l’xl.xzel(. a(xl-l-,dxzéM; %0, 3> 0.&(#-/3 -=1J$ xll,xze M;

3 inoltre MAK B convesso; un convesso FC X con la proprietd (4.32)

sard detto una faccia di X.

B Dunque MK & una faccia compatta di K.

-:i Se K non si yiduce ad un punto esiste un iperpiano tangente M
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jtale che NAKAK: sia x,,%, €K, x,Px,; basta scegliere £ €X' ta-
' ;'_lle che f(xz-xll-l {par.4.5) e M= {x/R_e Cf,x> = ‘f}. dove « &

i1 massimo su K di 'Re(f,x); se x, €M K, Re (f,*xl? - e -1,

2
:"114 MA K.

é.'Se FC X & una faccia ed F'C F 2 una faccia del convesso F, segue '

dalla definizione che F' & una faccia di K. Se {x} ¢ una faccia

di X, x € un punto estremale.

L'argomento precedente mostra che ogni faccia chiusa minimale in

‘X coicide con un punto estremale.

- 4.17. Teorema (xﬁEINJMILMAN)- SIA X UNO S.V.L.C., KC.X CONVES-

S0 E COMPATTO.

..(i) OGNI IPERPIANO TANGENTE A K CONTIENE UN PUNTO ESTREMALE.
(ii) K E' GENERATO DALL'INSIEME Extr(X) DEI SUOI PUNTI ESTREMA-

LI: L'INVILUPPO CONVESSO DI Extr(K) E' DENSO IN K.

Dim. Per (i): sia M u‘n.iperpiano tangente 8 K; mostriamo che
F=MAK contiene una faccia chiusa minimale, quindi un punto estre
male. Sia 3‘ 1'insieme delle facce chiuse di K contenute in F,

! parzialmente ordinato per inclusione. Per il lemma 4i Zorn basta

i:";li::u:o.‘f.trn'e che', se .{C 51 ¢ linearmente ordinato (FI,FZE;(E-e; F

1(.'... F

2
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nppure FZCF ) esiste F 65’ gcontenuta in ogni elenento di ,{ :

Usiamo di nuovo la compatezza di K: ad ha 1a proprut! dell';n-—

tersezione finita perché 2 linearmente ordinato per inclusione,

guindi /\f:—: Fo 7 9. Ma Fo _! una faccia chiusa. Quindi'(Zorn) 5‘ '
possiede |.m elementp- minimale cio? M contiene un punto estremale
di K. |

Per' (ii)i sia l(o 1'inviluppo convesso di- Extr(X) ‘. (c_:ioE: Ko e 1l
pid piccolo convesso in .X contenente Extr(X); ovvero: X, 2 1'in
sieme delle combinazioni convesse finite di elementi di "_E_xtr(l()).;

basta suppbr're 0€ KD. Per jl teorema 4.12 dobbiamo dimostrare
sC
Kc Ko

poiche da KDC K segue comunque I;"C K. Dunque basta

{(4.37) ‘ x;cx" .

Ld
& v

Sia féK; ciod: £€X',

(4.38) Ref,xp 21 , x ek,



o

M.‘CIAEA.
Sia /3 il minius della funzione reale continua x——ep Re~(f’xﬁ>
sul compatto K. Dobbiamo mostrare £EK° ciod ﬂ} l. Ma 1'ipey-
piano di equazione Re <f,x) -/S ¢ tangente & K quindi (parte (i))

contiene x € Extr(XK) &K ; dunque dalla (4.38) .segue
/5 - Re <f,x°> >1 .

Una proprietd inportantiésima dei convessi compatti in uno S.V.

L.C. & la pi-oJ:ri‘eta del punto 'fissu'espressa dal seguente

4.18. Teorema {SCHAUDER-TYCHONOV) SIA X UNO S.V.L.C., KX CON~
VES50 E COMPATTO. OGNI FUNZIONE CONTINUA £:X —> K HA UN PUNTO-

FISSO IN X; CIOE! 3 x € X,

f(ID) - KD -

(Per la dimostrazione: ;_r,edi N.Dunford, J.T.Schwartz: Linear Ope-
rators I, capitolo V par.10).

I1 teorema citatq si riferisce ad una singola trasformazione con
tinua di-X in s&, non necessariamente _lineare. -I1 teorema di pu'r_x_-

¥ .
to fisso che segue 5i riferisce ad una famiglia arbitrariz, purch?
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commutativa (eq.4.%0) "di trasformazioni lineari di X in sé€. o

4.19. Teorema (MARKOV-KAKUTANI). SIA X UNO 5.V.T., K€X CONVES-
S0 COMPATTO. SIA # UNA FAMIGLIA DI APPLICAZIONI LINEARI' CONTINUE

DI X.IN SE' TALE CHE

(4.39) TKCK; Te &

(4.40) T,T, x=T,T, x ; T,,T,€ & " xeX .

" ALLORA ESISTE UN PUNTO FISSO X, IN K.COMUNE A TUTTI GLI ELEMENTI

DI & :
T x =X, Te &.

Dim. Per T¢ #, né€lN, sia

pm ?i‘}‘f s T 4.+ T ;

3
X

] r - (n) . -
poniamo Kn,'!‘ TV K; X [Kn,'l'/“ €N, Te ‘!} .

Poich® X & convesso, CK (4.39); dalla (4.40) segue

xn,'l‘
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(m)y _ g (m)y(m)

T{n)Tz K qqind.i |

) ' (n)..(m)
(4-41) 2,10 Km.'rzg Ty K

Poich2 X & compatto ¢ Te¢ # continua, ¥ 2 una famiglia di chiu
$i in K con la proprieta dell'intersezione finita, da (4.41).

Segue

AH s

+ Bia x € /\ yﬂ - Per T€% mostriamo T x ~x . Basta mostrare:

W U intorno di 0 in X, T x_-x_€ U.

-}

, Poichd xo E/\'yf, esiste x . K tale che

K

i

(I+7+.. .+TN) Xy

M
W
2=

R 1 N+l 1,
da cui T X" %" N (T xN-xN) € N {(X-X).
Basta dunque ‘mostrare che % (X-K) U per N opportuno. Ma K-K
& compatto perch? immagine continua del compatto Kx K. (teorema
!2.1 e postulati 1., 2., par.4.1); dunque X-K & limitato ({ﬁU/neNJ

2 un ricoprimento di X pérch! U E'assorbente, par.4.1) ed N
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per cui K-Kc NU. D

Notare: nell'ultimo teorema non & stato necessario supporre X
Ve ' :
localmente convesso. -

&§.8. Spazi normati e di Banach; immersione nel biduale, topolo-

gie deboli e teorema di KREIN-SMULIAN.

/r '
Sia X uno S8.V., 2’ e Z due topologie di X determinate

da-lie norme § . J|, A~ "'; dal teor.4.2 'segue:

/ . ' | ,
(4.42) §<U& F o0 :0xh ¢<xlix I, Vxex;
quindi anche

(4.42") ’Z<‘(’(=-> Se {xn/npﬂ}C X, xn—-}'O (&h

-.:;- x, —>» 0(%) .

4 : .
Se L’--Z le due norme sono dette equivalenti.

4.20. Proposizione  SIA X UNO S.V. NORMATO; SE DIM X = m <e0,
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DL

k4

X E' DMEOMORFG A €". OGNI SPAZIO NORMATO A DIMENSIONE FINITA E'
. DI BANACH; OGNI SOTTOSPAZIO A DIMENSIONE FINITA DI UNO SPAZIO

' NORMATO E' CHIUSO.

Dim. Basta la prima asserzione. Sia el....,en una base per lo

S.V. X, §x/l 1a norma di X e

. - L]
NES (_flxiiz)”z se x =L xpe,

iey £y

- by 2.1/2 ,
chiaramente § x i < Zjx.} fe ¥ < (_gluein ) Hxd,,

= N .
dalla disuguaglianza di Schwartz. Quindi ?;{goper (4.42). .

Mz la palla unitd é&i [ compatta quindi

! xgo) = {xex / "xﬂo < 1]_ [ {‘— compatto ,

Poicht § 2 4i Hausdorff, &=L, ' su x{? (coroir.z .6).
illlostr:latm‘: che Z(t usando (4.42").
Sia xne X, xn?-% 0 (&); se xn-—/-> O(f') passando a
una sottosuccessione possiamo supporré‘ " x “‘ _>,_E.>D. Allora
-1 0) " |
vy = Hx e x0,y = o8y, fly fl 1t assurdo per-

i_;:he 'gu Xio) & ’Z = Zo . J:]
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: Esercizio: '_ripetére il ragionamento supponendo che X sia

uno S§.V.L.C.

4.21. Lemnma. Sia X S.V. normato, MC X sottospazio chiuso;

VE> 0, X, € X, tale che.
(4.43) fox ll=1 Al > -k,

Dim. Se d(x,M)=0 x€ M perchg M & chiuso; quindi esiste x¢ X:

A(x,M)=d? 0. Per defin:lzioné, 3 x'e M tale che
‘ -1
f x-xf| < d(i-&)

quindi x, = ﬁx-x‘” -1 (x-x') soddisfa:

Fox =15 acx, o= fxx 7 aicx,m=aoe,m fxxt ) 7> 1

[]

Osservazione: Dal Lemma e dalla Prop.4.20 5égue:

Uno spazio normato Tocalmente compatto ha dimensione finita.

Esercizjo 2. Dimostrare che uno 5.V.L.C. localmente com-

patto ha dimensione finita.
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Sia X uno 5.V. normato. Dalla Pi‘op.lf.l., f€X' e & 30lo

se o K>O0:
(4.44) , (f.x}i € X0x)) , xeX ;
l'estrgmo-inferioré I £l dei numeri K per cui ‘la (4.44) vale &

dill = sup J<ex>] 7 xex, Axhg1f- Py (O

(cfr.gd_.lj.S) ed & una norma su X' che definisce la topologia for-
te di X*': ogni limitato diX! contenuto infatti in N Xy per un

:intero N.

1
L

4.22, Proposizione. IL DUALE FORTE X' DT UNO SPAZIO NORMATGO X

E' UNO SPAZIO DI BANACH. -

Dim. Sia fn una successione di Cauchy in X', allora ﬂ fn" -

limitata, f fn" < C. Poiche

was) [ Cegegx>) < leg 4 H << £ fixll

se n,m > ‘}'
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lim, <fn.x> - £(x) esiste e definisce un funzionale 1:1."}_ne.are.
Poiclh2 |f[le = liml}<fn.x>’$ Cpx)), fe X'; da (4.45) 'passsl.g
do al limitg PET N <> =0, fl fm—f il <& se m;ptk ; c'io;é' fn g cbp_
vergente ad f ed X' & completo. D

Sia X" il duale forte dello spazio di Banach X'; se x €X, &
[ <20 < Ak -l | -fGX'.
quindi ponendo
| iy, £ = <£,x> ;fe X

abbiamo un'applicazione lineare i XxX— x» tal‘é che Hj[x) ]\{J[x]l;

3 & detta 1'immersione canonica del bidusle in quanto:

4.23, Proposizione. L’IMMERSIONE CANONICA DI UNO SPAZIO NORMATO

X NEL BIDUALE E' ISOMETRICA.

Dim. Basta mostrare che esiste fgX', [ f” =1 tale che < f,x> =}

Sia M il sottospazio €., x di X, fo:H —> § definito da

£EAAX) = 2kd .
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. Chiarame_nte "fo“ wl, Per il teorema di Hahn-B’anach'lé._ﬁi.\esiste una
estensione £ di £, ad X xome richiesto. D
Poich® X" & uno spazio di Banach ségue: la ch;iusura di j(X)
v & isometricamente 1s.nm-orfa al completamento di X (vedi Cap.I1I e
:gg'_- par.4.1).
Se X & compieto, J(X) & chiuso im morma in X"; la chiusura _

"~ % -debole & dsts invece (teorema del bipolare) da
. . g At
(4.46) B 1o SHEE ¢ i &

.. pOiChé j(x)"L - ,{f e X'/ G{I)’f> - -,-(f,x) "DJ'.' XJ}‘-{D}.

. Quindi: l'imérsioné di uno spazio di Banach nel bidusle & chiu-
538 in norma ma *-debol.n_lénte densa; j{X) & 1l'insieme dei funzip |
.nali lineari *-debolménté continui per X', ma non esaurisce i

funzionali continui in norma su X', se X non & riflessivo. Uno

Ry

spazio normato quasi riflessivo & riflessivo.

Esempic. Sia X= - &m\l) = spazio vettoriale delle successio

i ni complesse che tén@ono a zero. Seppiamo.- che X & uno spazio
|
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di Banach con 12 norma
Sia,-ene X: (€ ).-J“. ; 51 ha

se FEX',

! n
mzo N

CEx> »  XLox LE€ 7 = 2 Ax -

: -
da cui facilmente: 2 ’ﬂml = Fl , e.f —» (1, 4,-.) defi
. mzo :
: . : 4 :
nisce una isometria lineare di X' su € (V). Analogasmente si

vede cheﬂ se & e X",

- 2

<§/ f>=' i fmﬂm !
iHsH -S:ﬁ 151,

@efiniscé una isometria lineare di X" sullo spatio di Banach fnmﬂf

delle successioni. complesse limitate.



3

Vi & una $mportante topo-
logia s'ul duale X' di uno spaz.io di Banach X, che & intermedia
tra la topologia ¢-debole & 1a topologis forte, per la quale

le forme f¢ X'<—» << £f,xD> , x €X, esauriscono le forme linea-~

ri continue. Per introdurla, ossérviamo che x'-V{ }(l'x / pwl,z,...j
dove x‘; -{.fé Xt I.ll £l £ n} ; sia 'z/m:la topologia indotta

su XI'I dalla topologia .)(-d_ebole, La topologia che ci intefessa.

2 il "limite induttive" delle topologie £ :UC X! & aperto se

Vn, UN X"l ¢ un aperto di 2; . In tale topologia, come & fa-
cile \rederé, se una successione -genérai'i'zzata & coilvergente esi
ste una so_ttosuccéssioné iénéralizzata Timitata converkente,(ﬂ)
Diamo una définizio;le diversa di tale topologia, da cui &

evidénté che con essa X' diviene uno 5.V.L.C.; successivamente

{Prop.4.26) mostriamo che le due definizioni coincidono.

Defin‘i'zicme. La topologia B #de‘bole di X' (BX topology") &

la topologu kﬁdeternmata dalle seminome

(4.47) p,(£) = sup“c{f,x')’ /x ;A} i AC X numerabile & con-
. ' vergente & xero

|

|

t una successione ordinaria . *debolmente convergente & sempre
iimxtata, vedi Cap.V, teorema di BANACH-STEINHAUS.
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Se A & finito, Pa & una sé;ninormg della topologia -xc_i"e?)ole; quin
di

: | ,
(4.48) | Sx,xy < 2"3 <¥! ..
Le topologie J(X',X] e k_;coincidono sugli insiemi limi
tati: A, = /xe A/N xn;j ‘< A & finito (cfr.(4.47)) quindi se

feXx:, vale P (f) £ p, (£)4ng,
) | e

4.24. Proposizioné. SE FE' UN FUNiIONAL'E B x-DEBOLMENTE CONTI-

NUO !SUL DUALE X' DI UNO SPAZIO DI BANACH X, ESISTE xg € X TALE CHE
- <f,xF>- F(f) , fé€X'.

Dim. Esiste (Proposizione 4.3) A € X numerabile convergente &

1 zero tale che
(4.40) | Ee| gpn L fex .

se A = ('al,a_z,...)_, VEex & (f,li> ——) O per i »e0
Quindi ’f‘-{(’f,al) ’ (f,a? ,...}€ ("_:GN) e per la (4.49)



W

R :
- F(f){. f
| ‘ ('JRN ”t’_(m)
dunque gF_:§ —» F(f) definisce u;l funzionale lineare e conti-
nuo. Pertanto JF A= (ﬂ_,}ﬁl,...) £ f"‘(ﬂ) = &m)','tale che
g, () = <A, 1>, cio: -

=4

JORPOYEIEPRINR LRSS

. s ' . ) B
dove x > I,l;ai converge nella norma di X, D
=1

F
Le t0po-logie' SX,X) e ZB hanno dunque gli. stessi funzio

nali lineari continui e quindi (par.4.5) gli stessi convessi chiusi

: v :
4.25. Teorema. (KREIN-SMULIAN). SIA X UNO SPAZIO DI BANACH, M&X'

CONVESSO; E' EQUIVALENTE:
(i) M E’ %-DEBOLMENTE CHIUSO
(ii) MAX}  E' #-DEBOLMENTE CHIUSO PER ¥/ 1> O, DOVE:

xy = f€ex /7 jieh< A},

4,26, Prg’pgsizioné. SIA X UNO SPAZIO DI BANACH; LA TOPOLOGIA B~

4#~DEBOLE DI X' DEFINITA DALLE SEMINORME (4.47) COINCIDE CON LA

TOPOLOGIA DEFINITA DAGLT APERTI:
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(4.50) uex 3 Yo, un X} E' APERTO NELLA
TOPOLOGIA -DEBOLE RELATIVA IN X} ;
ciog: U & aperto se 'VIA>0 3 U;L eperte nella topologia xdebe

'l = 1
le tale che Ua/\ IA un Ia .

Dim. Basta dimostrare la propos'iz_ioné 4,26. Siano

(4.51) W(A) -{fé X'/ pA(f) <1 }

‘gli intorni di 0 in X' Qétemipati dalle seminorme (4.47.). Bast
dimostrare che |

(i) W(A) Qoddisfa la (4.50).

(i) Se U soddisfa la (4.50) e 0€U, J ACX numerabile converge;

te 8 zero tale che

W(A) « U .

Per (i): se f¢€ X'A_ 2 I(f;x)‘é 1 per 4§ xji C‘% + quindi W(A) N X;l'

I

“W(A) ) Xy e debolmente aperto in X3 ..

:-‘.MAZ"I" yn Xi .dm.re Aq -T[xeh / Hx) 3_;’( ¢ finito 'qu.indJ,



.9)'

- Per (ii): Per ogni n=1,2,... sia

Bﬁ c X, Bn finite ,
(4.52)

i xﬂ(;‘l- pér xe B, M-z ]

o’
p=0,1,2,...

ne convergente &8 0; vogliamo costruire Bo-'Bl'BZ"" tali che

|\ —

.Posto A= B s ‘_AN " ngN-1 Bos - AC? & una successio

WAYCU
- ?per cid basta
E ' WA N X CUAXY N=1,2,...

, Per la (4.52) abbiamo

{ .

WA A X, = WA A XL

?erchP ‘(f.X>)<1 se "IfugN.“x’"(% )

11 teorema sard dunque dimostrato se costruismo gli insiemi B
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PR LT

Pl

della (4.52) in modo tale che R T e
(4.53) | W(AN)K\ xr'ic DA XN » N=1,2....

Cid & ﬁossibile per N=1: poichg U Ii & aperto nella topo
logia indotta su Xi -da ‘{,(X'.,X), | Bo finito € X tale che
W(B )AAX] C UNX]. Poiche W(B )= {fex'/|c£,:0)«< 1,553‘3 .
modificando Bo in (1+£)Bo se necessario, possiamo sn_ippor.re che
{,fél'/ l('f x>|<1 er xeB}f\ X! = F(B)YA X' C unx &
B ’ » -~ p o 1 - 0 /'\ 1 1 e
Supponiamo Bo'Bl""BH-l costruiti con le proprietd (4.52) e,
N s che ) |
posto AN n<N Bn' tali che
oo ' ',
(4.54) F(AN) N KN C U/\IN :
basta costruire BN con le propriéth (4.52) e tale che

| ]
(4.55) FAgw BN X € UNXL,

se ¢id & possibile potremo costruire tutti i BO,BI.BZ,... per

. .
) Avendo posto, per breviti, F(A)=- /fe X'Hd’f_.x)lsl per x;-A} .



. to con (4.52) e (4.55); cid signific;'

%

4.55

< e - -

e
induzione con le pvroprietl (4.52) » (4.54) da cui, _::poiché

W(A) C F(Aj, segue la relazione volu;a_(4.53).

Sia K=X! .\ UAnX"
N+1 N+l N+1 N CU. per il teorema di Alaoglu

{4.16) X e wt debolmente compatto; X X!

N+l ¢ chiuso quindi

compatto. Supponianu per assurdo impossibile trovare BCX fini-

F(A,zw B)N K ¢ ¢

ogni B come ‘in (4.52). Poich2 F(AUB) = F(A) A\ F(B), cid impli-

ca che la famiglia di chiusi in X

. ‘y- fp(ANu BYNNK / BC X £inito; [} x|} <3 S per x& B}

ha 1a proprietd déli'intérsezioné finita; poichd X -é compatto
segue_ M. 9 ¥ .

Sia £ E/\g f ex = féU/\X .1} me agnche
f € F(A )n I' C U/\K' ver 1g (4.54) (ipotesi di indunone).

il che & assurdo. D
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4.27. Corollario. SIA X UNO SPAZIO DI BANACH, MCX' UN SOTTOSPA 1

210 VETTORIALE. E' EQUIVALENTE:
(i) - M E'.a%-DEBOLMENTE CHIUSO;

(ii) MAX] E' &-DEBOLMENTE CHIUSO,

Dim. M AN Ks; = % Mn Xj perch2 M & un sottospazio; segﬁe dunque

ﬂél teor.4.125. ’

4.28. Corollario. SIA X UNO SPAZIO DI BANACH, X;={x€X / #xl <1}

E' EQUIVALENTE:

(i) Kl E' DEBOLMENTE COMPATTO.

{ii) X E' RIFLESSIVO.

Dim. (‘ii) = (i): teoré_.ma di Alaogiu. Per (_i)% (ii): se ‘Kl
& debolmente compatto j(Xl) & 4f-debolménte compatto; qa'j[xll;
-(jG[))1 perche j & isométrica; quindi (j(Y))1 2 »debolmente
chiuso da:cui (Coroll.précédenté) jO) &8 xX-debolmente chiuso.

Poiche j(X) & denso in X" nella topologia - -debole {eq.4.46) .

segue

jX) = xo T

’..}-?', g“a%é | -.
cn) AL }QMJM el - Co :




Esempio: -Gli spazi LP sono riflessivi per 1< p oo ; L1 ed

(Ll]'--L'l° non sono riflessivi (vedi NAIMARK, 1 §6).
Sia E< X' un sottospazio vettoriale; per x&X, j(x)lE &

1'elemento dello spazio di Banach E' dato ds

£CE —> (j(x)’jE £ = G - {£,x>,

4.20. Teorema. SIA X UNO SPAZIO DI BANACH, ECX' UN SOTTOSPAZIO

VETTORIALE. E' EQUIVALENTE:

(i) E E' 3-DEBOLMENTE DENSO IN X',

(13) Et={o% 1IN x.




Note 1. Abbiamo studisto una topologia su X! pid forte deila
& (X',X) topologia ma tgié che il duale di X' sia X. In gene-~
,'.l'ﬂlﬂ se X,Y sono 5.V, in.dualitd, una iopologia ’Z di S.V.L.C.
'su X ha le stesse forme 1inédri continue di cf'(X,Y) se e solo ,
se & (X,Y)<¥ < Z(X,Y), dove zZ(X,Y) & 1a "topologis -di Mackey"
{vedere TREVBS capitolo 36). |

2. La caratterizzazione 4.37 dei sottospazi _X-debolmente
chiusi di X' si generalizza al caso in cui X & uno spazio di
Fréchet (vedi TREVES .capitolo 37).
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4.5

4.8, Spazi di Banach separabili. Spazi di Banach di funzioni con-

tinue; quoziente di spazi di Bamach, duali di quozienti.

| 4.30. Lemma. SIA X UNO SPAZIO DI BANACH, ¥ LO SPAZIO COMPATTO
' DI HAUSDORFF (X!, & (X',X)); X E' ISOMETRICAMENTE ISOMORFO AD
o _ i

UN SOTTOSPAZIO CHIUSO DI ¥ (X).

 pim. L'applicazione x€ X —> ¢ (x) = J(I)’x, € ¥ (x) & linea
"re ed isometrica: ] j(x)lx, - sup.{‘(f x>| / fe X! 3 - llxll

{ (Prop.4.23). Quindi ¢ (X) C $(x) @ un sottospazio completo

__; dunque chiuso. L]

'4.31, Lemma. SIA X UNO SPAZIO DI BANACH, E < X UN SOTTOINSIEME,
|Bi) M IL SOTTOSPAZIO CHIUSO GENERATO DA E. LE TOPOLOGIE DEBOLI
DETERMINATE DA E E DA M SU X' COINCIDONO SU X3 (e su tutti gli

insiemi limitati)}.

'Du Detto Mo il sottospazio vettoriale di X generato da E, os

isei'viamo che J(X',Mo)' coincide con 1a topologia debole di'E.
(Poiche EcCM_, basts dimostrare che la seconds & pid forte. Sia
| : .

fxEMo.; allora x= & xlf...*rq”“xn; 9_1',...,::’/“6 [
i ) .



xlt-,..,x;l'é E ; ;ia‘ K=sup [Ml /.:.1-1,-... .p} .!_‘ |
. P'{ xs(fj - l <f,x>l 4 l‘{ "I“'l(f,xi)lg'-f(é' ‘<f'xi>’

dunque .(teorema 4.2) J(I',Mo) 2 pid debole dunque coincide
cen 18 ‘topologia debol? di X' definita da E. -

Poiche M C 'H-ﬁu, & (X ,M;) < J(X-' ,M); basta mostrax;e
che 5(1""‘6) >J(]('.M) sulié parti limitate, ciod V;GM

3 x e M tale che

i

(4.56) erxi,l(xu.f)k 1= | <x.f>,<1-..

sia x_€M, | %xo-x < -; ; poich? per ££X!, |<x,f>|4§- xo-x,f)l-i

+ % l(’xo,ﬁ)‘ %— s %-l(xo,f)l , segue la (4.56). D

4.32. Teorema. -SIA X UNO SPAZIO DI BANACH; LE CONDIZIONI SE-
GUENTI SONO EQUIVALENTI:
() X E' SEPARABILE;

(ii) X4 MUNITA DELLA TOPOLOGIA -X-DEBOLE, E' METRIZZABILE.

‘
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' _D__J_E Se K=(X!, L(X',X)) & metrizzebile, -¥°(X) B separabile
(Proﬁ.S;Q) ;"per la frnposizion_é 3.5, ogni sottospazio di &(X)
& separabile, e tale & X per‘ il Lemma é4.30); dunque (ii)= (i).

Se X & .separabile esiste una successione xl.iz,..; densa
e in X; sia M -i.I sottospazio vettoriale da esso generato; una sub

base di seminorme per la topologia -8 (X', M)-8-data da (Lemma 4.31).

P'i(f) - |<f,xi’;2i H 1-1,2,....

.-dunque é (X',M) & metrizzabile; poich (X}, J(x-’m.).(x. L& (X', %))
., per il. lémma 4..’.’;1, abbiamo snche (i) "—'?"(.ii).D C

Sia X uno spazio di Banach, MC X un sottospaizo vettoriale

e

.Chiuso. Per ogni xe X, me¢ M ¢

g

) A (x,W) = of (xtm, M)

T
1

o .

b quindi, se X/M & lo spazio vettoriale quoziente, la funzione di

. .X/M in R,

3 éj-(a.'.m HEl ~daw ;, xe¥ ¢ | X/M
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& ben definita. Chiar:amente JLEN =0 =) - € e, 3l Aj’ “ = _m:["

inoitre
ca.s8) . hgh= inf{"x‘ / xéj"f _.

quindi se f;fz'e X/M, esistono xlés": . 326\1; .. tali che

H_X‘ﬂl < ”sl:ll-f E ’ nlel < "jf"+£; se.gué
sl € Noxyex, N < BN+ Ighs e

poicheg £ > O era arbitrario segue che (4.57) soddisfa 1a disu-

guaglianza triangolare; dunque & una norma.

4.33. Teorema. SIA X UNO SPAZIO DI BANACH, M < X UN SOTTOSPAZIO
VETTORIALE CHIUSO; X/M MUNITO DELLA NORMA inf /) x A /x € j‘} E' UNO

SPAZIO DI BANACH.

Dim. Sia -"'b fz »+++ una successione di Cauchy in X/M; ¥ n sia

in'tale che |} S',' fk "<l-—+—4 se h,k> 1 . Basta mostrure che _{

& convergente. Sia ¥ —§ Q,ﬂ if per n>lj; poiche 2_ ‘2- = }'
1,70

basta dimostrare che _'5: nz“. & convergenete in X/M Su X 6?1

{4



e o e i S

tale che

§x o < ”?: I+ 2{‘ ;

poiche %, =il S{' - § H ‘2',;; per i 51, 2 ]I’x‘.ﬂ < 5,_4
per i 1. Quindi ‘# ‘Z- ¢ una successioné di Cauchy in X ed

o
esiste x= 2_ X, Detto S‘ € X/M la classe di #; &

{=4

BE-5henf-Zgh & h- z: b —> o
- =

My os

quindi X/M & compl‘eto'. D

4.34, Corollario. SIA Y UNO SPAZIO TOPOLOGICO, EC Y, ED X LO

SPAZIO DI BANACH DELLE FUNZIONI CONTINUE LIMITATE DI Y MEI COM-
PLESSI. DETTO M IL SOTTOSPAZIO DI X: {f£eX /£(y)=0 ¥yeE} , ED
X, LO SPAZIO DI BANACH DELLE FUNZIONI CONTINUE E LIMITATE DI

(E, Zéj NEL COMPLESSI; SI HA

(i) L'APPLICAZIONE gﬁ X/M -3 X, ¥ (f+M)-fIE ¢ isometrica;
dunque {f} I_i/f£ X} & chiuso in XE e pertanto (toorema 2.15)

coincide con KE.
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pim. Chiaramente JEJEN = supi [£(»)] /y6E | ¢ “

'sup{ 'f(y]j /Yy € YJ - "f” per £€é X; se m eM, mlE-o d;lnéile
{ £[ed = I (£-w JEXS | £-mll ; quindi | y«(%’) FsNEl, Fexm.
Se £€X sia £F la funzione di Y in €: £5(y) = £(y) se

bl CHELED 5 €5 = £0n- JE) THH £l se [Eonl> Befl s e

£5€ X, (£-£5)(y)=0 se y¢ E. Quindi f+M=s+M=f e
fedl=- ¢ - 1) sk . O

4.35. Proposizione. SIA X UNO SPAZIO DI BANACH, McX UN SOTTO-

SPAZIO VETTORIALE CHIUSO. ALLORA

A

(4.59) (X/M)'~ M
(4.60) M! -~ x'/M""

dove "~ " significa che gli spazi di Banach sonc isometricamen-

te isomorfi.

Dim. Se fe MY sia af (£): §¢ € X/H —> («y (;'f),;f) = {f,x_‘
dove x e? . L'applicazioné fl/ .é lineare; -‘}ﬁ(f)et](/n)' perc



P

implica

| ‘<q/’{4:}}§’>l éﬂf-ﬂ-#ﬁ) V?CEf)

|<eter), €51 < HHJ.M*[JMJ /rer = ghyg) .

)/ o
Sia x g X, tale che l(f,x) I) Y£l -&, fe M ;siaj‘f’ la

classe di x in X/M; allora & ﬂ‘{'s_ §x)i = 1, e si ha

| ol > | <gec8), 0= 1<B D> gt - £

dunque || 3/«(!:‘)" - £} e % & una isometria. Infine, %}5 & sur
gettiva: se ¥y € axmy, - E,xy = <<ld , ¥x+M > definisce fe M-L
‘tale che Q£ (f)={ . Cid prova la (4.59).

Per 1a {4.60): definiamo f' xrmt —> M' ponendo
p B ptemty- £]u s
iy ) : < s
se geM, | fj M= (f»sg)l_u J € Nl £+g |} quinai f£|ull <

e “IFHX'/ML . Per i1 t;‘.orcma, di Hahn-Banach, dato f EN',
=} £€ X! tale che

elu-g, 5 el =le D s
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cia :’rova che /9 & surgettiva e | ijM - ﬂfo ] -ﬁf” ;
= ” f ”x,/MJ_; la disuguaglianza opposté essendo gi&'pro#ata,
segue che 10 & anche isometrica. I:]'
Dal Lemma 4.31 e dal teorema 4.29 segue facilmente il Segue

te Corollario.

R

4.10. Spazio di Hilbeft; teorema di RIESZ. _

Sia y{ uno spazio di Hilbert, MCH{ un sottospazio vet-

toriale. 11 sottospazio

(4.61) M'L- [x Eﬂ[ / {(x,y)=D se nyj




& chiuso ed ¢ dettp' complemento 6rtogonalé di M.

(4.37. Teorema. ‘Sia J/ UNO SPAZIO DI HILBERT, Mc ¥ uN suTTO-

SPAZIO VETTORIALE CHIUSO; PER x € :lE’, .

) : X = + X1
(4.62) L T Hu

x,, € M; xM_LeM“".

M

Osservazione. Poiche da (4.62) ségué

(4.63) xh? = W 0%+ eyl ?

.. P o ot g - “
le decomposizione (4.62) & unica; x xu-rxw_-) Xy x!'d,xui__ x;!_,_.

Dim. Sia x ¢ M; poich2 M & chiuso, d=d(x,M)> O.

Mostriamo che basta:j Xy € M tale che .d(x,M) wgd (x ,xM)-H XXy H .

Infatti; in tal caso, se x'¢ M, &

a¢ |)x.-(xu+x')]| 2 =fxt i %) X=X, "2 + 2 Re(x',x-x,) =

= a? + § x*ll 24 2 Re(x',x-x))
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cioz, V x*€M, )| x'll %42 Re(x',x-x,) > 0; cid ¥ possibile solo
se (x',i-xM)-O poich& M B un sottospazio vettoriale. Quindi
X=Xy € ut e le (4.62) sono dimostrate,'se 3 xM -

Siano Y03 ¢ M; dall’identitd del parallelogramma segue

20 x-y, H 2+ 1 x-y;zll St 2x-(y;+y,) 8 24l) Y17Y, 0 >

= a4t Dyy,h?

' 2 . 2 .2 2 2.
(4.68)  f y v, )} "€ 20Ux-y )l “-a%+ lhx-y, N"-a%) L. -
Sia x_ € M una successione tale che

(4.65) hWoxx f = d

‘12 (4.64) per y =x

nr Y,=Xx_ mostra che { X s ¢ di Cauchy; poichg

j’{ & completo ed M 2 chiuso esiste

”xM'T lim x €M ;

1
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]

dalla (4.65) segue f ;—-iMH- d . LJ

Osservazione. Segue immediatamente: se Mc¥ 2 un sottospazio vettoris

(4.66) Wyt .

' . . . . . , - P
Anfatti ogni x&ﬂf s5i decompone nei due wodi x-xn-*xnlnxmxﬁﬁ Poiche M ed
! . .

Mt segue sf %ys @ xgRp; dinque W=

! . B

:Confrontare con il teorema 4.14_.

' 4.28. Teorema. (RIESZ) SIA % UNO SPAZIO DI HILBERT, £ UN

| FUNZIONALE LINEARE CONTINUO su X s ESISTE x £ € ¥  1aLe cue

i

L (4.67) £x) = (xpx), x € H

' (4.68) hoxell = del .

' Dim. Sia £¥0; i1 sottosp'az.i(‘} chiuso ﬂ(f) & diverso da 9( dun .
| que esiste xoe ‘n tf)d‘, xof 0. I1 funzionale lineare x ——}v(xo,x)

: 51 annulla sun (f) ed & ¥ 0. Quindi (teorema (4.15)

£0x) = (x,,0)-£(x), x ¢ I

» (xf,x) .
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Dalla disuguaglianza di Schwar‘tz'l‘ £ ” £ fol i-poichd . %
£(xg) = A xfﬂ segue] £ § ﬂxfﬂ‘ . -s
Sia ﬁf i1 gruppo ndditi_vo ﬂ( munito della operazione

R

A€ €, .169—[ —> A x in X E:ﬂ—x Eﬂf)

% ¢ uno spazio di Hiibétt (ovvio); per il tenr.(Q.S'B) lolispa—
zio duale w di )( & isometricamente isomorfo ad % .
In particolai-é: uno spazio di Hilbert & uno spazio di Banach

rifiessivo.

Un insieme A C"f E ortonormale se x,x'€ A -wp> (x,i')-o se
x¥x' e (x,x)-i. Gli insiemi ortonormal-i inf pajrzialmente ordij_
nati per inclusione verificano .19'i_pot¢-=si d_él_ Lemma di Zorn: se

ﬁ ¢ una famiglia di insiemi ortonormali tale che ‘E”Ba 643-—') -i_S‘CBL

oppure %_C-B_‘ ’ allora \,/CS ¢ una famiglia ortonormale in ﬁ{ L

Quindi esistono insiemi ortonormali massimali in % . .

4.39. Teorema. SIA Qf UNO SPAZI0 DI HILBERT; [ €, /-t'eAj Cﬂ
UN INSIEME ORTONORMALE. LE SEGUENTI CONDIZIONI SONO EQUIVALENTI:
(i) 1€ /eeA} E' UN. INSTEME ORTONORMALE MASSTMALE;
(ii) xe¥, «x, &)-o' Vaed = x=0;



4.71

| (iii) IL SOTTOSPAZIO curuso ‘N GENERATO DA { & /-( eAj E' UGUA
1 a0 X ;
: 2
: oy 2 ' . .
vy YxeX, ixi? - .%;I(g ?a” {identitd di PARSEVAL);
‘(v) Vx e,"f, x = Z (C_U%) l:‘ h

iv o6 A
‘tn tale insieme {q‘ /dEA} 51 drr! una base ortonoma]e di ,‘(/

Pim. (i) &> (ii) @ banale; (ii) &3> (ii1) segue dalla (4.66);
sia A' C A finito. ed M" il sottospazio generato da [Q( /a(e /\’J‘;
come sappiamo M' & chiuso; _&all’unicitﬁ.della decomposizione
-3_(4.62) segue che, se x Eﬂ/
- X, = Z (f Z)

u MY ‘(e‘Al

Detto mé il .sottospazig vettoriale ‘(non chiuso) generato da .

€, /€A , & dunque

x = 2. (¢ X)Q

A

| : . x € M,
2 ' .
hxi® - [l x) |

entrambe le scme esséndo ést_esé ad un mmero finito di temini non Mulli.



. ' Sia ?70 i1 sottospazio denso di'{fz[ﬁ). tostitﬁi-to "'da"llé.
funzioﬁi f tali che {A’G—A/_fa]#efé finito; 1la corri'.'.porx;ienza
fell, ——} 2: f«)C, Em ¢ dunque lineare .'i;sometri—
ca e surgettnra Poiché ( (&) ed ,%’ sono completi. tale cor-

rispondenza si estende unicamente in una corrispondenza

2
fe €A —> Zf(.—()( f%
ReA

lineare isometrica di (_'?A) su % . i)unquq Vxém) Hfé f?ﬁ-)"

dngfH)( % ség.ué-f(ﬂf)--(c‘, ,;x), o E A.' e segue che
(iii) &> (v). Inoltre segue

L
LI PR B LN BN

'_.ﬂx?lz-'- [ex, € )I 2
' _o(c—A '

da cui 1la disugu a‘g}i'n‘nza di Bessel 2 '(x c( )I 2 ﬂx" » X (!1{
o
e 1'equivalenza (iii) &> (iv). € D

4.41. Proposizione. SIA .W UNO SPAZIO DI HILBERT: {Q[(&Ajl&h

{.,t /re B 3  DUE BASI ORTONORMALT DI ¥ i aLeoma

card(A) = card(B) .
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|Dim. Se lo spazio vettoriale %’ he dimensione finita & eviden-

;temente‘ card{A) » card{B)=dim 2 . Viceversa se dim % non &
finita, non lo sono néppm_xre card A e card B. Per ogni /¢ A de-
|finiamo
5

{penig g0} v

By @ pumerabile e \/{ B, /€ A} = B per il teorema 4.39.

Dunque card(B)} <card(A) , caxd(N) = card(A) poich& A non & fini

{po; malogaménté, card A { card B fiuhque ségué l'asserto. ]::]

.
I
i

Definizione. La dimensione Hilbertisna di uno spazio di Hilbert
i
2 la cardinalitd di una sua qualunque base ortonormale.

4.42. Corollario. - DUE SPAZI DI HILBERT SONOU ISOMORFI SE E SO-

LO SE BANNO LA STESSA DIMENSIONE HILBERTIANA. UNO SPAZIO DI HIL

BERT E' SEPARABILE SE E SOLO SE HA DIMENSIONE FINITA O mIMERABILE.

dim. Se dim’(,- dim ‘j(:t esiste una base ortonormale {l‘."?) /xe Ac‘j

},n 9(:. » 3=1,2,.,.. con card Al'-.cardAz; per definizione Ay ed A,

ki possono porre in corrispondénza biunivoca ¢ possiamo dunque



.

supporre Al-Az-A. Allora % ed 94 sano isomorfi qd_,:_:(__l(;.\) dunque
isomorfi. tra loro.j Se ,'1(; ed :’ﬁ sono i_;f»omorfi e V [ UI.IB" appli-
cazione li,nearg ed isometrica di}(' su ﬂé -‘{VCJ /JEAI & una
base o:_-toﬂormale in 3(1 sé-{& /a{éAj ¢ una base ortonormale in _,'-!
dunque dulli.’f dim#_; .

L ) .
Lo spazio di Hilbert ¢ (N) & separabile: le successioni

di razionali nulli a parté un numero finito di indici formano

un sottoinsieme numersbile denso in (?ﬂN) Dunque se Z ¢ di di

mensione al pild infinita numérnbilé, % & separébile.
Viceversa sia X sXy,+.. UNa successione densa in }( . Pos
siamoc supporre che Xy oXyseeesXy siano linearmente indipendenti

per ogni: n. Allora, detto ﬂzu il sottospazio generato da XqoesX

[ X eq ¢ mn . e la componente ortogonale ad %‘h X o1 Yne1?

& diversa da zéro; poniamo

-1 _
fﬂ = || Yn ' )’n 3

¢

'@U € una base ortonormale in % (Teorema 4.39 (iii)). [

20
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4.11. Esempi e comp'lémenti

Sia X uno spazio topologico compatto' 51:1 Hausdorff; sia F un
"funzionale lineare sulilo spazio di Banach E(K_)-. Dir.enio che F &

e
'positivo s5e

>0 Ve, £20.

: - /
i Se F & positivo, segue F € K(K) : £ ¢ P,

- #

3 . ,
; ) £ - I - Re £20
, Heb« 1« m £20

- da cui segue che esiste K> 0 tale che
‘F(f)Jé x-fell . f€E8 .

Viceversa: se F € (’,a(K) & F-Flf i F, dove Fl ed Fz sono reali:

St S ——

<Fi:f> - <F_i.f#> ’

_'s_e F& f(K)' 2 reale,. si pl_ib dimostrare che F-FI-FZ dove Fl ed



F, & C (x)* sono positivi. - Cogmea :*_-".-';‘"_,'. P
Sia pgf’(x) pos1t1vo, es1ste (Teorema di R1esz-Markov, vedi
NAIMARK, REED-SIMON) una misura /ﬂr con le proprietd seguenti

(i)_/{F & defin‘ito sui boreliani di K (cio? sulla famiglia

J3 (x) € P(K) generatd dai chiusi mediante unioni numerabili

e passaggio al complémentare: ciog @(K]. & il .pid piccolo

d" -_m contenente i cﬁiusi); (ii)/uF & regolare: se ACKX @
/-"F ~-mjsurabile e €>0, esiste A, co_mpa.tto ed A, alperto tali che

Alth CAZ e

(AN A) <&, (ANa) < &,
/tlr 1 | 'ﬂF 2.

(iii) /q’__ ¢ & -additiva: /1; ( A) - I/q (A) se A.‘l AZ’

2 une successione di insiemi misurabili disgiunti; (1\r) i1 lega-

me tra F e /ur @ espresso da

(4.691 < F, £> = J‘f(x)d (x) , £ € 2K

(4.70) M5 F(1) =JJF .

viceversa ogni misura di Borel regolare su X (ciod con 1le propri



3 (i)-(iii) che sia :Einitn e pos:ltiva (0 </u (A) ]/ull per A

boreliano € K) detgrm:ma attraverso la (4.69) F &€ ¥ (1()' per

: 7
?cui vale le (4.70).
| Sia fﬂz(K) lo spazio véttoriale delle misure boreliane Tre

golari su X e finite‘; _’.ﬂ't:(x)_ 2 uno sﬁazio di Banach isomorfo a
Ym:. S.e FOE K 1a misura di Dirac J.E %(K) ¢ definita da:

:,fé Yxy -—» £ t{.,f>- f(to)'. Sis m‘c%(x) il sottospa-

zio vettoriaie_ ge'ner_lto' dalle misure di Dii‘gc:/u e ”Zn se esisto-

no tlf“"tnpule K; 1 ceed E d: tali che

“’Mbu\
Myl
M = 25 a. J;t,

i

!Cl-;iaramente '”Za -{.0} in r(K); dunque: ogni misura regolare
sukég limite.)(-deboien&i conbinazioni lineari qfinite di misure
di Dirac,

Slﬂ-ﬁ uno spazio t0pologico locslmente compatto di Hausdorff,
'Supponiamo che {2 sis numerabile 211'infinito nel senso che S &
1'unione di una fnmglin nmnernbile di insiemi compatti (equiva-
lentemente: i1 punto all'infinito possiede un‘a bese n-u.merab.ile
d1 intorni, cfr. par.2.4).

l S5ia X 1o sphzio.véttoriai'e delle funzioni continue a supporto



compatto di J¢ nel complessi. Per ogni c.pp:_patto“l{_(‘_f.__’?._.k;;_"_lo‘ 'spa
di Banach | l‘f(K] B. un ;ottospazio di -X. : L

Definiamo una -topologia su X: U € X & aperto se 'I‘I/I..Zf (x)
& aperto per ogni compatto K € J?. -

Su y’ una funzione contmua 2051t1va su JZ ’ che tende a
ze}o all'infinito. Per f& X, t eSl — ?(t) f(t)e X; poniam

r, @ = s lysioo] "'. e}

Al variare di ¥ otteniamo una base di_seminorme per la topolo-

gia di X; dunque X & uno S.V,L.C.

Esercizio 1. Verificarlo.

Esercizio 2. fn —3 - 0 in X se e solo se J KSJL compatto

tale che £ € T(K), n=1,2,... e Il’fnll —> 0in £ (0.

Esercizio 3. FeX’ .s'.e e solo s_é, VK CJ?. compatto, FI Zf’(l.{)- ]

limitato. - | .
¥n particolare: seF & un funziona.‘le lineare su.x F poszt-x-

Vo ’—‘-? FEX'; se FEX' & reale, ® F~F, F2 con FieX‘ positwi.

ogni funzionale lineare positivo F su-X & deteminato dl uns =mi-



v e —
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| sura'positivaﬂr suJl che 8 £ -additiva, definita sui borelia
'ni di 1, e regolare nel senso che se ACJL B misurabile con
/uF (A} <=2, £50, esiste KeJl compatto ed Uc./L apérto.

/MF'(A\K)< £, “/'ur'wu) <£.

i
"La relazione tra F e /MF ¢

(4.71) CF,ED = j’f(t)d (t) ;
_- A /-AF_

%tale relazione viceversa determina un elemento F_ & X' data una
ginisura M su JL del tipo discusso, ¢ tale che /M (K) < =&
per ogni compatto K cJl.

Sia Jp io'spazio di Fréc}l.ét definito nel paragrafo 4.2,

‘esercizio 2,

Esercizio 4., Mostrare che ogni.insiemi limitato in ':/g ¢ relati

vamente compatto.

. ’ . /
Esercizio §. Mostrare che unag successione F,€ S converge -¥-de

‘bolmente se e s0lo se converge fortemente.

| .
- 9



™ : ‘ .
Esercitio 6. 8im F € ap;_mostrare che esiste un intero n gd L

funzione continua g limitata da un polinomio, tali ché_
LFED = fg(x) fMax , £e A
(esercizio 2. del paragrafo 4.2 e teorema di Riesz).

Sia G un gruppo munito di una topologia di Hausdorff; dir

mo che G 2 un gruppo 'to'po’iogico se 1'applicazione

(4.72) h,g & GXE —> hlge6

& continua.

Sia 6 locelmente compatto ed X lo spazio vettoriale

U'{L’(K) / KCG compatto,-} ; se F ¢ un funzionale positivo su

X, tale & pér ogni g€ G, Lg F ,dove

] : < -
LoFs £> (F.,gf > .

con gf:hEG — f(gh); feX . o )
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I1 teorema di Haar {Loomis, Capitolo VI) afferma che, & meno di
un multiplo reale positivo, e5iste un unico funzionale positivo

F, su X invariante a sinistrs, cio2 tale che

(4

Analogamente esiste un funzionsle positivo I{,L su X invariante
a destra, unico & meno di -uitipio positivo.

,Se 6 ¥ commutativo; g,g,~g,8; b’gl,gzc ‘G, le traslazioni
a destra ed & sinistra coincidono ed {1 t:eorénia di Haer dice che
‘esiste un funzionale ;;os:ltivo invariante. ¥n tal caso anche .

i

nF=ly L F ; hgeG

5[.4'73) L L
per ofni funzionale lineare positivo F su X,

Sia G commutativo e compatto. In tli caso 1'esistenza deil'inte—
grale di Haar segue direttsmente _da_i teorems di Markov-Kakutani.
Infatti: F€ € (G} — Lg F ¢ @ e continus nella topologia
-debole per ogni g€G, 1a famiglia di trasfornazioni lineari

,{ Lg 7 g€ G] & commutative {4.73) e lascia stabile il convesso
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k={rel@ /Ml erfn]rel @) 141> 25
tale convesso & corpatto per il teorema di Alaoglu, dunque esi-
ste FO € X invariante.

Poich? (vedi parte II di queste not_é, oppure Rééd-S,imo_n

IV 16) ogni FEX & positivo, Pa & positivyo,




ERRATA CORRIGE

Pag. 4.2, riga -4, aggiungere:

poiché 1l'inviluppo convesso in X di un aperto & aperto.

Pag; 4.38, ultima riga:

_ sostituire > con £ .
Pag 4.39, righe 2 e 5: -
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