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Esercizio 1: Sia g : [−1, 1]→ R misurabile e sia f : [−1, 1]→ R

f(x) =

{
ex se g(x) ≥ 0
arctan(x) se g(x) < 0.

Dimostrare che f è misurabile.

Esercizio 2: Sia N ⊂ R un insieme non misurabile e sia

f(x) =

{
x2 + 1 se x ∈ N
−x2 − 1 se x /∈ N .

Mostrare che l’insieme {x ∈ R : f(x) = α} è misurabile per ogni α ∈ R.
Stabilire se f è misurabile.

Esercizio 3: Calcolare, se esiste, il limite quasi ovunque delle successioni di funzioni:

fn(x) =
xn

3 + xn
, gn(x) = max(−n,min(

1

x3
, n)), hn(x) =

{
cos(nπx) se x ∈ Z
cos(x) se x ∈ R \ Z.

x ∈ R.

Esercizio 4: Calcolare

lim
n→+∞

∫
(1,+∞)

sin(nx)

x2
e−nx, lim

n→+∞

∫
[0,+∞)

2

1 + xn
, lim

n→+∞

∫
[−1,1]

nx

1 + n2x2
.

Esercizio 5: Sia M > 0 e sia f : [0, 1]→ [−M,M ] una funzione misurabile e continua in 0. Calcolare

lim
n→+∞

∫
[0,1]

f
(x
n

)
.

Esercizio 6: Sia
fn(x) = nχ[sin( 1

2n ),sin( 1
n )](x). x ∈ [0, 1]

e sia f(x) il limite quasi ovunque della successione di funzioni fn(x). Calcolare

lim
n→+∞

∫
[0,1]

fn(x) e

∫
[0,1]

f(x).

Esercizio 7: Calcolare
+∞∑
n=1

∫
(0,1)

xn(1− x)ex.

Esercizio 8: Sia ak la successione 1, 2, 4, 1, 2, 4, 1, 2, . . .. Calcolare∫
[0,1]

+∞∑
k=1

ak χ( 1

2k
, 1

2k−1 )(x).

Esercizio 9: Calcolare i seguenti integrali multipli

(a)
∫∫

Ω
sin(x+ y), Ω = {(x, y) ∈ R2 0 ≤ x ≤ π

2 ,
π
2 ≤ y ≤

3π
2 };

(b)
∫∫

Ω
cos(x) log(y)

3y , Ω = {(x, y) ∈ R2 0 ≤ x < π
2 , 1 < y ≤ 4};

(c)
∫∫

Ω
1

(x2+y)2 , Ω = {(x, y) ∈ R2 1 ≤ x ≤
√

3, 0 ≤ y ≤ 1}.


