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1.1  Algebre

Capitolo 1
Famiglie di insiemi

/—\y
6.1 ) Algebre

NI

Definizibﬁe 1.1 Unafamiglia A C P (X) é detta algebra su X se
- (i) risulta
0 e A
(ii) perogni E € Arisulta
) CE € A;
(iii) perogni E, F € Arisulta
EUF € A

Osscn;azi’éne 1.2  Sia.Aunalgebrasu X. Alloraperogni E, F € A
risu/ha/
-

EnFeA

Osservazione 1.3 Sia A un algebra su X.  Allora per ogni
{E1... En} C Arisulta

m E’Ilr e A.

n
En € A.-
=1 k=1

k

Proposizione 1.4  Sia {A;},.; una famiglia di algebre su X. Allora

~ la famiglia
N4
iel

& un"algebrasu Y.

Dimostrazione. Immediata. @

Notazione 1.5  Sia S C P (X). Poniamo

Agi(8) = ﬂ {A]| Aalgebrasu X, S C A}.

Teorema 1.6 Sia S C P (X). Allora Ag (S) & un algebrasu X e
risufta

SC A (S).
Inoltre per ogni algebra A su X tale che
SCA
risulta
Ao (S) C A

Dimostrazione. Immediata.

Definizione 1.7 Sia S C P(X). Lalgebra Ag(S) & detta
algebra generata da S o algebra minimale contenente S.

Lemma 1.8 Sia A € P (X) un’algebra. Sia {E,,} C A. Per ogni
n € N sia

e ().

(93]

Allora la successione { Fr, } C A & disgiunta e per ogni n € N risulta
Fp C En.

Inoltre risulta

Q0 T

U En= U Fn.

n=1 n=1
Dimostrazione. Immediata 8

Definizione 1.9

semialgebra su X se

Una famiglia non vuota S C P(X) ¢é detta

(i) perogni E, F € S nisulta
ENFeS;
(ii) perogni E € S esistono F1, ..., F;, € Staliche

n

Osservazione 1.10  Sia S una semialgebra su X. Allora per ogni
{E1,..., En} C Arisulta

m E, €A

k=1
Osservazione 1.11  Ogni algebra & una semialgebra.

Notazione 1.12  Sia S C P (.X). Denotiamo con U (S) la famiglia
delle unioni finite di elementi di S, con Up (S) 1a famiglia delle unioni finite
disgiunte di elementi di S.

Proposizione 1.13  Sia S C P (X) una semialgebra su X. Allora
U(S) =Up(S).

Dimostrazione. Evidentemente si ha

Uo (8) CU(S).
Mostriamo che vale I'inclusione opposta

U(S) CUo(S).
Sia E € U (S). Siano {Ey, ..., En} C Staliche

E = Ey.

1

TCs

Perogni k € {1,...,n} poniamo
) k-1
Fy = Ek\ U E; .
=1

Si verifica facilmente che { Fy, ..., F, } C & sono disgiunti e tali che
Quindi

Proposizione 1.14 Sia S C P (X) una semialgebra su X. Allora
la famiglia

U (S) =Uo (S)

& un’algebrasu X.




Dimostrazione. Evidentemente si ha
Peld(S).
Sia E € U(S). Siano {E1, ..., Ep} C Staliche

E = E-
k=1
Allora
n
CE = () CEs.
k=1

Perognik € {1,...,n} siano { Fi1,..., Fim } € Stali che

Allora

k=1 \i1=1 =1 \k=1
Poiché perogni ! € {1, ..., m} risulta
n
ﬂ Fp €S
k=1
siha
CE € U(S).

Siano E, F € U(S). Siano {E1, ..., En},{F1,..., Fm} C Staliche

Cs

m
E= E., F=|JF.
=1

k=1

I

Allora

EUF:E:(O Ek)u(o F,) cuU(s). =

k=1 =1

Proposizione 1.15  Sia S C P (X) una semialgebra su X. Allera
Ao (S) =U(8) =Up (S)-

Dimostrazione. Evidentemente si ha
U(S) C Ao (S).
Mostriamo che vale I'inclusione opposta
Ao (8) CU(S)-
Per la proposizione precedente If (S) ¢ un’algebra. Evidentemente si ha
SCU(S).

Allora
Ao (S)CU(S). ®

Deﬁhizione 1.16 Poniamo
' To:={(a,b] | —co < a<b< oo}uU{(a,00) | —oco <a<oo}.
Poniamo
I:=U(T).
Gli elementi della famiglia Z sono detti plurintervalli .
Osservazione 1.17  La famiglia Zo & una semialgebra su R. Allora
la famiglia Z é un’algebra su R e risulta

Ao (Zo) =T.
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Osservazione 1.18 Sia S; una semialgebra su X;. Sia Sz una
semialgebra su X2. Allora la famiglia

{B1 x Ey | E1 €81,E2 €82}

& una semialgebra su X1 X Xa.

Osservazione 1.19  Se A; é un’algebrasu X7 e A2 &un’algebra su
X2 la famiglia

A:={E1 x B2 | E1 € A1,E2 € A2}

non é in generale un’algebra su X7 X Xa.

12 ' Sigma-algebre

Definizione 2.1 Una famiglia A C P(X) & detta g-algebra su X

se
(i) risulta
B e A
(ii) perogni E € Arisulta
CE € A;

(iii) per ogni {Ey} C Arisulta

o

U E, € A

k=1

Gli clementi di A sono detti insiemi misurabili, la coppia (X,.A)

spazio misurabile.

Osservazione 2.2 Sia A C P (X) una g-algebra. Allora per ogni

" {Ep} C Arisulta

oo
ﬂ Ep, € A
k=1

Osservazione 2.3  Ogni g-algebra & un"algebra.

Osservazione 2.4 LalgebraZ C P (R) non & una o-algebra.
Infatti per ognin € N siha

1
(a,b——] eT.
n

0 (a,b- ﬂ =(a,b) ¢ T.

n=1

D’altra parte

Proposizione 2.5 Sia {A;};c; una famiglia di o-algebre su X.
Allora la famiglia
ﬂ A;

i€l

& una o-algebra su X.

Dimostrazione. Immediata. B

Notazioné 2.6 SiaS C P (X).Poniamo

70 (8):==[) {A| Ao-algebrasu X, S C A}.



1.3 Topologie

Teerema 2.7 Sia S C P(X). Alloraog (S) éuna o-algebrasu X e |

—risulta
S Cop(S).
Inoltre per ogni o-algebra A su X tale che
SCA

risulta

o0(5) € A

Dimostrazione. Immediata. B

Definizione 2.8 Sia S C P(X). La o-algebra g (S) & detta
o-algebra generata da S o o-algebra minimale contenente S.

Pl’p[)osfiione 2.9  Siano S1,S2 C P (X ) tali che
: S C S

Allora
00(51) C oo (S2)-

Dimostrazione.  Siha

si ha

00(S1) Coo(S2). W

Proposizione 2.10  Siano Sy, S, € P (X) tali che
51C 82 Coo(S).
Allora

00(S1) =00(S2).

Dimostrazione.  Poiché &1 C Sa per la proposizione precedente si ha
00 (S1) C oo (S2)-
Poiché oo (1) & una o-algebra e poiché
S2 C o0 (S1),
si ha
00(S2) Coo(Sy). M

No;aiibne 2.11 SiaS C P(X). Sia F C X. Poniamo
" SNF:={ENF|EcS}.

Proposizione 2.12  Sia A C P (X) una g-algebrasu X. Sia F C
X. Allora la famiglia .A N F & una o-algebra su F.

Dimostrazione. Immediata. B

peﬁnizione 2.13 sia (X,.A) uno spazio misurabile. Sia F C X.
~Lo spazio misurabile (F, A N F) &detto sottospazio misurabile di (X, .A).
La o-algebra AN F & detta 0-algebra indotta da Asu F.

,De'ﬁnizione 2.14 Uno spazio misurabile (X,A) si dice
-~ separabile se esiste una famiglia numerabile S C P (X) tale che

A = 00(S).

W

1.3 Topologic

Definizione 3.1  Una famiglia G C P (LX) é detta fopologia su X se
ot oporogia

(i) risulta &
0, X g G;

(ii) perogni {A;};.; C Grisulta
UAieg;
i€l

(iii) per ogni {A1,...,An} C G risulta

n
ﬂ Ap €G.
k=1

Gli elementi di G sono detti insiemi aperti, la coppia (X, G) & detta
spazio topologico .
Definizione 3.2  Siano Gy. G due topologie su X. Si dice che G1&
pitt debole di Go se

G1 C Ga.

Si dice che G @ pirt forte di Go se

G1 2 6Go.

Esempio 3.3 Le famiglie {@, X}, P (.X) sono rispettivamente la pii
debole e la pit forte fra le topologie su X.

Definizione 3.4 Latopologia P (X) & detta topologia discreta su X .

Notazione 3.5 Sia S C P (X). Poniamo

Go(S) :=(){G | Gropologiasu X, S C G}.

Teorema 3.6 Sia S C P (X). Allora Gp (S) & una topologia su X e
nisulta

SCGo(S).
Inoltre per ogni topologia G su X tale che
s§c¢
risulta
Go(S)CG.

Dimostrazione. Immediata.

Definizione 3.7 Sia S C P(X). La topologia Go(S) ¢ detta
topologia generata da S.

Proposizione 3.8 Sia G C P (X) una topologia su X. Sia F C X.
Allora 1a famiglia G N F & una topologia su F.

Dimiostrazione. Immediata. B

Definizione 3.9 Sia (X, G) uno spazio topologico. Sia F C X. Lo
spazio topologico (F, G N F) & detto sottospacio topologico di (X, G). La
topologia G N F' & detta topologia indotta da G su F.

l}cﬁniiibne 3.10 Sia (X, G) uno spazio topologico. Un insieme

~E C X sidice chiuso se

CEe€g.




Denotiamo con F la famiglia degli insiemi chiusi.
D/eﬁn’iiione 3.11 Sia (X, G) uno spazio topologico. Definiamo
[e.o) [ o
Ge={ 7l An| tnreof, Fo={ 7 cnl COYEST
n= n=1

Da queste definiamo ricorsivamente

g&aw -7:0'61 g&a’&y fa’&o’y oee

Osservazione 3.12  Valgono le inclusioni

GCGs CGso CGs06 C s FCFoC Fos C Fosor C o
Definizione 3:13  Sia (X, G) wo spazio topologico. Sia E C X.
Si dice interno di E I'insieme

E°:=|J{A€G|ACE}.

Si dice chiusura di E I'insieme
E:=(\{CeF|C2E}.
Definizione 3.14 Sia (X, G) uno spazio topologico. Un insieme
E C X sidice denso in X se
E=X.

Definizione 3.13 Uno spazio topologico (X,G) si dice
separabile se esiste un insieme numerabile E C X denso in X.

Definizione 3.16  Sia (X, G) uno spazio topologico. Una base dello
famiglia

“ spazio topologico (o della topologia G) ¢& una
B C G di aperti non vuoti tale che per ogni A € G esiste
{Biticr B
tale che
A=J B
i€l
Definizione 3.17 Uno spazio topologico (X,G) si dice

a base numerabile se ammette una base numerabile.

Teorema 3.18  Sia (X, G) uno spazio topologico.
(1) Sia B C Gunabasedi(X,G). Allora

(a) B éun ricoprimento di X;
(b) perogni By, B2 € BB, con

By NBy # (2),
eperogniz € By N By esiste B € Btale che
x € BC B; N Bs.
(i) Sia B C P (X) una famiglia di sottoinsiemi non vuoti per cui val-

gano le proprieta (), (b). Allora esiste una ed una sola topologia G su
X di cui B é base.

Dimostrazione. Omessa. &

Proposizione 3.19 Uno spazio topologico a base numerabile &
separabile.

Dimostrazione. Omessa. B
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Definizione 3.20  Poniamo

T:={(a,b) | —c0<a<b<oo}.

Proposizione 3.21 La famiglia Z C P (R) ¢é base di un’unica

topologia su R.

Dimostrazione. La famiglia T C P (R) verifica le condizioni (a) ¢ (b)
del teorema precedente. H

Definizione 3.22 Latopologiasu R dicuila famigliai' &base édetta
topologia della retta reale ed & denotata con T (R).

Definizione 3.23  Poniamo
T:={(a,b) | —co<a<b<oo}U

U{[~00,b) | —o0 <b< oo}U

U{(a,00] | —o0 < a < oo}.
Proposizione 3.24 La famiglia IceP (ﬁ) & base di un’unica
topologia su R.

Dimostrazione. La famiglia Z € P (R) verifica le condizioni (a) e
(b) del teorema precedente. ®

Definizione 3.25  Latopologia su R di cui la famiglia Z é base & detta
topologia della retta reale estesa ed & denotata con T (R).

Osservazione 3.26 Lo spazio topologico (R, T (R)) & sottospazio

topologico di (R, 7 (R)).

Definizione 3.27 La distanza euclidea su R™ & I'applicazione @ :

" R™ x R®* — R definita nel seguente modo. Per ogni z,y € R"

poniamo

Definizione 3.28 Sia x¢ € R™. Siar > 0. La palla di centro
ro € R™ eraggio r > 0 &l'insieme

B(zo,r) = {z € R" | d(z0,7) <7}

Proposizione 3.29  La famiglia
{B("BOJ‘) |‘7"0 eEX, r> 0} c P(Rn)
& base di un’unica topologia su R™.

Dmiostrazione. La famiglia { B (zo,7) | o € X, T > 0} verifica le condizioni
(a) & (b) del teorema precedente. B

Notazione 3.30  Latopologia su R™ di cuila famiglia
/ {B(zo,) | 20 € X, r >0} C P (R")
& base & denotata con 7 (R™).

Osservazione 3.31  Le topologic 7 (R), 7 (R) e 7 (R™) sono a
base numerabile.



1.4 Insiemi di Borel

' 1.4 Insiemi di Borel

Deﬁ'i{irziione 4.1 Sia (X.6) uno

topologico. La g-algebra o¢ (G) & detta o-algebra di Borel relativa a G
e si denota con B (X, G) o con B (X). Gli elementi di B (X, G) sono detti

insiemi misurabili secondo Borel .

Dcﬁniiibne 4.2 Ricordiamo
T == {(a,b) | —co<a<b< oo}
Proposizione 4.3 Risulta

B(R,T(R)) = og (i) .

Dimostrazione. Poiché T C 7(R)siha
oo (f) C B(R,7(R)).

Mostriamo che vale I'inclusione opposta:

E(R,7(R)) C oo (I) .

Poiché ogni aperto & unione numerabile di intervalli aperti limitati si ha

7 (R) C oo (I) .

Quindi

E(R,7(R)) C oo (i) . H

Definizione 4.4  Poniamo
Iy = {{a, 8] | —oco<a<b< oo},

Iy :={(a,b] | —co<a<b< oo},

f::{(a,oo) | —co<a< oo}

Proposizione 4.5  Risulta

B(R.7 (R)) = 00 (fl),
B(R.T(R)) = 00 (fz),

B(R.7(R)) =00 (i)

Dimostrazione. Mostriamo che

E(R,7(R)) =00 (fl) .

Poiché
> 1 1
(a,0) = {J [a+ = b= —] .
w21 n n
si ha
I Coo (il) ,
quindi
E(R,7(R))C oo (T1).
Poiché
pay 1 1
w= () (a=pb+71),
n=1
siha

I, CB(R,7(R)),

quindi

oo (il) C B(R,r(R)).

Le altre due uguaglianze si di in modo anal =]

Definizione 4.6 Ricordiamo

S Zo={(a,b] | —0<a<b<oo}U{(a,00) | —o0<a<oo}

Proposizione 4.7 Risulta
B(R,7(R)) =00 (Zo)-

Dimostracione. Poiché

ICTo
siha
E(R,7(R)) =00 (f’) Coo(Zo)-
Inoltre poiché
(a,b] = (a,oc)NC(b,00),
siha

To € o0 (;T) =E(R,7(R)). &

Osservazione 4.8  Se poniamo
i'Q = {(a,b) | a,b €Q, —c0<a<b< oo},
risulta
B(R,T (R)) =00 (irQ) .
Proposizione 4.9 La o-algebra B(R, 7 (R)) & separabile.
Dimostrazione. Poniamo
Iq:={(a,;b) |a,bEQ, —co<a<b<oo}.

La famiglia iQ & numerabile. Inoltre in modo analogo a quanto visto melle
proposizioni precedenti, si dimostra che

E(R,T(R)) =00 (irfq) .

Quindisihalatesi. @

Definizione 4.10  Ricordiamo
Z:={(a,b) | —co<a<b<oo}U

U{[—o0,b) | —co<b<oo}U

U{(a,o0] | —co< a<oo}.

Proposizione 4.11  Risulta
B(R,7(R)) =00 (7)

Dimostrazione. Analoga alle precedenti. &

Teorema 4.12  Sia (X, G) uno spazio topologico. Sia F' C X. Allora
B(F,GNF)=B(X,G)NF.

Dimostrazione. Immediata. &




Corollario 4.13  Risulta
' B(R,7(R)) =B(R,7(R)) NR.

1.5 Classi monotone

Definizione 5.1 Una famiglia non vuota M C P(X) é detta
_classe monotona su X se per ogni successione monotona {En} C M
risulta

lim E, € M,
n—00
ovvero se
(i) per ogni successione non decrescente {Ey} C M risulta
o0
U E, e M;
k=1
(ii) per ogni successione non crescente {E.} € M risulta

oo
ﬂ Ep e M.
k=1

Os,set‘vazione 5.2 Ogni o-algebra & una classe monotona.
Notazione 3.3 Sia S C P(X). Poniamo

Mo (S) == n {M | M classe monotenasu X, S C M}.

Teorema 3.4 SiaS C P (X). Allora Mg (S) & una classe monotona
su X erisulta

S C Mo(S)-
Inoltre per ogni classe monotona M su X tale che
SCM
risulta
Mo (S) C M.

Dimostrazione. Immediata. &

Dcfinizione 3.3 Sia S € P(X). La classe monotona Mg (S) &
detta classe monotona generata da S oppure classe monotona minimale
contenente S.

Teorema 5.6  Sia A C P (X) un’algebra. Allora
Mg (A) =0ag(A).

Dimostrazione. Omessa. @




2.1 Definizione e prime proprieta
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Misure positive

2.1 ~ Definizione e prime proprieta

Definizione 1.1  Sia & € P (X) una famiglia tale che
' tc6

Un‘applicazione p : C — R, édetta misura su C se

(i) risulta

r(@)=0;
(i) (o-additivita) per ogni successione disgiunta {Er} C Ctale che
20
LJ E,ecC
k=1

risulta

u(U Ek) =3 uE.
k=1

k=1

Osservazione 1.2 Sela famiglia C & una o-algebra la condizione

o0
U Ep eC
k=1
richiesta nella definizione di misura & sempre verificata.

Definizione 1.3 Sia C C P (X) una famiglia tale che
Pes.

Sinp : C — R una misura su C. La misura y si dice finita se per ogni
E € Crisulta
e

n(E) < co.

La misura y si dice o-finita se esiste una successione {E, } C Ctale che
per ogni n € N risulti

w(En) < oo

etale che

o0
X = U En.
n=1

Definizione 1.4 Sia A C P (X) un'algebrasu X. Siap : A —
R, una misura su A. Latema (X, A, ) é detta spazio di misura.

Definizione 1.5  Uno spazio di misura (X, A, i) si dice finito se la
misura & finita, si dice o-finito se la misura y & o-finita.
Definizione 1.6 Sia (X, A, &) uno spazio di misura. Se
w(X)=1
lo spazio di misura (X, A, p) & detto spazio di probabilita e la misura p &

detta misura di probabilita .

Definizione 1.7  Definiamo 1"applicazione pu# : P(X) — Ry nel
seguente modo. Per ogni E C X poniamo

#(B) = numero degli elementi di E se E & finito,
® T oo altrimenti.

Pmposizione 1.8 Lapplicazione p# : P(X) — R ¢ una misura
su X.

Dimostrazione. Immediata. &

Definizione 1.9 La misura p# P(X) — Ry & detta

misura che conta.

Osservazione 1.10  La misura 4% : P(X) — Ry &finitase X &
finito, & o-finita se X & numerabile.

Definizione 1.11 Sia X un insieme non vuoto. Sia z € X.
Definiamo I'applicazione 6, : P (X) — R nel seguente modo. Per
ogni E C X poniamo

1 sex € F,
6:”(E)'_{ 0 sex ¢ E.

Proposizione 1.12  Sia X un insieme non vuoto. Siax € X.
I applicazione 65 : P(X) — R & unamisurasu X.

Dimostrazione. Immediata. @

Definizione 1.13 _Sia X un insieme non vuoto. Siaz € X. La
misura 8 : P(X) — R &detta misura di Dirac concentrata in .

P ro,posizione 1.14  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Allora

(i) (additivit) ~per ogni {E1, ..., En} C X disgiunti risulta

n n
u(U Ek) =Y u(Ee);
k=1 k=1
(ii) (monotonia) perogni E, F C X tali che
ECF
tisulta

w(E) < p(F);
(i) (o-subadditivita) perogni {Fn} C X risulta

u(U Ek) < u(B).
k=1 k=1

Dimostrazione. (i) Segue dalla o-additivita.
(ii) Poiché
F=EU(F\E), En(F\E)=0,
per additivita di u si ha
p(F)=pu(E)+p(F\E) > n(E).
(ii1) Sia {Ex} C -A. Sia { Fie} C .4 una successione disgiunta tale che per ogni
k € N risulti
Fi. C B
e tale che
o o
U FA= U Ee-
k=1 k=1

Allora, per la o-additivita e per la monotonia di . si ha

u(U Ek) =u(U Fk> =Y u(F) <) u(B). ®
k=1 k=1 k=1

k=1

Proposizione 1.15  Sia (X, A, p) wo spazio di misura. Allora
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(i) per ogni successione non decrescente {Ex} C Asiha

oo
n (kLle Ek) = lim p(E);
(ii) per ogni successione non crescente {E} C A, con
u(E1) < oo,
siha

u(ﬂ Ek) = lim p(Eg).

k=1

Dimostrazione._ (i) Poniamo
Eo:=0.
Per ogni k& € N poniamo
Fy :== Ex\Ex_1.

Allora la successione { Fi.} C .4 & disgiunta. Inoltre per ogni n € N risuta

n
E, = U F
k=1
e risulta
oo (==}
U Ep = U F.
k=1 k=1
Quindi

n

M(U Fk>= #(Fk)=n1i_lgaz u(Fe)=
k=1 c=1

k=1
n

[}

s

()

(ii) Perognik € N poniamo
Fk = El\E;c.

,.
I

= lim u(En)

SN——

Allora la successione { Fi. } C A & non decrescente. Quindi per il punto (i) siha

u (U Fk) = lim j(F).
k=1
Poiché 1 (E;) < ooperognik € Nsiha
u(F) = p(E1) — p(Ex).

Quindi
u(U Fk) = p(B1) — lim p(Ex).
k=1
D"altra parte
U F, = U (E1\Ex) = U (E1NCEy)=
k=1 k=1 k=1
= Em(U CE;C) =Emc(ﬂ E,,) =
k=1 k=1

(
)

Quindi

Capitolo2  Misure positive

Osservazione 1.16 Laffermazione ) (33)
della proposizione precedente in generale & falsa se u (E1) = oo, come
mostra I"esempio che segue.

Esempio 1.17 Ssia(X,A,p) = (N,P(N),u#). Perognin € N

sia
E,:={keN|k>n}.
Poiché
oo
() Er=0
k=1
siha

o0
;l.# (ﬂ Ek) =0.
k=1
D altra parte per ogni n € N siha
## (En) = oo
Quindi
lim p# (En) = co.
— n—0oo
_Proposizione 1.18  Zemma di Borel-Cantelli).
spazio di misura. Sia {E,,} C Atale che

Sia (X, A, 1) uno

Z #(En) < co.
n=1

Allora
) u (EEL) -0
Dimostrazione. Perognin € N poniamo
o0
Fp = |J En.
n=k

Per la o-additivita di g perogni £ € Nsiha

NCEEESEDS

n=~k
Inoltre siha
— oc oo oo
limE, =N U En=[) Fx-
k=1
La successione { Fj.} C A &non crescente. Inoltre si ha

o0

B(F1) <Y #(Eg) < .

n=1

Allora si ha
u(ﬁEn) = u( N F,,) = lim p(Fe) <
k=1 k—ro0

Jim 3

n=k

IA

' oo k—1
p(Bn) = lim [Z u(En) =Y u(Ba)| =

n=1 n=1

o k—1

= Y u(Ba)- lim 3" pu(En)=0.

n=1 n=1

Quindisihalatesi @

Notazione 1.19  Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Sia F C A
Poniamo

pr = plgnp -



2.2 Insiemi di misura nulla

Proposizione 1.20  Sia(X,.A, p) uno spazio di misura. Sia F* C A.
Lapplicazione - € una misura su AN F.

Dimostrazione. Immediata. B

Definizione 1.21  Sia (X, A, x) uno spazio di misura. Sia F C A.

La misura pt - & detta misura indotta da psu AN F. Lo spazio di misura

(F, AN F, pug) & deatto sottospazio di misura di (X, A, p).

Definizione 1.22  Sia (X, G) uno spazio topologico. Una misura
u:B(X,6) > Ry

su B (X, G) & detta misura di Borel su (X, G).

=

r 2.2 Insiemi di misura nulla

l)eﬁriizione 2.1 Sia (X, A, ) uno spazio di misura.
" Un insieme N C X si dice di misura nulla se
NeA, p(N)=0.
Denotiamo con N, la famiglia degli insiemi di misura nulla.
Dﬁfiiiizione 2.2 Sia (X, .4, p) uno spazio di misura.
< Un insieme E C X si dice trascurabile se esiste N € N, tale che

ECN.

Denotiamo con 7}, la tamiglia degli insiemi trascurabili.

Proposi’iione 2.3 Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Allora
Ny C Ty

Dimostrazione. Immediata. B

Pl"O])OSiZiOl‘le 2.4 Sia (X,.A, ) uno spazio di misura. Sia B € 7},.
~Allora per ogni F' C X tale che

FCE

st ha

FET,.

Dimostrazione. Immediata. B

Osservazione 2.5  Le famiglie My e 7,, sono stabili per unione
numerabile.

Definizione 2.6 Uno spazio di misura (X, A, ) si dice completo se
ogni‘insieme trascurabile & misurabile, ovvero se

T, C A

In tal caso si dice che p & una misura completa e che A & una
o-algebra completa tispetto a p.

Propoéizione 2.7 Uno spazio di misura (X, A, u) & completo se e
5016 se

/
)// 7 Y] \ !

N =T,
£ setanda o X eodo o7 A Ay

11

Dimostrazione. Supponiamo (X, A, pt) completo. Abbiamo gia visto che
Ny C T,

Mostriamo che vale I'inclusione opposta:
T, C Ny

Sia E € T,,. Poiché (X, A4, ) € completo si ha

E c A
Sia N € N, tale che
ECN.
Allora per la monotonia di u siha
w(E)=0.
Quindi
E e N,
Viceversa supponiamo
Ny =Ty
Mostriamo che (X, .4, pt) ¢ completo. Sia E € Tj,. Allora
E € Ny,
quindi in particolare
EcA4 @

"

|

l Definizione 2.8  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Poniamo
A:={E C X | esistono F,G €A, con FCECG,
tali che u (G\F) = 0}.
Definiamo I"applicazione x : A — R4 nel seguente modo. Per ogni
E € A.siano F,G € A.con
FCECG

tali che

w(G\F)=0.
Allora poniamo

E(E) = p(F).

Proposizione 2.9  Lapplicazione f & ben definita.

Dimostrazione. Siano F1, Gy, F2,G2 € .A con
FFCECG), F,CECG:
tali che
u(G1\F1) =0, pu(G:\Fz)=0.
Allora
(G2\F1) = (G2\E) U(E\F1) C (G2\F2) U (G1\F1)

da cui segue

1 (G2\F1)=0.
Analogamente si ha

4 (G1\F3) =0.
Poiché

p(G1\F1) = p(G1\F2) = u(G2\F1) = u(G2\Fz) =0
siha
w(F1) = p(F2) = W(G1) = u(Gz)-
Quindi la definizione & indipendente dalla sceltadi F. W

Teorema 2.10  Sia (X, A, ) uno spazio di misura.
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(1) ( X, A, 'ﬁ) & uno spazio di misura, ovvero
(a) A éuna o-algebrasu X
(b) T ¢ unamisurasu A

(i) (X LA, 'ﬁ) & uno spazio di misura completo, ovvero z € una misura
completa su A '

@ii) (X, A, %) contiene (X, A, 1) ovvero
@ ACA
) Ela=p

iv) (X, A, 7) & il piut piccolo spazio di misura completo contenente
(X, A, p), ovvero se (X, Ay, ¢£1) & uno spazio di misura completo tale
che

A .C_ A17 1231 IA =M,
allora risulta

AC A, wlx =8

Dimostrazione. (i)(a) Evidentemente siha

0ecA
Sia E € A. Siano F, G € .A, con
FCECG,
tali che
r(G\F) =

Allora CG,CF € Aerisulta

e

w(CF\CG) = n(G\F)=0.
Quindi

CE € A
Sia {E,} C A Siano {F,, }, {G.} C Ataliche per ognin € N risulti
Fn CEn,C Gn, p(Gn\Fn)=0
Allora
TRV

e risulta

>0 oo oo

UFclUEBcUGn

n=1 ) n=1 n=1
Inoltre

I

(5,7)
n) N (fleFn)

(G.NCF,) = G (Gn\Fn).

n=1

(G (G7)

N

I
3
nCs iCs
Q
3
N——

-

I
N

c

s

3
I
-

Quindi per la monotonia ¢ la o-subadditivita di

: ((gl G") \ (Ql Fn)) < glu (Gn\Fn) =0

Allora

(i) (b) Evidentemente siha

Capitolo2  Misure positive

Sia { E,,} C A una successione disgiuata. Siano {F.}, {Gn} C A tali che per
ogni n € N risulti

F, CE, CGn, p(Gn\Fn)=0

Allora

s

Fa, Jj Gn €A
1 n=1

n

e risulta

Gn
1

(.w))

disgiunta. Quindi

G

(( y
Inoltre la successione { F, } C

Ae
ﬁ(U En) =#(U Fn) =Z.“(Fn)=zp(En)-

n=1 n=1

m
uCS
m
i C8

-

(ii) Sia E € T Sia N € N tale che
ECN.

Allora
Siano F;, G € A, con

tali che
u(G\F)=0.
Allora
K(F)=T(N)=0

4 (G) =  (F) + u(G\F) =0.
Quindi 3, G € Aerisulta
PCECG

#(G\?) = p(G)=0.
Allora
€A
(iii) (@), (3ii) (b) Bvidenti.
(iv) Sia E € A Siano F,G € A, con
FCECG,
tali che
W(G\F) =0.
Poiché ;| 4 = pe G\F € Asiha
41 (G\F) = u(G\F) = 0.
Allora poiché G\ E C G\ F e poiché 1, ¢ completa si ha
G\E € A;.
Quindi \
E =G\ (G\E) € A;.
Non dimostriamo I"affermazione

H1\74‘=ﬁ- L]
Definizione 2.11 Lo spazio di misura (X, A,%) & detto il
completamento di (X, A, p).

Proposizione 2.12  Risulta ‘
A={FUEo|FeA EoeT,}.



2.3 Misure esterne

Dimostrazione. Sia E € .A. Siano F, G € .4, con

FCECQG,
tali che

1 (G\F)=0.
Poniamo

Eq:= E\F.
Allora risulta

E = F U Eo.
Inoltre, poiché Eo C G\ Fsiha

Eo € 1,.

Viceversa siano F € A, Eo € 7. Poniamo

N E :=F U Ey.
Sia No € N, tale che
Eo C No.
Poniamo
G := F U No.
Allora G £ _A. Inoltre risulta
FCECG
e
H(G\F) = p(No\F)=0
Quindi

Ec4 m \

Definizione 2.13  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura.

Una proprieta P su X si dice vera quasi ovungue (g.0.) in X se
C{r € X | P(zx) évera} € N,,.

Definizione 2.14  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura.

Due fimzioni f, ¢ : .X — R si dicono uguali quasi ovunque in X se
Clr € X | fla) = g(x)} € Ny

Una funzione J : X — R si dice finita quasi ovunque in X se
C{ze X | |f(x)] <oo} €N,.

Sia D € A. Una funzione f : D — R si dice definita quasi ovunque in
X se

CD € N,.

P mposizione 215 Sia (X, A, 1) uno spazio di misura completo.
Allora I'uguaglianza quasi ovunque tra funzioni in R ¢ una relazione di
equivalenza in rR".
Dimostrazione. Riflessivita e simmetria sono evidenti. _
Per provare la transitivita consideriamo tre funzioni f, g, h : X — R taliche
f=9g qo.inX, g=h qo.inX.

Poniamo

Ni=C{z €X | f(z) = 9(a)},

Nz :=C{z € X | g(z) = h(z)}.
Allora N1, N2 € N,. Poniamo

N := N; UNs.
Allora N € N, Inoltre, poiché
CN =CN1 N CNa,

perogniz £ CN siha

f(2)=g(x)=h(z).

AkDefiii‘i'zione 3.1 Un applicazione p*
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Quindi

CN C{zeX|f(z)=ha)}.
Da questa segue

Cl{r € X | f(z)=h(z)} CN.
Allora poiché la misura p & completa, siha

Cl{x € X | f(z) = h(z)} € Ny,

ovvero
f=h qoinX. @

Osservazione 2.16  E naturale identificare gli elementi di una stessa
classe di equivalenza in R™, pensandola come un’unica funzione definita
quasi ovunque in X

2.3 Misure esterne

7 P(X) — Ry sidice
misura esterna su X se 0

(1) risulta

g (2)=0;
(ii) (monotonia) perogni E, F, con
ECF,
risulta
u (B) < p (F);
(i) (o-subadditivita) per ogni {Fn} C/X siha

u (U En> < W (En).
n=1 n=1

Osservazione 3.2 Ogni misura definita sulla o-algebra P () &una

misura estema.

Notazione 3.3  sia K C P (X)tale che

/ X
0e K.

Poniamo

R (E) = {{Ik} CK|EC G Ik}
k=1
Dcﬁniiione 3.4 Siak C P (X)taleche
! Pek.
Siav : K — R tale che
v{@)=0.

Definiamo I"applicazione u(X:*) : P (X) — R+ nel seguente modo. Per
ogni E C X poniamo

o0

L) () inf{Zv(Im{zk}eRx(E)} se Rec (B) # 0,

k=1

00 se R (E)=10.

Teorema 3.5 Sia K C P (.X)taleche
fekK.
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Siav : K — R4 tale che
v(0)=0.

Allora I"applicazione 1 :7) & una misura estena su X.

Dimostrazione. (i) Evidentemente siha

w7 @) = 0.
(ii) Siano E, F C X taliche

ECF.
Mostriamo che
p(E) < p (F).

Se Ry (F) =0siha

p (F) = o0

e la disuguaglianza & ovvia.
Se Ry (F) # Dsiha

R (F) C R (E).
Quindi
w5 (B) < pM) (F).
(iii) Sia {En} C P (X). Mostriamo che
K o0 o0
#( ) ( U En) < Z #(n,p) (En).
n=1 n=1
Se esiste n € N tale che
”(K.,u) (En) = oo,

1a disuguaglianza é ovvia.
Allora supponiamo che per ogni 7 € N risulti

1 (E,) < oo

Sia € > O arbitrario. Perogni 1 € N sia {5k}, cny € Ric (En) taleche

o0

I v ) < 1 (Ea) + =
k=1 2n

Poiché per ogni n € N siha

E.C U Ln,
k=1
si ha
UECS U Ingks
n=1 n,k=1
OVVeTo
{Inx}p wen € R ( U E,.)
n=1
Allora
oo oo o €
M"'"’(U En) < Y van <y [u‘”’"’ (Bn)+ 5;] =
n=1 n, k=1 n=1

1

Z p('c'") (En)+ .

n=1

Per Iarbitraricta dic sihalatesi. ®

Definizione 3.6 Sia K C P (X)tale che
pekK.

Siav : K — R tale che
v(P) =0.

Allora la misura estema p(KX:¥) & detta misura esterna generata dalla

coppia (K, v).

Capitolo2  Misure positive

Osservazione 3.7 Sia K C P (X)tale che
PeK.
Siav : K — R tale che
v(P)=0.
Alloraper ogni E € Ksiha
wF(B) <v(E).

Proposizione 3.8  Sia A C P (X) un’algebrasu X. Siav :
R una misura su A. Allora

(Av)
# V!A—V'

Dimostrazione. Sia E € _A. Mostriamo che

WA (E)=v(E).
Per I'osservazione precedente si ha

uSN(EB) < v (B).
Mostriamo che vale la disuaglianza inversa:

v(B) < 4 (B).
SeR4(E)=Dsiha

w4 (B) = o0

¢ la disuguaglianza ¢ ovvia.

Supponiamo R 4 (E) # 0. Sia {Ix} € R .a (E) arbitraria. Per la monotonia e per

la o-subadditivita di v/ si ha I

\ -

v(E) Su ( D Ik)w\}S f v (Ix).

\\ k=1 k=1
Per Parbitraricta di {I;.} € R4 (E)siha

v(BE) <y (B). B

2.4 Generazione di misure

Definizione 4.1  Sia x* una misura estemasu X. Uninsieme £ C X
i dice p*-misurabile seper ogni Z C X risulta

W (Z)y=p*(ZNE)+p*(ZNCE).

Denotiamo con £ {2*) la famiglia degli insiemi p*-misurabili.

Proposizione 4.2 Sia p* una misura estema su X. Un insieme
p M

E C X & p*-misurabile se e solo se per ogni Z C X risulta
p*(Z2) > p" (ZNE)+p* (ZNCE).

Dimostrazione. Sia E € L (u*). Allora per ogni Z C X siha

u*(Z)=p" (ZNE)+ 4" (ZNCE),
quindi in particolare

u*(2)2 p" (ZNE)+ p" (ZNCE).
Viceversa sia E C X tale che per ogni Z C X risulti

W (Z)> W (ZNE)+u" (ZNCE).
Perogni Z C X siha

Z=ZNnX=Zn(EUCE)=(ZNE)U(ZNCE),

quindi, per la subadditivita di 1.

w{(Z)Y< p (ZNE)+p" (ZNCE).




2.4 Generazione di misure

Allora perogni Z C X siha
W (Z)=pu (ZNE)+ " (ZNCE),

quindi £ € £ (p"). @

Lemma 4.3  Sia 4* una misura estema su X. Sia E C X tale che
k" (E)=0.

Allora
Eel(u").

Dimostrazione. Perogni Z C X per la monotonia di 2™ si ha
HZOE)+ 1 (ZNCE)S W (E)+ 1" (Z)=u"(Z).

Allora la tesi segue dalla proposizione precedente. &

Pmposizione 4.4 Sia p* unamisura estemasu X. Perogni E, F €
L (p~) risulta
EUFeL(p).

Dimostrazione. Siano E, F & L (u7). Sia Z C X arbitrario. Poiché E &
L (1")siha
W A(Z)=p " (ZNE)+pu (ZNCE).
Poiché F € £ (¢ )siha
WA(ZNCE)=p " (ZNCENF)+ 1" (ZNCENCF).
Quindi
WA(Z)=uW (ZNE)+p (ZNCENF)+ 1" (ZNCENCF).
Si ha

(ZME)yU(ZNCENF) ZN{EV(CENF)] =
ZN[EJ(F\E)] =

= ZnNn(EUF).

Quindi per la subadditivita di ™ siha
W A(ZNE)+ " (ZOCENF) > 1" (ZN(EUF)).
Inoltre
ZNCENCF=ZNC(EUF).
Quindi
p(Z)> W[ ZN(EUF) +u" (ZNC(EUF)).
Per larbitrarietidi Z C X siha

EUFel(p™). &

Coroliario 4.5 Sia p* una misura estema su X.  Per ogni

{E1,...; En} C L (p*) risulta

U Er € L(u").
k=1

Lemma 4.6 Sia 4" una misura estema su X. Sia {Ex} C £(p*)
una successione disgiunta. Per ognin € N sia

n
Sp = U Ey.
k=1
JAlloraperognin € Neperogni Z C X siha

n
K(ZNSp) =) W (ZNE).
k=1

Dimostrazione. Induzione su n.

Se n = 1 I'uguaglianza ¢ vera.
Sia n € N. Supponiamo che risulti

wA(ZNSp)=" p (ZNEk)

k=1
Mostriamo che
n+1
B (Z0Sni)=) 1 (ZNEk).
k=1
Per il corollario precedente si ha
Swe L (7).

Quindi perogni Z C X siha
B A(ZN8nt1) = (2 Sns1NSn)+p " (ZNSpt1 NCSy).
Poiché { Ex } ¢ una successione disgiunta, si ha
Snty1 NSy =8n, Sny1NCS, = Epnqr.
Quindi per ogni Z C X siha

W A(ZNSny1) = P (ZNSp)+ 1 (ZNEpg1) =

= Y W (ZNE)+u (ZNEns1)
h=1
n+1

= Y u(ZNE:). B
k=1

Lemma 4.7 Sia p* una misura estema su X. Sia {Ep} C £(u~)
una successione disgiunta. Sia

Alloraperogni Z C X siha

oc
p(ZNS)=) u (ZNEy).
k=1

Dimostrazione. Sia Z C X arbitrario.
Mostriamo che vale la disuguaglianza

oC
p(ZN8) <Y W (ZNEy).
k=1

Siha

(@]

ZﬁS:Zﬂ(‘
k

Ek) = U (ZNEy).
1

k=1

I

Allora per la o-subadditivita di u«* siha

oc
p(ZNS)< Y pT(ZNEw).
k=1

Mostriamo che vale la disuguaglianza opposta

p(ZNn8) > Y p(ZNE).

k=1
Sia n € N arbitrario. Poniamo
n
S, = U E,.
k=1
Allora per il lemma precedente si ha
n
E(ZN8a) = 1 (ZNEL).
k=1

Poiché S,, C S,siha
ZNnS,CZnNnS.
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Quindi per la monotonia di z¢” siha

w(ZNS)>p (ZNS) =) u" (ZNE).
k=1

Allora

p(Zn8) 2 p(ZNE). &
. k=1

Pmposizione 4.8 Sia u4* una misura estema su X. Allora per ogni
successione {E;} C L (u*)siha

s o]
U BxeL£L(w)-
k=1

Dimostrazione. (a) Sia {Ex} C L una successione disgiunta arbitraria.
Poniamo

o0
S = U E..
k=1
Sia Z C X arbitrario. Per ogni n € N poniamo

Sp = E;..

1

Cs

K

Sia n € N arbitrario. Per la proposizione 4.4 si ha
S, €L (p7).
Quindi
wWA(Z)=u" (ZNS)+u (ZNCS,).
Per il lemma 4.6 si ha
n
E(ZNSy) =Y u (ZNE).
k=1
Inoltre, poiché S,, C Ssiha
CS CCSn,
da cui segue
ZNCS CZNCSn.
Quindi per monotonia di 1" siha
w(ZNCS,) > u" (ZNCS).
Allora
n
B(Z)2 ) kT (ZNEx) +u”(ZNCS).
k=1
Per larbitarietadi n € N siha |
oo
1w (2) 2w (ZNEx) +u"(Z2NCS).
k=1
Poiché per il lemma 4.7 si ha
oo
Y. K (ZNE)=p(ZN0S),
k=1
siha
1 (Z)2 p (ZN8)+p (ZNCS)
Per Iarbitarieta si Z C X siha
)
S = U E EL(}I*).
k=1

(b) sia {Ex} C L (1) una gencrica successione. Allora la tesi segue da (a)
tenendo conto del lemma 1.3. @&

= /MS’ Sia p* una misura estema su X. Allora £ (12*) & una
o-algebra su X.

Capitolo2  Misure positive

Dimostrazione. (i) Poiché
W@)=0
per il lemma 4.3 siha
BecL(u).

(ii) SiaE € L (p*). Alloraperogni Z C X siha
p(Z)=p"(ZNE)+u" (ZNCE).
Quindi per ogni Z C X siha
i (2) = u* (ZNCE) +u™ (ZNC(CE)).
Allora
CEeL(p).
(iii) Sia {Ex} C £ (p™). Allora per la proposizione precedente si ha

UErecL(p). m
k=1

//
réma 4.10  Sia x* una misura estema su X. Allora ,u*lc( wy &
. o TN u*)
una mlsura:complet@.l C(p*).

Dimostrazione. Poniamo
*
pe= | ey

Mostriamo che g & una misura su £ (p™).
Evidentemente si ha

W (@) = " (@) =0.
Sia {Ei} C L (1) una successione disgiunta. Poiché £ (1*) & una c-algebra si
ha

U Beet ().
k=1

Poniamo

S = D E;.
k=1

Per il lemma 4.7 perogni Z C X siha
oo
K (Z08)=Y w(ZNEL).
k=1
In particolare, scegliendo Z = S, siha

W ()= u (SNEk),
k=1

Perogni k¥ € N siha

s

o0
SﬂEk=( E,) N Ep = |J (E1 N Ex) = Ei.

1=1 =1
Quindi si ha
o0 o0
u (U Ek) =" u(E).
k=1 k=1
Allora, poiché
oo
E. €L (ll')
k=1
e poiché per ogni £ € N siha
Ek eL (H*) y

siha
#(U Ek) =§ v (Ex)-
k=1 k=1

Mostriamo che la misura g é completa.
Sia E € T,. Sia N € N, taleche

E CN.




2.4 Generazione di misure

Allora N € £ (™) erisulta

p(N)=0.
Poiché
R(N) = p" (V)
si ha
p"(N)=0.
Quindi per monotonia di 1" siha
u" (E)=0.

Allora per il lemma 4.3 si ha

Teorema 4.11  (Caratheodory)  Sia A C P (X) un’algebra su X.

Sia v : A — R una misura su A. Allora:

@ pA] =
(ii) oo (A) C L (uA);

(iii) /‘(A’V)lao(A) & una misura.

Inoltre supponiamo che la misura v sia g-finita. Allora la misura

(A.v)
® Jao(A)

& I'unica misura che estende v su 0o (A).
Dimostrazione. (i) Segue dalla proposizione 3.8.
(i1) Mostriamo che
AcL(ptt).
Sia E € .A. Sia Z C X arbitrario. Mostriamo che
wtt i (z) > W (Z A By 4 1l (ZnCE).

Se ;1 (4¥) (Z) = oc la disuguaglianza & sempre verificata.
Sia u{-4*) (Z) < oc. Sia € > 0 arbitrario. Sia {I,,} € R 4 (Z) tale che

=

3 vIa) < 1 (2) + e

n=1
Poiché
oc
zc U In
n=1
si ha
oo oo
ZNEC (U In) NE=|J (I.NnE).
n=1 n=1
Inoltre per ogni n € N siha
I,NE € A
Quindi
{InNE} € RA(ZNE).
Allora

o
WA ZnE) <Y vUIanE).

n=1
Analogamente si ottiene
)
p(ZnCE) < S v(ILNCE).
n=1

Allora, tenendo conto dell’ additivita di v, si ha

(20 E)+ ) (20 CE) <
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b u(InﬂE)+§ v(I,NCE)=

n=1 n=1

IN

= Y pUNE)+v(I,NCE)] =
n=1

= 3 va) < uN(Z)+e

n=1
Per larbitraricta di ¢ > Osiha
pA(Z) > w20 B)+ M (20 CE).
Per I'arbitrarieta di Z C X siha

Ecr (y(""“)) .

Allora

Quindi, poiché L (u‘f‘"”) & una o-algebra, siha

o0 (4) C L (u(-“'")) .
(iié) Poiché

oo (4) € £ (1),

siha

(A,r) _ (Av)
s Io’o(.—'\) - (” IL(“(-AJ’.\))

Per il teorema precedente

a0 (A) |

pta)

c(utAm))
¢ una misura su £ (/.L(A'V)) . Quindi

“(A,v)'

ao(A)

¢ una misura su oo (.A4).
Non dimostriamo 1'affermazione riguardante l'unicita. &

Definizione 4.12  Sia A C P (X) un algebrasu X. Siav : A —
R una misura su A. La misura

(A)

# oo(A)

& detta estensione di Caratheodory di v.

Osservazione 4.13  In generale lo spazio di misura

<X’ a0 (A), "'(A’v)‘oo(A))

non & completo.

Teorema 4.14  Sia A C P (X)un’algebrasu X. Siav: A — Ry
una misura o-finita su .A. Allora lo spazio di misura

<X,£ (,,(A,v)) ’ u(A,u)\

& il completamento dello spazio di misura

cossn)

(x, o0(A), "(A’")LO(A))

Dimostrazione. Omessa. B




Corollario _-'!.15 Sia (X,G) wmo spazio topologico. Sia p :
B (X, G) — R una misura di Borel o-finita su (X, G). Allora lo spazio
di misura

(B(X,G).1) (B(X,G).1)
(X,t(u ). u g g(,,(l"(X,g),#)))

& il completamento dello spazio di misura

(X B(X,9), 1)

Definizione 4.16  Sia (X,G) uno spazio topologico. Sia p :
B(X,G) — R una misura di Borel o-finita su (X, G). La o-algebra

B(X,G)=CL (p(s(x,g),u))

&detta o-algebra di Lebesgue . 1suoi elementi sono detti insiemi misurabili
secondo Lebesgue. La misura

= (E(X,Q),u)‘
p=a L(pBX.9).1Y)

& detta misura di Lebesgue.

Proposizione 4.17  Sia C C P (X) una semialgebra tale che
pec.

Siav : C ——‘_ﬁ+ una misura su C. Allora esiste un’unica misura
1 Ao (C) — Ry tale che

Hle =v.

Dimostrazione. Omessa. @



3.1 Definizione e prime proprieta

Capitolo 3
Misura di Lebesgue in R"

3.1 Definizione ¢ prime proprieta

Definizione 1.1 Consideriamo la semialgebra
To:={(a,b] | —co<a<b<oo}U{(a,00) | —co<a< oo}
e I'algebra
T := Uy (Zo) -
Definiamo 1 applicazione A\g : Z — R nel seguente modo. Poniamo
Ao (@) :=0.

Per ogni @, btali che —co < a < b < oo poniamo

Ao ((a, b)) :=b—a.
Per ogni a tale che —co < a < oo poniamo

2o ((a,00)) = co.

Per ogni E € I\Zg siano {F1, ..., En} C Zo disgiunti tali che

n
E=]J E.
k=1
Allora poniamo
n
Mo (E):= Z Mo (Er) .
k=1

Proposizione 1.2  Lapplicazione
Mol To To - R
& una misura o-finita su Zo.

Dimostrazione. Non dimostriamo che Ao| o ¢ una misura su Zo.
Maostriamo che la misura )‘OlIo & o -finita. Si ha

R= (=n,n]

1

iCs

eperognin € N risulta

(-n,n] €To, Ao((—m,n])=2n<oo. A

Proposizione 1.3 Lapplicazione
X:T - Ry

& una misura o-finita su Z.

te, t do comto della

Dimostrazione. Segue dalla proposizione preced
definizione di A°. ®

Definizione 1.4  La
misura estema p(Z:20) & detta misura esterna di Lebesgue ed & denotata
con A*. La o-algebra

‘ (u(mo))
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& detta o-algebradiLebesgue ed & denotata con L(R) o
con £. I suoi elementi sono detti insiemi misurabili secondo Lebesgue o
insiemi di Lebesgue. La misura

(Z:20)
K £(utT o))’

& detta misura di Lebesgue in R ed & denotata con .
Proposizione 1.5 Sia E C R numerabile. Allora E € L{R)e
risulta

AME) =0.

Dimostrazione. Siaa € R.Perognie > Osiha

{a} C (a—¢&,4q],
quindi, per la monotonia di A~
A ({eh) < =
Allora
A" ({a}) =0.

Sia E = {@1,Qaz, ...}. Per la o-subadditivita di A" si ha

AT(E)= X7 ( U {an}> <SS A ({anh)=0.

n=1 n=1
Quindi

AT(E)=0.
Allorasiha £ € £ (R) e risulta

A(E)=A"(E)=0. &

Teorema 1.6  Vale I'inclusione
B(R)C L(R),

ovvero ogni insieme di Borel in R & misurabile secondo Lebesgue.

Dimostrazione. Poiché Ao & una misura o-finita su 7 per il teorema di Caratheodory
siha

70 (T) C £ (W20,
OVVETo
BR)CL(R). ®

Proposizione 1.7

(i) Ogni intervallo limitato I, ; di estremi a,b & misurabile secondo
Lebesgue e risulta

A (Ia,b) =b-—a.
(ii) Ogni intervallo illimitato I ¢ misurabile secondo Lebesgue e risulta
A(I)=o0.

Dimostrazione. (i) Sia ad esempio

I.b=(a,b).

Allora si ha
> 1
Iow= 191 (a,b - ;] .

Quindi

I,, € BE(R)
e per il teorema precedente

I.o €L(R).
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Inoltre per ogni n € N poiché
1
(wb- 3] Ctonc @,
n
per monotonia di A siha
1
b—a-=<A(I5)<b-a.
n

Allora
A(lap)=b—a.
(i) Siaad esempio

I=(-00,b).
Allora
> 1
I= anjl ( oo, b -7-;] .
Quindi
I ¢ B(R)
¢ per il teorema precedente
IecL(R).

Inoltre per ogni n € N poiché

(-oo,b— 1} C1C (~00,8]
n

per monotonia di A si ha
oo < A(I)< o
cioé

A(f)=0c. A

Osservazione 1.8 Lo spazio di misura
(R,L(R),N)

¢ completo

Osservazione 1.9 Lo spazio di misura
(R,L(R),7)

& il completamento dello spazio

(R7B (R)1 )‘lB(R)) -

Osservazione 1.10 Lo spazio di misura
- (R,L(R), )

& o-finito.

3.2 Misura di Peano-Jordan e misura di Lebesgue

Proposizione 2.1 Sia E C R. Allora

A*(E)=inf{\(A) | E C A, A aperto}.

Dimostrazione. Mostriamo che vale la disuguaglianza

A" (E) < inf{A(A) | E C A, A aperto}.
Sia A un aperto tale che E C A. Per la monotonia di ™ si ha

AT (E) < AT (A4).
Per il teorema 1.6 siha A € £ (R). Quindi
A" (A) = A(A).

Capitolo 3  Misura di Lebesgue in R™

Allora per ogni aperto A tale che E C A siha
A" (E) £ A (4).
Quindi
A" (E)<inf{A(A) | E C A, Aaperto}.
Mostriamo che vale la disuguaglianza inversa
inf {A(A) | E C A, Aaperto} < A" (E).
Se A* (E) = oo, & evidente.

Se A" (E) < oo, per ogni ¢ > O esiste un ricoprimento numerabile
{(ak,bi]} C T taleche

EC fj (ak, bx], i (bx — ax) < A" (B) +¢.

k=1 k=1

Per ogni 0 > 0 poniamo

> (o8
Ay 1= U (ak,bk +5k-> .
k=1

Cinsieme A, & un aperto tale che E C A, . Tenendo conto della o-subadditivita di
A" siha

. = .. 4
AAo) = A4 <A (ak,bk+ o_k) =
k=1 =
= Z A(ak,bk-!-g—k) =Z (bk—ak)-i-z 55 =
k=1 k=1 k=1~
o0
= Z (b — ar)+ 0.
k=1
Allora
A(A,) <A (B)+<+o0.
Quindi

inf{A(A) |[EC A, Aaperto} < A(Ag) <A (E)+e+o0.
Per l'arbitrarietad di € e o siha

inf {A(4) | EC A, Aaperto} < A" (E). ®

Osservazione 2.2 Sia E C R. Allora

A*(E)=inf{\(G) |[E CG, G € L(R)}.
Definizione 2.3 Sia E C R. Si dice misura interna di Lebesgue di
E la quantita

X (E):=sup{\(F)|FCE, FEL(R)}.

Proposizione 2.4 Perogni E € £L(R)siha
X (BE) = A(E).

Proposizione 2.5  Per ogni E1, E; tali che E; C Es risulta
A (E1) £ 2 (B2)-

Proposizione 2.6 Perogni E C Rsiha
A (BE) < A% (B).

Dimostrazione. Sia F € £ (R) tale che F C E. Per la monotonia di A” si ha
A(F)=A"(F)< A" (E).

Allora
A(E)SAT(E). B

Definizione 2.7 Sia E C R. Un insieme G € L(R) si dice
inviluppo misurabile di E se )
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i) ECG;
(ii) perogni H € L (R)taleche H C G\E risulta A (H) = 0.
Proposizione 2.8 Sia E € R. Allora

(i) esiste un inviluppo misurabile G € B(R) di E;
(ii) per ogni inviluppo misurabile G di E risulta

MG) = A" (E).

Dimostrazione. (i) Sia A" (E) < oc. Per la proposizione 2.1, per ogni
L & N csistc A aperto tale che

. 1 "
EC Ak, N (E)+7 >\ (4x)-

Poniamo
Gi= [ A
k=1
Owiamente G € £ (R) erisulta
ECG.
Inoltre per ogni & £ N siha
G C Ay

Allora per la monotonia di A per ogni & € N siha
AT(E) S AT(G) € AT () < AT (B) 4 4

PerTarbitrarieta di k e poiché G € B(R) C L (R),siha
AG@) =2 (G)= X" (E).

Sia H € £L(R)taleche H C G\E. Allora E C G\ H. Tenendo conto della
monotonia di A” e deil additivita di X si ha

AT (E)< A (G\H) = A(G\H) = A(G) — A(H)
owvvero
AG) < A(G)— A(H).
Poiché A (G) < oc da questa segue
A(H)=0.

Quindi G ¢ un inviluppo misurabile di E.
Sia A" {(E) = oc. Pei ogii 1 € N poitiaino

E,:=En(-n,n].
Perognin € N siha
>\* (En) < o0

quindi esiste un inviluppo misurabile G, € 5 (R) di E... Poniamo

Ovviamente G & B (R) erisulta
ECG.
Sia H < £ (R) ale che H C G\ E. Perogni n € N poniamo
H,:=HNG,.
Perognin € Nsiha H, € L (R) erisulta
H, C G \E C G\E,.

Allora, poiché G,, & inviluppo misurabiie di £,,, siha A (H,,) = 0. Poiché

o
H= ] H,
n=1
per la o-subadditivita di A segue
A(H)=0.

(ii) Sia G un inviluppo misurabile di E.
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Sia A* (E) = oc. Allora evidentemente si ha
AT (G) < AT (E).
Inoltre per la monotonia di A~ siha
AT(E) < AT (G).
Quindi
AG)=X"(G) =X (E).

oy : ot 1° .
Sia X* (EF) < oo. Abbiamo d o Vuguaglian

A(G)= AT (E)
per un particolare inviluppo misurabile G di E.
Mosiriamo che tuiti gli inviluppi misurabili di Lebesgue di £ hanno ia stessa misura
di Lebesgue. Siano G'1, G2 due arbitrari inviluppi misurabili di E. Poiché E C G2
siha
G1\G2 C Gh\E.
Allora, poiché G1 & mviluppo misurabile di E, siha

A(G1\G2) =0.

=]
>

p

Gy = (G NG2) U (G1\G2), (G1NG2)N(Gi\Gz) =1,

per I'additivita di A siha

AG1) = XMGi N Ga).
Analogamente si prova che

A(G2)=A(G1NG2).
Quindi

A(G1) = X (G2).

Allora per ogni inviluppo misurabile G di E si ha

A(G)=X(E). B

Definizione 2.9 Sia E C R. Un insieme F € L(R) si dice
nicleo misurabile di E se

(i) FCE;
(i) perogni K € £ (R)taleche K C E\F risulta A (K) =0.

Proposizione 2.10  Sia E € R. Allora
(i) esiste un nucieo misurabile F € B(R) di E;
(i) per ogni nucleo misurabile F" di E risulta

A(F) = A. (E).

Dimostrazione. (i) Sia G € B (R) un inviluppo misurabile di E, sia M €
B (R ) un inviluppo misurabile di G'\ E. Poniamo

F .= G\M.
Owviamente siha F € B (R). Poiché G\E C M,siha F C E. Poiché
E\F=E\(G\M)=ENC(GNCM)=EnNM,
MA(G\E)= M NC(GMCE) = (MM E)U{M\G),
siha
E\F C M\ (G\E).
Sia K € £ (R) taleche K C M\ (G\ E). Allora
K C M\ (G\E).
Allora, poiché M 2 invileppo misurebile di G\ E, siha
A(K)=0.

Quindi M & nucleo misurabile di E.
(ii) Sia F un nucleo misurabile di E. Poiché F € L (R)e F C E'siha

A(F) < AL (E).




Supponiamo per assurdo

A(F)< A (E).
Allora esiste F; € L (R) con Fy; C FE tale che

A(F) < A(F1).
Poichd F1\F € L (R)e F;\F C E\Fsiha

A(F1\F)=0.
Allora essendo

=R NF)U(R\F), (ANF)N(FA\F)=0
siha
A(F1)=A(F1NF) < A(F) <A(F1)

da cui I'assurdo. Quindi

A(F)=X.(E). ®

Corollario 2.11 sia {E,} C P (R) una successione disgiunta.
Allora

(0 5)= 5w
n=1

n=1

Dimostrazione. Per ognin € N sia G, un nucleo misurabile di E',,. Allora per la
proposizione precedente perogni n € N siha

AM(En) = A (Gn).

Inoltre { G, } & una successione disgiunta. Poniamo
oo
G = U Gnp.
n=1

o0
Poiché G C |J E, per la monotonia di A, siha
n=1

A ( [—jl En) > A (G).

Inoltre poiché G € L (R) siha
A (G) = X(G).

Per la o-additivita di ¢ siha
o0 o0
MG =3 A(G) =) M (En).
n=1 n=1

Allora

,\*(G En) > \:“; A (E,). &

n=1 n=1

Teorema 2.12
(i) Sia E € £L(R). Allora
X (B) =X2* (E) = A(E).
(ii) Sia E C Rtale che
e (B) = 2* (BE) < oo.
Allora
EeL(R).

Dimostrazione. (i) Poiché E € L (R)siha
A (E)=X(E), X (E)=X(E).
(it) Sia G un inviluppo misurabile, F’ un nucleo misurabile di E. Allora si ha

AG) =7 (E), A(F)=A\(E).

. Definizione 2.14 Un insieme E C
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Quindi si ha
A(G\F) = A(G) — A(F) = A" (E) — A. (E) = 0.
Sia Z C R arbitrario. Mostriamo che
A(ZNF)>X"(ZNnG).
Poiché
G=FU(G\F),
siha
ZNG=(ZNF)u(Zn(G\F)).
Allora, per la subadditivita di A* siha
AN (ZNG)< AN (ZNF)+ A" (ZN(G\F)).
Poiché
ZN(G\F) C G\F,
per la monotonia di A si ha
X" (Z N (G\F)) € A" (G\F) =0,
cioé
A (ZN(G\F))=0.
Quindi
A(ZAG) < AT (ZNEF).
Poiché F & misurabile, si ha
A (Z) = X (ZNF)+X (ZNCF)>
> AT (ZNG)+ A" (ZNCF).
Poiché
GDE, CFDCE,
per la monotonia di A™ si ha
AT(Z) > A (ZNG)+ A (ZNCF) >
> A (ZNE)+\ (ZNCE).

Quindi E & misurabile. &

Definizione 2.13
Sia E C R limitato. La misura esterna secondo Peano-~Jordan di E &
la quantita

mis, (E) := inf {M0 (G) |[EC G, GeTI}.
La misura interna secondo Peano-Jordan di E ¢ la quantita

mis; (E) == sup {\o(F) |FCE, FeTI}.

R limitato si dice
misurabile secondo Peano-Jordan se risulta

mis; (E) = mis (E).

In tal caso si definisce misura secondo Peano-Jordan di E la quantita

mis (E) := mis; (F) = mis. (E).

Definizione 2.15 Un insieme E C R non limitato si dice
misurabile secondo Peano-Jordan se per ogni n € Z I’insieme

ENin,n+1]

& misurabile secondo Peano-Jordan.
In tal caso si definisce misura secondo Peano-Jordan di E la quantita

mis (E) == Z mis (E N [n,n+1]).
neZ

Denotiamo con Ap ; la famiglia degli insiemi misurabili secondo Peano-
Jordan. ‘
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Teorema 2.16  Sia £ C R misurabile secondo Peano-Jordan. Allora
E € L(R)erisulta

AE) =mis(E).

Dimostrazione. Supponiamo E' limitato. Ricordiamo che

A (E)=mf{A(G) |[ECG, Ge LR},

AAE) =sup [N(F) | FCE, Fef(R),

mise (E) 1= inf{)\o(G) |[ECG, G e;r},

mis; (E) == sup{,\o (F)|FCE, Fe I} .
Roiché T T £ (R) erisuita Aj; = Aosiha
d/\' (E) < mise (E), mis; (E) < A (E).
Poiché E & misurabile secondo Peano Jordan si ha
mis (E) = mis; (E) = mis. (E) < oc.
Allora, poiché M. (E) < A" (E)siha
mis (E) = misi (B) € A (E) < A (E) < mis. (E) = mis (E) < co.
Quaindi
A (E)= A" (E).
Allora per il teorema precedente si ha
EcL(R)
crisulta .
ME)=A(E)=X"(E)=mis(E).

LU estensione ad imsiemi non limitati ¢ immediata. B

sservaziene 2,17

ma non secondo Peano-Jordan, come mostra 1"es

Esistono insiemi misurabili secondo Lebesgue
mpio seguente.

Esemipio 2.18
misurahile secondo Lebasoue ed ha misurs

NISUradue sCConae csgus

Sia E = Qni{0,1]. Poiché E & numerabile, E ¢
r

di Lebesgue nulla,

Draltra parte, poiché F & privo di punti intemi si ha
mis; (£) = 0.
Poichéperogni G € ZTtaleche £ C G risulta

Ao (G) 21

siha
mis. (F) = 1.

Quindi E non & misurabile secondo Peano-Jordan.
Osservazione 2.19  Dalla definizione di mis; (E) segue che

0
mis; () >0 seesolose E#0.

In particolare un insieme misurabile secondo Peanc-Jordan ha misura
positiva se e solo se possiede punti intemi. Lo stesso non vale per la
misura di Lebesgue. Esistono infatti insiemi misurabili secondo Lebesgue
e di misura positiva, ma privi di punti intemi, come vedremo nel prossimo
paragrafo.

Proposizione 2.20 La famiglia Ap;y degli insiemi misurabili
secondo Peano-Jordan & un’algebra.

Dimostrazione. Perogni £ C Rsiha
E € Apy seesolose mise (OF) =0.
Poiché per ogni E C R siha
O(CE)=0F

eperogni £, F C Rsiha

(F &y
d(EUF)

N
s3]
tny
C
i)

!

sihalatesi. @&

Osservazione 2.21  La famiglia A p; non & una o-algebra. Infatti
ogni insieme costituito da un punto & misurabile secondo Peano-Jordan,
mentre I’insieme QN [0, 1] & numerabile manon misurabile secondo Peano-
Jordan.

3.3 Insiemi di Borel e insiemi di Lebesgue

Osservazione 3.1  Valgono le seguenti inclusioni
T(R) CB(R) C L(R) C P(R).
Abbiamo gia visto che I'inclusione
7(R)C B(R)
& stretta. In questo paragrafo mostreremo che anche le due inclusioni
B(R)C L), L(R)CPR)
sono strette.

Definizione 3.2 LUinsieme ternario di Cantor o insieme di Cantor ¢
I"insieme K definito per induzione nel seguente modo.

Il primo passo consiste nell eliminare dall’intervallo chiuso Jp,1 = [0, 1]
I'intervallo aperto Ip 1 := (1/3,2/3).
Dopo il passo n-esimo restano 2™ intervalli chiusi J,, ;, di lunghezza

A{Jpp) =1/3™

1i passo {(n + 1)-esimo consiste nell’eliminare da ogni miervaiio J, x un
mtervallo aperto I, ;. con lo stesso centro ¢ lunghezza
N

A(Ipg) = 1/37TL

271
Kp = U In k-
k=1
Linsieme di Cantor & I'insieme
oo
K:= (] Ka.
n=1

Pmpﬁsizione 3.3 LUinsieme di Cantor ha misura di Lebesgue nulia.

Dimostrazione. Siha

0,17\ G

n=0

2n
U Inx
k=1

Poiché gli intervalli I,, » sono sono disgiunti, si ha

A([0,1] \A)=A{

\

Quindi
A(K)=1-A([0,1]\K)=0. ®
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Teorema 3.4 Linsieme di Cantor coincide con I'insieme degli ¢ €
[0, 1] aventi sviluppo temario

]

Il
a MB
oE

k=1
N
con {az} € {0,2}".
Dimostrazione. Lintervallo In; = (1/3,2/3) & costituito da puati aventi
sviluppo ternario con primo coefficiente a; = 1. Gli estremi di tale intervallo

ammettono due distinti sviluppi ternari:
1/3=0,10=0,02, 2/3=0,20=0,12.
Se si scelgono gli sviluppi
1/3=0,02, 2/3=0,20,
I"insi K risulta

da punti aventi sviluppo ternario con primo coefficiente

a; € {0,2}.

Iterando I'argomento si ha la tesi. @

Corollario 3.5 Linsieme di Cantor coincide con I'insieme degli z €
[0, 1] aventi sviluppo temario

con {ex} € {0,1}.
Osservazione 3.6 Linsieme di Cantor ¢ unione disgiunta di 3
insiemi
K=KOUuK®uK®,
dove

KW := {x € K|& = 0 definitivamente} ,
K® := {x € K|g = 1 definitivamente},
K® := {z € K|z, = 0 per infiniti ¥, £, = 1 per infiniti k} .

Inoltre si ha

K@) = {estremi sinistri degli intervalli J5 1 } »
K() = {estremi destri degli intervalli Ink} -

Corollario 3.7 Linsieme di Cantor ha la potenza del continuo.

Dij azione. Per il llario precedente esiste una corrispondenza biunivoca tra
Tinsieme di Cantor e I'insieme {0, 1}™. Quindi

K| =|{0, 1N =P =R|. =

Osservazione 3.8 Linsieme di Cantor & un esempio di sottoinsieme
di R non numerabile di misura nulla.

Proposizione 3.9 La o-algebra £ (R) ha la stessa cardinalita di
P(R).

Dimostrazione. Poiché
L(R) S P(R)
siha
LR <[P (R .
Mostriamo che vale la disuguaglianza opposta
PR <L (R).

Capitolo 3  Misura di Lebesgue in R™

Poiché I'insieme K ha misura nulla ¢ lo spazio (R, £ (R), A) é completo, ogni
L. do Leb A

di K & misurabile gue, ciod
P(K)C L(R).
Quindi
[P (K)l < IL(R)|.
Dal corollario precedente segue
P ()] =|{0, 1| = |[{0,1}"| = P R)!.
Allora V

PRI<SILER). &

Teorema 3.10  Linclusione
B(R)C L(R)

& stretta, cioé esistono sottoinsiemi di R misurabili secondo Lebesgue ma
non secondo Borel.

Dimostrazione. La o-algebra B (R) ha la potenza del continuo (non lo
dimostriamo). Quindi, per la proposizione precedente si ha

|B(R)| = [R| < |P(R)| = |L(R)|.
Allora
BER)#L(R). &

Proposizione 3.11

(i) 1l complementare [0, 1]\ K dell"insieme di Cantor & denso in [0, 1].
(ii) Linsieme di Cantor coincide con I'insieme dei suoi punti di accumu-
lazione.

Dimostrazione. (i) Per ognin € N linsi K,, non contiene intervalli di
lunghezza maggiore di 1/3™. Quindi I'insieme K non contiene intervalli, cioé per
ogniz,y € K esiste z € [0,1] \ K taleche £ < 2 < y. Allora [0, 1]\ K é denso
in [0, 1].

(i1) Poiché K & chiuso, contiene I'insieme dei suoi punti di accumulazione.
Proviamo che K & contenuto nell’insieme dei suoi punti di accumulazione.

Siaz € K. Alloraperognin € Nesiste k£ € {1,...,2" } taleche € J, .
Sia ¢ > O arbitrario, sia n € N taleche 1/3" < eesiak € {1,...,2"} taleche
x € Jp k- Allora siha

TE€Jox C(x—c,z+¢).

Inoltre entrambi gli estremi dell’intervallo chiuso J, . appartengono a K. Quindi
ogni intomo di T contiene puati di K distinti da z, cioé = & punto di accumulazione
dikK. a

Definizione 3.12  Sia o € (0, 1). Linsieme di Cantor generalizzato
di ordine a & I'insieme K, definito come I'insieme di Cantor eliminando
al passo (n + 1)-simo 2™ intervalli aperti di lunghezza o /3™ +1 anziché
1/37+L

Proposizione 3.13 Sia @ € (0,1). Linsieme di Cantor
generalizzato di ordine o ha misura

A(Ka)=1-oq.

Dimostrazione. Analogamente a quanto visto per K si ha

oo 27 oo oo n
)\([0,1]\1{0)=>\(U U In,,c) =y 2"3711 =§Z (g) =

n=0k=1 n=0 n=0

Quindi
A(K"‘) =1- A([0: 1] \Ka) =1-o @




3.3 Insiemi di Borel ¢ insiemi di Lebesgue

Osservazione 3.14  Uinsieme di Cantor generalizzato & un esempio
di sottoinsieme di misura di Lebesgue positiva privo di punti intemi.

Definizione 3.15  Sianox,y €0, 1). Poniamo

Ii“_f r+y sex+y <1,
YTl e4y—1 sex+y>1.

Siano E C [0,1), v € [0, 1). Poniamo

E%y::{m#—ylmeE}.

Osservazione 3.i7 Siano E C [0,1), y € [0, 1). Poniamo

E; ::(EJr'y)m[Ovl)’ E; ::(E_!'y)\{evl)'
Allora siha

E+y=FE1UFEs, com Ei1NEy=10

E+y=F U(Ex—1), con E1N{Er—1)=40
Inoltre poiché E C [0, 1) sitha E 4y C [y, ¥ + 1). Quindi

El:(z;y>n[y,1), Ez—iz(Eiry)ﬁiﬁ,'y)

Lemma 3.18 Siano E C [0,1), vy € [0,1). Allora
(i) A (E i y) = \*(E):
(i) E+y€L(R)seesolose E € L(R).
Dimostrazione. (1) Tenendo conto dell’additivita e dell'invarianza per traslazioni
di A" siha
Y A A S e oy * N
A (E+y] = A (E1)+ A" (E2—-1)=
= A (B1)+ X (E2) =
= A*(E+y)=/\*(E).

(ii) SiaE -+ y € L(R). Allora

Er=(E+y) 01 eL®)

Ey—1= (E+y) N0, 1) € £L(R)
Da quest’ultiina segue
Ex=(E;-1)+1€L(R).
Quindi
E+y=E, UE; € L(R),

da cui segue

E=(E+y)-ye€L(R).
Sia E € L (R). Allora E + y € £ (R). Quindi
(E+y)n0,1) € L(R)

)
n

Da quest'ultima szgus
E;-1cL(R).
Allora

E4+y=FU(B:—1) € L(R).

Teorema 3.19  Linclusione

LRYCP(R)
& stretta. cioé esistono sottoinsiemi di R non misurabili secondo Lebesgue.
Dimostrazione. Definiamo ia reiazione ~ suil'insieme {0, 1) nel seguente modo.
Perogni T, ¥ € [0, 1) poniamo

T~y ‘iéf T — Y

7

m

Q.
Evidentemenie ~- & una relazione di equivaienza. Quindi se per ogni o € [0, 1)
poniamo
a={y€[0,1) [y~ a€Q},
siha

0= {J Ea

a<(0,1)

dove I'unione & disgiunta.
Per Iassioma della scelta esiste V7 C [0, 1) tale che per ogni o € [0, 1) risulta

VNEL = {z.}-

Sia {',, } una numerazione di QM [0, 1). Per ogni n € N poniamo

V=V 4o,
Mostriamo che
o
0,1)=J v,
n=1
Evidentemente si ha
o
] v, clo1)
n=1

Mostriamo che vale Iinclusione inverss

0, 1).Siac € [0, 1) talcche x

n € Ntaleche ¢ = oo + 7. Allora ¢ € V. Quindi

=

o
B}

7 @
3

i

Mostriamo che I'unione

& disgiunta, ovvero che per ogni n, m € N con n % m risulta
v’ﬁ n Vm =0

Siano n, m € N conn # m. Supponiamo per assurdo che esistay € Vi, M Vi,
Allora esistono o, 8 € [0, 1) tali che

Y=1Ta +Tn =25+ Tm-

In particolare si ha

Ta — Tg € Q.
Quindi
zg €V NE,.
Ma poiché
VNEs = {xa}
siha
To = Tg3.
Alllora
Tn = Um,
da cui segue
n=m,

contro I'ipotesi.
Mostriamo che

Vg L(R).
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Supponiamo per assurdo che
VeL(R).
Allora, per il lemma precedente, perognin € Nsiha Vi, € £ (R) erisulta
A(Va)= (V).

q

za e per la o-additivita di A siha

Per q visto in p

A([O,l)):A(U v,,) =Y A(Va).
1 n=1

n=
Ma

A(o,1))=1,
mentre

=~ v . 0 A(V) =
nz;l’\\'(v")=§=:l’\(”={ 0 EZAEV§>3.’

Quindi si ha I'assurdo. @

Lemma 3.20 Sia V ¢ £ (R) I'insieme definito nella dimostrazione
del teorema precedente. Alloraperogni EE € £ (R)taleche E C V risulta
A(E) =0.

Dimostrazione. Sia E € £ (R)taleche E C V. Sia {r,} una numerazione di
QN [0, 1). Per ogni n € N poniamo
V,:=V+r, E,=E+r,.

Poiché E € £ (R) per il lemma precedente per ogni n € N siha

E, e L(R)
erisulta

A(En) =X(E).

Poiché E C V perognin € N siha

E, C V..

~ Allora, poiché gli insiemi V;, sono distinti, anche gli insiemi E,, lo sono. Quindi,
tenendo conto della o-additivita di X siha

A(UIEH) =ZIA(EH)=Z'1A(E)={ o

Draltra parte, poiché

seA\(E) =0,
se A (E) > 0.

si deve avere

Quindi necessariamente
A(E)=0. &

Proposizione 3.21 Sia E C [0,1)taleche A* (E) > 0 Alloraesiste
un sottoinsieme F C E non misurabile secondo Lebesgue.

Dimostrazione. Sia V' ¢ L (R) I'insieme definito nella dimostrazione del
precedente. Sia {7, } una numerazione di QN [0, 1). Per ogni n € N poniamo

Vo=V +4rn, Epn:i=EnV,.

Poiché

0,1)= Ej Vo,

n=1

siha

Capitolo 3  Misura di Lebesgue in R™

Allora, per la o-subadditivita di A*, si ha

0< A (E)< D X" (En).

n=1

Supponiamo per assurdo che per ogni n € N risulti E, € L(R). Allora la
disuguaglianza precedente diventa

f A(Ep)>0.

n=1
Quindi esiste n € N tale che
A(ER) > 0.
Poniamo
E:=(1-7.)+ En.
Poiché E,, € L (R)siha

E ¢ L(R),
poiché E,, C V;, siha
ECYV
epoiché A (E,) > Osiha
A(E) >0,

in contrasto con la proposizione precedente. Allora esiste n € N tale che

F:=E,¢L(R) ®

Corollario 3.22 Sia E € £ (R) tale che X (E) > 0. Allora esiste
un sottoinsieme F' C E non misurabile secondo Lebesgue.

3.4 Covarianza

Teorema 4.1 Sianoa,b € R,cona # 0. SiaT : R - R
I’applicazione definita nel seguente modo. Per ogni € R poniamo

Tx =ax+b.
Allora
(i) perogni E C R risulta
A (T (E)) = la| A" (E);
(ii) perogni E C Rsiha
EecL(R)

se e solo se
T(E)e L(R).

Dimostrazione. Omessa. B

Corollario 4.2 La misura di Lebesgue in R ¢& invariante per
traslazioni.

3.5 Misura di Lebesgue-Stieltjes

Teorema 5.1 Sia f : R — R monotona. Allora I'insieme dei punti
di discontinuita di f & al pii numerabile.

Dimostrazione. Sia ad pio f non d te. Sia

D;={s€R'f(s_) <f(s+)}
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T'insieme dei punti di discontinuit3 di f. Perogni s € D poniamo
I(s):= (f(s_) ,f(s+)) .
b AN '
Allora per ogni s, & € D, con s 3 i, siha
I(s)nI(t)y=2.

Perognis € Dsiars € I (s) N Q fissato. Definiamo I'applicazione ¢ : D — Q
nel seguente modo. Per ogni s € D poniamo

@s) =re.

Poiché gli intervalli 7 (s) sono a due a due disgiunti, I'applicazione ¢ ¢ iniettiva.
Quindi
Dl <1Qf,

cioélatesi. @

Definizione 5.2  Sia f : R — R non decrescente continua da destra.
cioé tale che per ogni € R risulti

+) —
@) =f(=).

Consideriamo la semialgebra
Io:={(a,b] | —co<a<b<oo}U{(a.0c0) | —c0 < a< oo}

e |"algebra

T := Uy (o) -
Definiamo I"applicazione Aoy : 7 — R nel seguente modo. Poniamo

Aoy (@) :=0.
Per ogni a, b. con

—c0o<asb<oo
poniamo
Aoy ((a,B]) := f(b) — f(a).

Per ogni ¢ € R poniamo

Aoy ((@,00)) := f (00) = f(a).

Per ogni E € I\Zo. siano {E1, ..., Bn} C Zo disgiunti tali che
n
E=J B
k=1
Allora poniamo

n
Xog (B) =) _ Aos (Er)-

Osservazione 5.3  Lapplicazione \g 7 & ben definita.

Osservazione 5.4  Analogamente a quanto visto per Ao, si dimostra
che Ags & una misura o-finita sull’algebra 7.

A) o= AT 2ar)
la misura estena generata dalla coppia ( 7, o ,). Sia
£;(R) =L (7})
la o-algebra degli insiemi A ;-misurabili. La misura

A= ,\*l
S Flesmy

& detta misura di Lebesgue-Stieltjes relativa alla funzione f.
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Osservazione 5.6 Lo spazio di misura
(R, Ls (R),Ay)

2 il completamento dello spazic

(R‘:B(R)v )\fist\:-:)) .

Osservazione 5.7  Perogni a, b, con
—o0 < a<b< oo
sitha
Aj (@, b)) := £ (B) ~ f{a).
Perognia € Rsiha

Az ((a,00)) == f(c0) = f(a).

Osservazione 5.8 Lamisura \ 7 € o-finita.
La misura Ay ¢ finita se e solo se

f{=o0} < oo, f{oc)<occ.

Esempie 5.9 Lamisura di Lebesgue-Stieltjes relativa alla funzione
f@)=x
& la misura di Lebesgue stessa.
Esempio 5.10  La misura di Lebesgue-Stieltjes relativa alla funzione
di Heaviside
H = X(0,)

& la misura di Dirac concentrata in 0.
Teorema 5.11  Sia g una misura su (R, B (R)) finita sulla famiglia

dei sottoinsiemi compatti. Allora esiste una funzione f, : R — R non
decrescente continua da destra tale che per ogni a, b, con

—oo<a<b< oo,

risulta
u{(a,b)) = f(b)— f(a).

Dimostrazione. Siaa € R. Definiamo f,, : R — R nel seguente modo. Per ogni
x € R poniamo

u((a,z]) sex > a,
fu(z):=4 O sexr=a,
—u(z,a}) sex < a.

Allora per ogni a, b, con
—o<a< b< oo,
risulta
u((a,b]) = f(b) - f(a)-
Siverifica facilmente che f & non decrescente. Mostriamo che f € continua da destra.
Sia T > a arbitrario. Poiché
1
(a,z| = '{a,m+—] N
! rQl \ n

siha

e = w@a= timu((azr]) =

Jim g () =1 (=)

Se x < a la dimostrazione ¢ analoga. @
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Dcfinizione 6.1 Poniamo

Ton = { II Bl (s In} € Io} ,

k=1
Poniamo
In :=U(Ton)-

QOsservazione 6.2 La famiglia Zo,, & una semialgebra. Quindi la
famiglia Z,, & un’algebra e risulta

o In = AO (IOTL) -

Definizione 6.3 Definiamo 1'applicazione Ao, : T — R, nel
seguente modo. Poniamo

Aon (@) :==0.

Per ogni (a1, ..., @n) s (b1, ..., bn) € R™tali cheperogni k € {1,...,n}
risulti

ay < by,

poniamo

n n
Aon (H (%J’k]) =[] (o —ar)-
k=1 k=1
Per ogni I € Zoy, non limitato, poniamo
Aon (I) := oo.

Per ogni E € T, \Zon. siano {E1, ..., Em} C Tp disgiunti tali che

m
E=J E.
k=1
Allora poniamo
m
Aon (E) ==Y Xon (Ex)-
k=1

Osservazione 6.4  Le considerazioni ulteriori valgono comenel caso
n = 1 e portano alla definizione di misura di Lebesgue in R™.

Notazione 6.5 La o-algebra di Lebesgue in R™ si denota con
L (R™). Lamisura di Lebesgue in R™ si denota con An.

Teorema 6.6 Sia A € R™*™ non singolare. Sia b € R™. Sia
T : R® — R" l'applicazione definita nel modo seguente. Per ogni
x € R™ poniamo

Tz := Ax + b.
Allora
(i) perogni E C R" risulta
A (T(B)) = et A] A* (B);
(ii) perogni £ C R™siha
T(E)e L(R™)

se e solo se
EecL(R").

Dimostrazione. Omessa. @




4.1 Definizione e prime proprieta

4.1 Definizione e prime proprieta

Definizione 1.1  Siano (X,.A), (X', A’) spazi misurabili. Una
funzione f : X — X' sidice (A, A')-misurabile o semplicemente
misurabile seper ogni E € A’ risulta

T H(EB) e A

Osservazione 1.2 Siano (X, A), (X', A') spezi misurabili. Sia
f: X — X' costante. Allora f é (A, A’)-misurabile.

Osservazione 1.3  Sia (X, .A) uno spazio misurabile. Sia E C X.
Allora la funzione caratteristica

xg: X >R
¢ (A, B (R))-misurabile se e soio se

Ec A

Proposizione 1.4  Siano (X, A), (X', A'), (X", A") spaz
misurabili. Siano f : X — X' (A, A')-misurabile, g : X' — X"
(A’, A")-misurabile. Allora la funzione compostago f : X — X' &

PR

{A, A" )-misurabile.

Dimostrazione. Sia E & A"’ arbitrario. Poiché g & misurabile si ha

g H(E)e A

e poiché f ¢ misurabile si ha
) -1 .
oo f) " (E)=7F""|9

Quindi g o f ¢ misurabile. @

Teorema 1.5 Siano (X, A), (X', A’) due spazi misurabili. Sia C' C
P (X') una famiglia tale che

7o () = A,

Allora una funzione f : X — X'é& (A4, A')-misurabile se e solo se per

Qg]i E c C' risulta

£ & O msulia

FTHE) € A

:Dimiostrazione. Sia f (A,--’l') -misurabile. Aflora per ogni E € .4’ risuita

FTYE) e A
In patticolare perogai £ € ¢’ C A’ risulta

FTHE) e A
Viceversa supponiamo che per ogni E € C/ risulti

FTUE) e A
Poniamo

S={BCX'| s (B) 4}
Evidentemente si ha
ccse

Mostriamo che £ ¢ una o-algebra.
(i) Poiché f1(0) =2 ¢ Asiha

0 ex.
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(it) Sia E € Z. Allora
FTHE) e A
Quindi
FTHCE)=CfTH(B) € 4,

CE c3.

(iii) Sia {En} C . Allora

{rEo)ca

Quindi
oo o
i (' Ek) =UsrEoea,
k=1 k=1
ciod
oo
|J Bvex
k=1

Quindi per ogni E € .4’ risulta

FFUE e A @

Siano {X,.A4), (X', A") due spazi misurabili. Siano
CCPX), C CP{X')Siaf: X — X'talecheperogni E €'

(B ec.

Allora f & (00 (C),00(C"))-misurabile.

Dimostrazione. Poniamo
~

A:=00(C), A =00 (C')

Perogni E € C'siha

fTHE) ecC A

-
a

Quindi la tesi segue dal teorema precedente.

Definizione 1.7  Siano (X,8),{X',G') spazi topologici. Siano |
B, B’ le rispettive o-algebre di Borel. Una funzione f : X — X' si dice i

misurabile secondo Borel o funzione di Borel se & (B, B')-misurabile.

Definizione 1.8 Simo (X,G), (X', G') spazi topologici. Siano
B, B’ le rispettive o-algebre di Borel. Sia £ = B la -algebra di Lebesgue
su X ottenuta per completamento di B rispetto ad una misura o-finita.
Una funzione f : X — X' si dice misurabile secondo Lebesgue o

funzione di Lebesgue se & (L, B')-misurabile.

Osservazione 1.9  Siano (X, G), (X', G’) spazi topologici. Sia f :
X — X' misurabile secondo Berel. Allora f & misurabile secondo
Lebesgue.

Proposizione 1.10  Siano (X,G), (X', G') spazi topologici. Sia
f: X — X' continua. Allora f & misurabile secondo Borel.

Dimostracione. Poiché f ¢ continua, per ogni E € G/ risulta

I
B e

@

Adflora, poiché
B=00(9), B =00(¢"),
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per il corollario precedente f & ( B, B’) -misurabile, ovverof & misurabile secondo
Borel. &

Osservazione 1.11  Valgono le seguenti inclusioni:
{f continue} C {f di Borel} C {f di Lebesgue} .

Inoltre entrambe le inclusioni sono strette.

Osservazione 1.12  Siano (X,G), (X',G")., (X",G") spazi
topologici. Siano f : X — X', g : X' — X" applicazioni continue,
di Borel o di Lebesgue. Allora la composizione go f : X — X" &dello
stesso tipo della f.

Lemma 1.13"  Sia (X, .4) uno spazio misurabile. Sia F C X. Allora
I"inclusione

jp:F—= X
& (AN F, A)-misurabile.

Dimostrazione. Sia E & _A arbitrario. Allora

jr(E)=ENFeANF. ®

Proposizione 1.14  Siano (X, A),(X',A’) due spazi misurabili.
Sia f : X — X' una funzione (A, A’)-misurabile. Sia F C X. Allora la
restrizione

flp: F=X'
& (AN F, A')-misurabile.

Dimostrazione. Poiché
flp=TFojr,

la tesi segue dal lemma precedente. @

Teorema 1.15  Siano (X, .A), (X', .A’) due spazi misurabili. Sia f :
X — X' Sia {Fy} C Atale che

Allora sono affermazioni equivalenti:
(i) fé(A,A')misurabile;
(ii) perogni k € N la restrizione
f |F,c 1 F— X'
& (AN Fy, A')-misurabile.
Dimostrazione. (i) => (i1) Segue dalla proposizione precedente.
(it) = (i) Sia E € A’ arbitrario. Per ogni k € N siha
fl7y (B) € AN Fy,
OoVVero
FTUE)N Fi. € AN Fy.
Inoltre per ogni k € N, poiché Fj, € A, siha
ANF, C A
Quindi perogni & € N siha
fTYHE)NFy € A
Allora si ha

(f“ (E)an) €A
1

ITNE = £ (BN ( U n) -
k=1

TC8

Capitolo 4  Funzioni Misurabili

Per I'arbitrarieta di E € A sihalatesi @&

4.2 Funzioni a valori in R

Deﬁniziong_ 2.1 Sia (X,.A) uno spazio misurabile. Una funzione

f : X — R sidice A-misurabile o semplicemente misurabile se é

(A, B (ﬁ))-misumbile.

Denotiamo con M (X,.A) I'insieme delle funzioni A-misurabili, con

M4+ (X, A) U'insieme della funzioni .A-misurabili non negative.

Notazione 2.2 Sia f: X — R. Perogni a € R poniamo
{fzali={reX|f(@)2at=S""(ac0]),
{f>a}={reX|f(@)>a}=F"((ay00]),
{f<a}={zeX|f(x)<a}=f""(~o0,0)),

{f<a}={zeX|f@ <a}=r"1(-0c0,0a)).
Teorema 2.3  Sia (X, .A) uno spazio misurabile, f : X — R. Allora
sono affermazioni equivalenti:

(i) fé . A-misurabile;
(ii) per ogni a € R risulta

{fzate
(iii) per ogni o € R risulta

{f>ate A
(iv) per ogni a € R risulta

{f<ate
(v) perogni a € R risulta

{f<a}eA

Dimostrazione. (i) <> (ii) Poiché
B(R) = oo ({[o,] | @ €R}),
1a funzione f & .A-misurabile se e solo se per ogni & € R siha
(o, 00) = {f > a} € A
(i) & (iii), (i) & (iv), (6) © (v) Analoghe. H

Osservazione 2.4  Sia (X, .A) uno spazio misurabile, f : X — R.
Allora sono affermazioni equivalenti:

(i) f ¢ A-misurabile;
(ii) per ogni o € Q risulta

{fzaleA

(iii) per ogni o € Q risulta
{f>ale A

(iv) per ogni a € Q risulta
, {f<ate

(v) perogni o € Q risulta
' {f<a}eA
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Notazione 2.5  Siano f,¢ : X — R. Poniamo
{f=gt={zeX|f(x)=9()},
{f<ati={zeX|f(z)<g@)},
{F<gt={zeX|j{z)<g(@)}.

Teorema 2.6 Siano f,g € M (X, .A). Allora:

) {f<g}teA
i) {f<gre L
(i) {f=g}ec A

Dimostrazione. «.(1) Siha

rEQ

Per Posservazionce procedente perogair € Qsiha
{(f<r}, {r<gted

Quindi

{f<grteA
(i1) Siha

{f<gt=C{g< freA

(i) Siha

{f=gt={f<gtn{gsfteA &

Teorema 2.7 Sia {fn} C M(X,.A). Allora:

sup fn € M(X,A), inffn € M(X,A).

Dimostrazione. Sia a € R arbitrario. Siha

{fn >0} € 4
siha
{sup fn, > a} € A
Allora per I'arbitrarieta di o si ha
sup fn € M(X,A).
Poiché
inf fn = — sup (~ ),
si ha
inf fo e M(X,4). &

Corollario 2.8  Siano f,g € M (X, A). Allora

max {f,g} € M (X, A), min{f,g} € M (X, A).

Teorema 2.9  Sia {fn} € M (X, A). Allora
Limfr, imfn € M (X, A).

Dimostrazione. Poiché

. . \ I
limf,, := su inf limf, := inf i
limfn := sup <n>kfn} ) fn o= jnf :‘é[;.ln >

I'affermazione segue dal teoroma precedente. B

Teorema 2.10  Siano f,g € M (X,.A) a valori in R. Allora
f+g, fg € M(X,A).

Dimostrazione. Definiamo Ia funzicne ¢ : X — 22 et seguents modo. Per ogni
x € X poniamo
e(z) = (f(z),9(x)).

Definiamo le funzioni s : R? — R, p : R® — R nel seguente modo. Per ogni
a,b ¢ R poniamo

s(a,b):==a+0b, pla,b):=ab.
Allorasiha
f+g=s0¢, fg=poe
Le funzioni s ¢ p sono continue, quindi (5 (R?) , B (R))-misurabili.
Mostriamo che la funzione ¢ & (.4, B (R?))-misurabile.

Poiché I5 ( Rg) & generata dagli aperti di R2e ogni aperto di R? & unione numerabile
di rettangoli aperti del tipo

(a,b) x (c,d)
basta mostrare perogni @, b, ¢, d € Rcona < bec < dsiha
27 (@, ) % (5, d)) € A
Siano perognia, b, c,d € Rcona < bec < d. Allora
¢ 1 ((a,b) x (¢,d)) = F71 (@, ) N g™ (. d)).
Poiché f,g € M (X, .A)siha
I e b) €4, g7 (e d)) € A
Quindi
@ ((a,b) X (g,d)) € A
Allora le funzioni f + g e fgsono (4, B (R))-misurabili. B

f+ = max{fyo}'
La parte negativa di f ¢ la finzione f— : X — R definita da

f- := max {—f,0}.

Osservazione 2,12 Siaf: X — R. Allorasiha
f=f+—7F-, fl=fr+/f-.

Corollario 2.13 Sia f € M (X, A). Allora
fr f- e M(X A).

Ceorollario 2,14
(1) Sia f: X — R. Aliora f € M (X, A) seesolose
fr, f- € ML (X, A).
(i) Sia f € M(X,.A). Allorasiha
' Ifl € M (X, 4).

Dimostrazione. (i) Sia f € M (X,.A). Allora
fofo € ML (X,A).
Viceversasia f4, f— € M4 (X, A). Allora
F=fi-fo e M(X,A).
(i) Sia f € M (X, .A). Aliora
fl=f++f- e M (X, A). B
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Osservazione 2.15  Sia f: X — R. Se |f| € M4 (X, A) nonsi
pud concludere in generale che f € M (X, .A).

Ad esempiosia E ¢ Aesia
f=Xxe — xce-
Allora
[fl=1€e M4 (X,A),
ma

fEM(X,A).

Teorema 2.16  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura completo. Sia
fEM(X,A).Siag: X — Rtaleche

f=g qo inX.

Allora
gEM(X,A).

Dimostrazione. Sia
N:={f#g}.
Allora N € N,.. Sia a € R arbitrario. Siha
{g>ar = ({g>a}nN)u({g>a}nCN)=
= ({g>a}nNN)U({f>a}nCN).
Poiché f € M (X, A)siha
{f>a} €A
Poiché N € Asiha
{f>a}nNCN € A.
Inoltre si ha
{g>a}nNCN,
Allora, poiché y & una misura completae N € Ny, siba
{g>a}N e A
Quindi
{g>a}leA
Per I'arbitrarieta di o si ha

gEM(X,A). B

Definizione 2.17  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura, f : X - R
una funzione definita q.o. in X. Sia N € N, I'insieme in cui f non &
definita. La fumzione f si dice A-misurabile o semplicemente misurabile
se

flox € M(CN, ANCN).

Denotiamo ancora con M (X, .A) I'insieme delle funzioni definite g.0. in
X A-misurabili e con M4 (X, .A) I'insieme delle funzioni definite q.0. in
X A-misurabili e non negative q.o. in X.

Teorema 2.18  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura completo. Sia
f € M(X,.A) definita qo. in X. Siag : X - R definita q.o. in
X tale che

f=g qo.inX.
Allora
geEM(X,A).

Dimostrazione. Poniamo
Ny :={z € X | fnonédefinitainz}, No:={f#g}-
Allora N1, N2 € . Poniamo
N := N1 U Na.
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Allora N € N, erisulta
CN = CN; NCNa.
Poiché f € M (X,.A)siha
flew E M(X,A).
Allora
9len = flew €M (X,A),
quindi

geEM(X,A) &

Definizione 2.19  Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Sia {fn} C
=X o o . .
R . Sidice che la successione converge g.o. in X se

C{m € X |esiste lim fn (:::)} € Ny.

Sia f : X — R, si dice che {fn} converge ad f g.0. in X se

cleeX | Jim fa@)=f(@)} €N

Teorema 2.20  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia {fn} C rY
una successione convergente q.o. in X. Allora esiste f € M (X, A)tale
che frn, converge ad f q.0. in X.

Dimostrazione. Poniamo
N :=C{I € X |esiste lim f, (:c)} .
n—00

Allora N € N,. Definiamo la funzione f : X — R nel seguente modo. Per ogni
z € X poniamo

se * €CN
se  €N.

Jim_fn (<)

o=l g

Allora f,, converge ad f q.o. in X.
Mostriamo che f € M (X, A).
Poiché {f.} C M (X,.A)siha

{ falex} SM(CN, ANCN).
Allora, per il teorema 2.9 siha
flexy € M(CN, AN CN).
Draltra parte
fly =0€ M (N, ANN).
Allora per il teorema 1.15 si ha

fFeEM(X,A). a

Osservazione 2.21 1 limite di una successione convergente q.0. &
unico nel senso delle funzioni definite g.o., ovvero se

lim fno=fi qo.nX e lim fn=/f2 qo.in X
n—o0 n—00

allora

fi=f2 qo.inX.

Teorema 2.22  Sia (X, .A, 12) uno spazio di misura. Sia (X, Az il
suo completamento. Sia f € M (.A,ﬂ) . Alloraesiste g € M (X, A)tale
che

f=g pqo.inX.

Dimostrazione. Per ogni ¢ € Q poniamo
Fq:= {f <4q}.
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Poiché f € M ( 4 p) perogniq € Qsiha

F, € A
Perogniq € Qsiano E, € A, T, € T, tali che

Fo=E, T,
Ponianio
T := IV] Ty.
€Q

Allora T € T,. Sia N € N, taleche
TCN.

Poniamo
Evidentemente

Inoltre perogniq € Qsiha
{gla<a} = {fla<a}=FnG=
= (EqNG)uTqnG)=
= EqnGeA
Quindi
glg € M(X,A).
Allora
EM(X,A). &

4.3  Funzioni semplici

Definizione 3.1 Una funzione s : X — R si dice semplice se il suo
codominio & un insieme finito

( I\ { 1:-~~7Cn} .

Proposizione 3.2 Sia s : X — R una funzione semplice. Allora
esistono e seno unici ¢1, ..., cn € R distintied E1, ..., En C X disgiunti,
con

tali che risuiti

7
§= Z CLXE, -
k=1

Dimostrazione. Sia
s(X)={c1,--,¢n}-
Perogni %k € {1,...,n} poniamo

Ep:={s=ck}.

Alloia By, ..., E,, sono disgiuiuti, si ha

e risults

n
s=§ X, - .
R XNE

k=
Siano di, ..., d», distintied F, ..., F,, C X disgiunti, con

3

Xx=H,
=1

tali che risulti

Poiché
n m
pORCIELHD SR
k=1 1=1
siha
n m n m
=33 CeXE XF; = >y A XE, XFy
k=11=1 k=11=1
da cui segue

Poiché gli insiemi {E‘,r
risulta

||(__:
||Cs

perognik € {1, ..., n} esiste un unico [, € {1,..., m} taleche

Cp = dlk‘
, f} ale che

ey f Y i i i T o L
eperognii € {1,..., 7} esisie un unico &; € {1, ...

Ck, = d;.
Quindi

n=m.
eperognik € {1,..., n} risulta

ek =di,,

Ek={s=ck}={s=d1k}=ﬂk. ]

Definizione 3.3 Sias : X — R una funzione semplice. Siano
c1,....Cn € R distinti ed E1, ..., E, C X disgiunti, con

n
{ = U Ek:
k=1
tali che risulti
n
s=3 chxe,
k=1

La precedeiite espressione & detta forma canonica di s.

Notazione 3.4  Sia (X,.4) uno spazio misurabile. Denotiamo con

S(X, A) Uinsieme delle finzioni semplici .4-misurabili. Denotiamo con
Sy (X, .A) I'insieme delle funzioni semplici /A-misurabili non negative.

Osservazione 3.5  Sia (X, .A) o spazio misurabile. Sias : X —
R una funzione semplice. Sia
n
o= cum,
k=1
ia forma canonica di s.
kel n} risulta

Lo oo risuita

Allora 3 € S(X,.A) se e solo se pa ogii

n

Ly € A
Teorema 3.6  Sia (X, .A) uno spazio misurabile. Sia f : X — R
Allora esiste una successione { s, } di funzioni semplici tale che

lm sp = f.
n— o

Inoltre:
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@) se f € M(X,A),allora
{sn} € S(X,A);
(ii) se f > 0, allora {sn } & non decrescente e per ogni n € N risulta
0< s < f.

(iii) se f & limitata la convergenza é uniforme.

Dimostrazione. (a) Supponiamo f limitata ¢ non negativa.
Sia M > Otale che perogniz € X siha
f(=z) <M.

Per semplicita supponiamo M = 1.
Sian € N. Perogni k € {0,1,...,2" — 1} poniamo

) _ o[k B+ _ [k E+1
EM = ([z—n,—zn =i S<I<—t-

Perognik,! € {0,1,...,2" — 1},conk # [,siha

EMnEM = 0.

Inoltre si ha
27 -1

x=J BM.
k=0

Sef € M (X, A)perognik € {0,1,...,2" — 1} siha

EM e A
Definiamo la funzi wpli
2" -1
k
8y 1= —X_(n)-
Allora se f € M (X, A) siha
5 € S(X,A).

n)

Inoltre perogni & € {0,1,...,2™ — 1} eperogniz € Ei siha

k
(@)= e < S (2).
Quindi
sn < f.

Mostriamo che {s,, } ¢ non decrescente.
Sian € N.Perognik € {0,1,...,2" — 1}, poiché

[i k+1)=[ 2k 2k+2)=

on’ 9n on+1’ ontl
_[ 2k 2k+l) [2k+1 2k+2)
- b

2n+17 2n+1 on+1 7 gn+l
siha
B = B U G
Siaz € X.Siak € {0,1,...,2" — 1} taleche
T € E,(c").
Allona z € BT oppure w € Eg:i’})
sez € BT siha

Mostriamo che

uniformemente in X.

Capitolo 4  Funzioni Misurabili

Per ogni 7 € N risulta
1 < <
) - ‘é: <sn X f.
Quindi
lim s, =f
n—o0
uniformemente in X .

(b) Supponiamo f non negativa.
Sian € N. Poniamo

B ={zeX|f(x)2n}, EY ={zeX|f(x)<n}.
Siha

fl n < n.
EE’I)

Perogni k € {0,1,...,n2" — 1} poniamo

- k k+1 k k+1
EM = 1(—- ——)):{—( .
ke f on’ 9on 2n—f< on

Perogni k,1 € {0,1,...,n2" — 1},conk # [,siha

EM nEM™ = 0.

" Inoltre siha
n2™ -1
P ="U £
k=0

Sef € M (X, A)perognik € {0,1,...,n2" — 1} siha
EM e A
Definiamo la funzione semplice
n2" -1 2
&y = an}") + ;cz_-.:o 2—an'(cn)
Allorase f € M (X,.A)siha
sn €S(X,A).
Inoltre per ogni x € E;") siha
sn(z)=n< f(z)

eperognik € {0,1,...,n2" — 1} eperogniz € E,(c") siha

. k
Sn(z)='éjﬁf(“’)- |
Quindi
spn < f.

Mostriamo che {s,, } € non decrescente. Sian € N.

Siaz € X. Alloraz € E{™ oppurc = € E\}).

Sex € E}") siha

sp(x)=n< 5,41 (x).
Altrimenti se © € E}?) siak € {0,1,...,n2™ — 1} tale che

T € E,(c").
Perogni k € {0,1,...,n2" — 1} siha
+1 (n+1
B = Eé: Yu E2:+1)'

Allora T € Eé:‘“’ oppure T € Eé:i})
sex € BT siha

k 2k
Sn (:z:)= 2_n = ‘_zn—ﬂ = Sn+1 (:z:).

Altrimentise T € E;:j__:) siha

E _k+1/2  2k+1

o (@)= 5% < —%u = am = sn41 (%)

Sia £ € X arbitrario. Mostriamo che

nl_i_l};o sp(x) = f(x).
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Sia f (x) = oc. Alloraperognin € N siha

f(z)>m,
ovvero

S El(-n;,
quindi

sn(x) =n.
Allora

nli—l:[;:- sp () = nli_n;a n=o0=f(x).

Sia f (z) < oc.
Allora per ogni n. € N, con

n> f(z),
si ha -

T € EY;).
Quindi per ogni n € N, con

n> f(z),
siba

Fa) - g <on @) < F @),

Allora

lim_s, (@) = f (2)

uniformemente in X.
(¢) Sia f arbitraria. Poniamo

fi:=max{f,0}, f-:=max{-f,0}.
Allora f. e f_ sono non negative e risulta
f=i+—-7--

Per il puato (b) esistono due successioni {5}, {t»} non decrescenti di funzioni
semplici tali che per ogni n & N risulti

OSSnSf-f—: Oitngf'-
e tali che

lim s, = f+, lim t,=f_.
TS nse

Inoltre se f € M (X, .4)siha
fr e ML(X,A)
quindi
{sn},{ta} C S+ (X,4).
Perognin € N definiame la funzione semplice
Op t=8n — in-
Allora

i »=f.
i on =1

Inoltre se f € M (X, .4)siha
{on}CS(X,4). &

4.4 Funzioni essenziaimente iimitate

Definizione 4.1 Sia f € M(X,.A). Si dice estremo superiore
essenziale di f la quantita

esssup £ := inf sup f{(z).
P NeanecpN"\ )

Si dice estrenio inferiore essenziale di f la quantita
( J

CN

essinff := sup inf f(x).
NEN, ®ECN

Osservazione 4.2 Sia f € M (X, A). Allora

essinf f = —esssup (—f).
Proposizione 4.3 Sia f € M (X, A). Allora esiste N € Ny tale
che

esssup f = sup f{x)-
TzcCN

Dimostrazione. Se esssup f = oo, perogni N € Ny siha

sup f(x)= oc =esssupf.
TECN

Sia esssup f < oo. Allora per ogni & € N esiste Ny € N tale che

1
sup f{z) <esssupf+ —.
TEC N k

Poniamo

Quindi per ogni & € N siha
1
esssupf < sup f(x)< sup f(z) <esssupf+ —.
=€CN EC N k

Per I'arbitraricta di & siha

esssupf = sup f(z). B
zECN

Proposizione 4.4  Sia f € M (X, .A). Aliora

f <esssupf qo.inX.

Dimostrazione. Sia N € N, tale che

esssupf = sup f(x).
zECN

Alloraperogniz € CN siha
f(z) < esssup f.
Quindi
CN C{f < csssupf}
da cui segue
{f > esssup f} C N.
Poiché f € M (X, .A)siha

{f >esssupf} € .A
Allora, per la monotonia di 4t siha
{f > esssup f} € Ny

ciodlatesi @

Proposizione 4.5
@ Siaf € M(X,A), k> 0. Allora
esssup (kf) = kesssup f.
(i) Siano f,g € M (X, A). Allora
esssup (f +g) < esssup f + esssupg.
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Proposizione 4.6  Siano f,g € M (X, A).
(i) Se f < gq.o. in X allora
esssup f < esssup g.
(i1) Se f =g q.0. n X allora
esssup f = esssup g.
(i) Seg > 0q.0. in X allora

fg < (esssup f)g qo.in X.

Proposizione 4.7 Sia (X, A,u) = (R",L(R"),An) e f :
R"™ — R continua. Allora

esssup f =sup f.

Dimostrazione. Mostriamo che vale la disuguaglianza
esssup f < sup f.
Poiché ) € Ny,, siha

esssup f < sup f = sup f =supf.
z€CO z€R"™

Mostriamo che vale la disuguaglianza opposta
sup f < esssup f.

Seesssup f = oc ¢ evidente.
Sia esssup f < oo. Poniamo

E:={f > esssupf} = " ((esssup f, 00)).

Mostriamo che

E=0.
Supponiamo per assurdo che
E#{.
Poiché f é continua E ¢& aperto, quindi
An (E) # 0.

D"altra parte, poiché
f <esssupf gq.o.inR",
siha
An (E) =0,
da cui I'assurdo. Quindi
E=2.
Allora perogniz € R" siha

f(z) < esssup f.

Qundi
sup f <esssupf. B

Definizione 4.8 Una funzione f €
essenzialmente limitata in X se

M(X,A) si dice

esssup |f| < oo.

Linsieme delle funzioni essenzialmente limitate m X & denotato con
L (X, A, u) oppure con L™ (X) o con L.
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Osservazione 4.9 Una funzione essenzialmente limitata ¢ finita
quasi ovunque. Infatti risulta

|f] <esssup |f]| <oco q.o.in X.
Propesizione 4.10  Linsieme L™ (X, A, 1) ¢ uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. Siano f,g € L™ (X, A, 1), XA € R. Allora
esssup |f + Ag| < esssup |f| + |A] esssup |g| < oc.
Quindi
F+AgeLl>=(X,Aup). @

4.5 Funzione di Lebesgue-Vitali

Definizione 5.1 Utilizzando le stesse notazioni adottate nella
defmizione dell’insieme di Cantor, per ogni n € N definiamo la funzione
Ly, : [0,1] — [0, 1] nel seguente modo:

L. {0):=0,
r = funzione lineare con coefficiente angolare (%)n in K,

L,, := costante in [0,1]\Kn.

Poiché A (Kn) = (2)" siha Ln (1) = L
Osservazione 5.2  Siano n,m € Ntali che m > n. Alloraper ogni
x € [0, 1) \ Ky, risulta

L (x) = Lp (x).-

Lemma 3.3 Sian € N. Allora

1
su Lpt1(x) — Ln(x) = ——.
ze[£l]l n+1 () n (z)] nt1

Dimostrazione. Per 'osservazione precedente, si ha

sup |Lny1 (x) — Ln (2)| =

sup [Lnt(x) = Ln ()] = !
] zEKpn

z€[0,1
|Lnt1(z) = Ln (z)| =

3 n+1 3\ "
sup - z—| = T
z€[0,1/37] (2) (2)

3\"/3 1 1
(5) (5—1)3_"=2"+1‘ "

= su;
x€[0,1/37]

Lemma 5.4 Siano n,m € N tali che m > n. Allora
1

sup |La (@) - Lm (@) < ==
z€[0,1) 2

Dimostrazione. Perogniz € [0,1]siha
m—1

|Lp (@) = Lim (@) £ Y |Lia (@) = Lic ()] -
k=n

Allora per il lemma precedente si ha

m—1 1 1
sup |L,(z)— L (:r)]SE — < —. a
LByt () = Eom e

L#h
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Proposizione 5.5  Per ogni z € [0, 1] la successione {L,, (z)} & di
Cauchy, uniformemente rispetto ad z.

Dimostrzione. Sia € > 0 arbitrario. Siam € N tale che

1
—_ <
2n

™

Siano n, m > 7, con, ad esempio, m > n. Allora

| =

1
< =
n o7

IA

<
<

I

up |Ln () = L (<)
[0.1]

m @

w

x

Corollario 5.6 Per ogni € [0,1] la successione {L, (z)} &
convergente, uniformemente rispetto ad x.

Dimostrazione. Segue dalla proposizione precedente, perché R & completo. @&

efinizione 5.7  Lafinzione di Lebesgue-Titali & la funzione

L:[0,1] —[0,1]
definita nel modo seguente. Per ogni = € [0, 1] poniamo

L(x):= nli_’gl)o Ly (x).

Proposizione 5.8  La funzionc di Lebesgue-Vitali & continua.

Dimostrazione. La funzione di Lebesgue-Vitali & limite uniforme di funziomi
continue. Quindi é continua. H

Corellario 5.9 La funzione di Lebesgue-Vitali & misurabile secondo
Borel e secondo Lebesgue.

Osservazione 5,10 12 funzione di Lebesgue-Vitai & non
decrescente, essendo limite di funzioni non decrescenti.

Lemma 5,11 Sia K I'insieme di Cantor. Siaz € K. Sia

oc
.’E—v‘ 2z,
s, 3k’

b=

con {z1} C {0, 1}, lo sviluppo temario di z. Allora

o0

L(z)= Z ;—i

k=1

Dimostrazione. Poniamo

o
-

[V
z

o0
yi=3
k=1

(a) Supponiamo che esista @ € N tale che per ogni & > 7 risulti
Ep = 0.

Allora
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ciod
) -1 1 & alp & e
lez)=—Fg- =gz 2 =2 x =V
< k=2 k=17
Inoltre, per ogni 2 > 7 risnlta
Ln{z) = Lw(z)=y.
Allora
L(z)= lim L,{(z)=y.
n—o00
(b) Nelcaso generale per ogni n € N poniamo
2 2ep = sk
T, 1= Z = =3 =
3k L 2k
k=1 k=1
Allora siha
= lim z,, y= lim y,.
n-—oc n-—oc

Inoitre per quanto visto nel punto (a) perognin € N risulta
L(zn) = yn.

Allora. tenendo conto della continuita di L si ha

L(z‘):L(an;omn> =nigx;°L(zn)=nhqn;°y,, =y. @

Teorema 5.12  La funzione di Lebesgue-Vitali applica I'insieme di

Cantor suii"intervaiio [0. 1], ovvero

L(K)=100,1].

Dimostrazione. Ovwviamente si ha
L(K)C0,1].
Mostriamo che vale I'inclusione opposta
[0,1] C L(K).
Siay € [0, 1]. Sia

€

&
2k

Ms

y =

x
I

1

con {ex} C {0, 1}™, lo sviluppo binario di y. Poniamo

o
L8y

3k 7

i
Mg

=
Il

1
Allora € K e per il lemma precedente si ha

L(z)=y.
Quindiy € L(K) @

Osservazione 5.13 La funzione di Lebesgue-Vitali trasforma un
msieme di misura di Lebesgue nulia in un insieme di misura di Lebesgue
positiva.

Osservazione 5,14  1a controimmagine tramite una
funzione continua di di un insieme misurabile secondo Lebesgue non ¢ in
generale misurabile secondo Lebesgue, come mostra 1’esempio che segue.

Esempio 5.15 Definiamo I’applicazione h : [0,1] — [0,1] nel
seguente modo. Per ogni € [0, 1] poniamo
h{z) = %P(T_)

Si verifica che la funzione h & continua, strettamente crescente e suriettiva.
Quindi A é un omeomorfismo. Allora la funzione

f:=hn"1




& continua. Inoltre si dimostra (non lo vediamo) che
1S /2\% 1
A(h([0,1]\K)) == ) ==
(1 (10, 11\K) 6?::0(3) -
Poiché h & biunivoca si ha
1

AR E) = A(0,1\A (0, 1\K) =1~ 2 = = >0.

Allora esiste un sottoinsieme F' C h (K) tale che

F¢L(R).
Poniamo

E:=h"Y(F)= f(F).
Poiché F C h(K)siha
ECK.

Allora, poiché la misura di Lebesgue é completa e risulta X (K ) =O0siha

EcL(R).
Quindi si ha

F=f1"1(B),

con f continua, E misurabile secondo Lebesgue, ma F non misurabile
secondo Lebesgue.

Teorema 5.16  Linclusione
B(R)CL(R)

& stretta, ciod esistono sottoinsiemi misurabili secondo Lebesgue ma non
. secondo Borel

Dimostrazione. Mantenendo le notazioni dell’osservazione precedente si ha
EeL(R), F¢L(R).

Se fosse

E € B(R)
poiché f & continua, si avrebbe

F=f"Y(E)eL(R).

Quindi

E¢BF(R). B

Teorema S5.17 Lo spazio di misura (R, B (R), \) non & completo.

Dimostrazi Linsi di Cantor ¢ un insieme di Borel ¢ risulta
A(K)=0.
D"altra parte, mantenendo le notazioni dell’ osservazione precedente, si ha
ECK
&, per quanto visto nella di zione del preced
E ¢ B(R).

Quindisihalatesi. B




5.1 Integrale di funzioni semplici non negative

Capitolo 5
Integraie di Lebesgue

5.1 Integrale di funzioni semplici non negative

Definizione 1.1 Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia s €
5. (X, A). Sia

n
$= Z CkXE)
k=1

la forma canoitica di s. Allora I'integrale di Lebesgue della funzione s
(rispetto alla misura p) &

/ sdp:=Y cpu(Ey).

X k=1

Osservazione 1.2 1i secondo membro delia definizione di

H v §du ha senso grazie alla definizione

0-00:=0.
P m]msiziﬁne 1.3 Sia (X, .A, 1) wno spazio di misura. Simo s €
Si{X.A).Ec A Allora
sxp €S+ (X,A).

Dimostraizone.  Siha

n n

SXg = Z CxXE L XE = Z CkXENE +0-xXcp- ®

k=1 k=1

Definizione 1.4  Sia (X, A4, 1) mo spazio di misura. Sia s €
S (X, A). Sia

n
s=D e,
k=1

ia forma canonica di 5. Sia £ € A Allora Uintegrale di Lebesgue
gstese ad F della fimzione s (rispetto alla misura p1) &

crp(Er NE).

~
[
(e
®
I
S
[}
>
o]
by
®
Il

Osservazione 1.5 Perogni E € Asiha

/; du = p(E).

Proposizione 1.6 Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Sia s €
S+ (X, A). Allora per ogni N € N, risulta

Dimostrazione. Sia

39

Perognik € {1,...,n}t.poiché Ex NN € Ae Ex NN C N.conu(N) =0,
per monotonia di p si ha

p(ExnN)=0.
Allora
/ sdp=0. @
J

N

Teorema 1.7  Sia (X, A, p) uno spazio di misura.

(i) (Omogeneits)
Sias € Sy (X, A),c > 0. Alloracs € St (X, A) erisulta

/csd;z:c/ sdpu.

JX Ix
(il) (Linearita)
Siaio 5, ¢t € 84 (X, A). Allora s + t € §4 (X, A) erisulta

/(s+t)d!1: / sdyu + / tdy.
X Jx Jx

(iii) (Monotonia rispetto alla funzione integranda)
Siano s,t € S4 (X, A)taliche s < tin X. Allora

/ad,uﬁ/ tdu.
C X

(iv) (Monotonia rispetto all insieme di integrazione)
Siano s € S+ (X, A). E,F € Auliche E C F. Allora

/sdué/ 8dp.
E F

Dimostrazione. (i) Sia
Ia forma canonica di s. Allora

& la forma canonica di cs e siha

[ csdi = Z cepp{Er) = ‘:Z e (Ee) = c/ s dj.
Jx k=1 X

k=1

n m
s= exXm,, t=D dixp
c=1 =1

le forme canoniche di s e ¢.
Perognik =1,... nsiha

Ek.=EmX=Em(U r) =) B,
\l=1 /

dove I'unione ¢ disgiunta. Quindi

=1
e
” m
s = L 2 “eXBnEy
k=11=1
Analogamente
n m
t= > d XE, NF,
k=11=1
Quindi

n m
e+t=3 > (ck + d)Xg, nF-

k=11=1
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Allora, tenendo conto dell’ additivita di p, si ha

/x (s+t)du=

S (ex+d)p(Exn F) =

=1

Y w(ExNF)+> . diy w(EenFi)=
=1

=1 k=1

]
M= M-

>
I
-

3

= 3 @) +Y duF) = [
1

sdu +/ tdu.
& =1 x X

(iii) Siha
t=(t—s)+s, cont—s,5€ Sy (X,A).

Allora, per il punto (7) si ha

/xtd‘l:/x (t—s) dy-i—/xsdy.

/tdu—/ sdu:/ (t—s8)du>0
X X X
/sduﬁ/ tdu.
X X

(iv) Siha xg < X7 equindi sxg < sx . Allora per il punto (iii), siha

/sdu:f stdyS/ sdep=f sdp. H
E X X F

Quindi

ciod

Definizione 1.8  Sia (X, A, 1) uno spazio_di misura. Sia s €
S+ (X, A). Defniamo I'applicazione ¢ : A — R nel seguente modo.
Per ogni E € A poniamo

p(BE):= [Esdu-

Proposizione 1.9  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia s €
S (X,.A). Allora I'applicazione ¢ : A — R & una misura su A.

Dimostrazione. (i) Poiché u (@) =Osiha
@)= ] sdp = 0.
[

(i) Sia {E;} C .A una successione disgiunta. P

oo
B = U Ey.
=1
Dobbiamo mostrare che
o
e (B)=3_ ¢ (Bx)
k=1

owvero che

sdp:Z/ sdyu.
/E k=17 Ek

m
s= Z dixp,
=1

1a forma canonica di 5. Allora
m
[ edu=3 dwFinE).
E =1
Perognil=1,...,msiha

o0 o0
F,mE=F,n( Ek)=UFlnEk,
k=1

= k=1
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dove I'unione & disgiunta. Quindi per la o-additivita di p siha

#(FEINE)=3" p(FNE).
k=1

Allora
m oo m oo
] Sd#=z dzz u(Fi N Ey) =Z E dip (Fy N Ey).
B =1 k=1 1=1 k=1 .

Poiché la serie ¢ a termini positivi, posso scambiare 'ordine delle due somme. Allora

oo m o0
/sdp=22dm(nnEk)=Z/ sdy. &
E k=1" Ei

k=11=1

Definizione 1.10  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia s €
S+ (X,.A). Allora la misura ¢ : A — R ¢ detta misura di densita s
rispetto alla misura p.

Teorema 1.11  Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Sia {s,} C |
S+ (X,.A) una successione non decrescente. Sia s € Sy (X, A) tale che

s < lim sp.
n—Oo0

Allora
/sdus lim / Sp dpu.
x n—oo/x

Dimostrazione. Sia ¢ € (0, 1) arbitrario. Per ogni » € N poniamo
E,={(1-¢)s<s,}.

(a) Mostriamoche {E,} C A.

Sian € N.Poiché s € M (X, A)siha (1 — €)s € M (X, .A). Allora, poiché
sn € M (X,.A)siha B, € A

(b) Mostriamo che la successione { £, } & non decrescente.

Sian € N.Siaz € E,,. Allora

1-¢€)s(z) < 5n(x) < Snp1 ().
Quindix € Enq1.
(¢) Mostriamo che X = ﬁ E,. |
n=1

oo
Owviamente |J E,, C X. Mostriamo che vale X C E.,..
n=1

ics

Sia z € X. Poniamo

f(z):= nl'gl;q sn ().
Per ipotesi si ha

s(z) < f(x)-

Se f (z) = cosiha

sn(x)> (1 —¢)s(x)
per n abbastanza grande.
Se f(z) < cosiha

sn(e) > (1—e)f(z) 2 (1-¢€)s ()

per n abbastanza grande.
In ogni caso esiste un 7 € N taleche z € E,. Quindi

X C E,.

1

i Cs

Siap: A— _ﬁ+ la misura di densita s rispetto alla misura p. Allora siha

p(X)y=¢p ( U En) = lim o (En)
n=1
OVVETO

f sdp= lim sdpu.
X

n—oo fpg
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Lh
(]

Alflora

(1 —-2) lim

. sdu < nli_x};o/:\' sndu
awero
1- s)f sdp £ lim f sp du.
X nee S x

Data Uaibitrarieta di = scgue latesi. &

5.2 Integrale di funzioni non negative
Notaziene 2.1 Sia (X, A, ) wno spazio di mis Sia f €
M (X, A). Poniamo

Sp = {5 €54 (X, A4) | s < 1.
Defini 39. 22 Sia {X,A,z) wo spazic di misuma
Sia f € + (X, A). Sidice integrale di Lebesgue delia funzione §

(rispetto alla misura £2) la quantita:

[ fdp= supf sdp,
JX X

s€8; 2
Osservazione 2.3 Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Siano f €
M, (X, A), E € A Allora
Fxp e ML({X,A).
Definizione 2.4 Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Siano f €

M, (X, A), E € A Allora Vintegrale di Lebesgue esteso ad E della
funzione j (rispetto alia misura u) ¢

{ [
j fdp :=j Fxgdi.
E X
Propesizione 2.5 Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Siano f €

M (X,.A4). Sia {sp} C S| (X, A) una successione non decrescente
tale che

f= lim sn.

n—od
Allora si ha
[ fdu= .
Je T e

Dimostrazione. Per il teorema 1.11 perogni s € Sy siha

/ sdp < lim/ 8, du.
x n—oc fy

/ Fdu = sup/ sdu < lim / s du.
X s€ESe I x nTee X

Poiché {5, €S

Allora

s perogain € Nsiba

/Sud#S/ fdu
J X X

Allora

1im/ s,,dpg/ Fdu ®
T SO X X

Proposizione 2.6  Sia (X, A, 1) mo spazio di misura. Sia f
M (X, A). Alloraperogni N € N, risulta

,’;7 Fdu 0.

Dimostrazione. Sia N € N,. Perognis € Sy risulia
# 2z ki
£
/ sdu=0.
S

Allora

/fd,u_sup/ sdu=0. B
~ seSy

Teorema 2.7  Sia { X, A, 1) uno spazio di misura.

(i) (Omogeneita)
Sia f € M4 (X, A). ¢ > 0. Allora

/ cfd;z=c/ fdy.
X X
(i) (Linearita)

Siano f,g € M4 (X, .A). Allora

eito alla funzione integranda)
(X, A)taii che f < g in X. Allora

[ fdu</ gdy.
«/‘\ X

(iv) (Monotonia rispetto all 'insieme di integrazione)
Siano f € M (X, A). E, F € Ataliche £ C F. Allora

sans [ fon
JE F

Dimostrazione. (i) Siha

(iii) (Aonotonia risp
Siano f,g € Mo

Quindi
j[ cfdp = sup / sdp = sup/ Gdu =
X sESp I X tesy JX
= Lsup/ Tdpu =c¢ Jdu
tesSpJx x
(i) Siano {8, },{tn} C S+ (X,.A) ioni mon d ti tali che
f= lim 8,, g= lim t,.
n—oo n—oo

Alliora, postoperognin € N
Op i= 8n + itn,
la successione {&; } C 84 (X, A) & nou decresente e tale che

f+ag= lim o,.
n—roo

Quindi

fx (f+9) du Jim

lim o du =
X

lim j spdit + n\gxgo /X todp =
X

n—oc

= ./xfd#+</,xgdp'
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(1i1) Siha Sy C S,. Infattise s € Sy siba
s€Sf, s<f<g

quindi s € S,. Allora

] fdp= sup/ sdp < supj sdp=] gdu.
X s€ssJx seSgdx x

(iv) Sihaxg < xpequindi fxg < fxp- Allora per il punto (ii1) siha

[ran=[ sxzaus [ oxrdu=[ oau ®
E X X F

Pmposizione 2.8 (Disuguaglianza di
f €My (X, A). Alloraperognic > Osiha

1 1
> < - d - .
p{f2 < c/{m}f ySC/deu

Chebychev) Sia

Dimostrazione. Perogniz € {f > ¢} sihac < f(z). Quindi
EX(rzet S IX{r2e}-
Allora

ex 1 d S/ Xis>er @
/x Xis2e} B S [ FXir2ep dic

ovvero

cn({ch})s/{f> RE

Proposizione 2.9  Sia f € M (X, A)tale che

/deu<oo.

Allora f éfinita g.0. in X, ovvero

p({f =o00})=0.

Dimostrazione. Per ognin € N poniamo
E, = {f >n}.
Siha
=
{f=o00}= () En.
n=1

Per la disuguaglianza di Chebychev per ognin € N siha

1
4 (En) < ;/xfdp.

In particolare
wE)< [ fan<oo.
Poiché { E,,} & una successione non cr e risulta
p(Er) < oo,
siha

oo . 3 1
u(ﬂ En) = Jim x(E) < tim - [ sau=o.
Allora

u({f=°°})=#(ﬁ En) -0 m
n=1

Proposizione 2.10  Sia f € M, (X, A)tale che

/X fdu=o.

Capitolo 5 Integrale di Lebesgue

Allora f = 0gq.o0. m X, ovvero

r({f#0}) =0

Dimostrazione. Perognin € N poniamo

b= {2 2],

{r#0y=J En

n=1

Siha

Per la disuguaglianza di Chebychev per ognin € N siha
w(E)<n [ rau=o.
X

Quindi per ogni n € N siha
u(E,) =0.

non decr: te si ha

Poiché { E, } ¢ una

o0
7 ( U1 E,,) = lim yu(En) =0,
n=
ovvero

p({f £} =0. ®m

3.3 Teorema di convergenza monotona

Teorema 3.1 (Teorema di Convergenza Monotona di Beppo Levi)
Sia {fn} C M4 (X, A) una successione non decrescente. Allora

im | fadu= / (lim fn) du.
n—oo [y x \n—oo

Dimostrazione. Poniamo
= lim f,.
n—oo
Perognin € N siha
fn<f n+1 <rf
quindi

/andﬂS/xfn+1dﬂS/xfdy.

Allora la successione { [ fr du} & non decr te e limi quindi

limite e siha
lim / fndpg-/ fdu.
n—oo J 5 x

Mostriamo che vale la disuguaglianza opposta:

/fdug lim / frdpe.
b'e n—oc X

Siano £ € (0,1) e 5 € Sy arbitrari. Per ogni n € N, poniamo
n = {(1_ 5)5 an}'

In modo analogo a quanto visto nella dimostrazione del t
seguenti proprieta.

(a) {Ea}C A

(b) Lasuccessione { E,, } & non decrescente.

oo
(¢ X=\ En-

n=1
Sia ¢ : A — R la misura di densita s rispetto alla mi p. Allora

1.11, si dimostrano le

eX)=¢ ( U En) = lim_¢(En)
n=1
OVVETO

/ sdp = lim sdp.
X

n—oo fp,




3.3 Teorema di convergenza monotona

Perogninn C Nsiha

~Je, ' x
quindi
(1-2) nl_ii:‘;o - sdu < 711ix;° . I ndiz
Quindi

(1—5)/ sdu < lim / f ndu.
X n—oc X

Data I'arbitrarieta di s € Sy siha

(1—6) fdu=(1-¢) sup [

sdu < lim / fedu.
X sesp X n—oo Jx

Data I'arbitrarieta di ¢ > O siha

Teorema 3.2

—

im [ fudnz [ Q) dp
Jx /

Dimostrazione. Per ogni k € N poniamo

Poiché la successione { gi } & non decrescente, si ha
limf,, = sup mf fn = sup gp = lim gg.
rENT2 KCM k—oc

Perognin € Nsiha f,, > g,, quindi

Allora

1__/ fnduzm/ grdpe.
X X

Poiché la successione { f gk dit} & non decrescente, ammette limite € si ha
’ { ; [
Hm gr du = lim g dit.
tim f o die = Jim_f o

Per il teorema di Beppo-Levi si ha

/

Allora

AAAAA =

3
—
Sty
a
®
\%

@

T
2
|
£
=
w@

X
A
=

/X (k‘i“; gk> du= J/x (imf,) du. ®

ione 3.3 La disuguaglianzanei Lemma di Fatou puo essere
stretta, come mostra 1" esempio seguente.

Esempio 34  Sia (X, A, )
sia frn = X(n}-
Allora perognin €

= (N,P(N),p#). Prognin € N

N siha
r
f

JN

frdp¥ =1,
quindi

h—m/ fndﬁ"#: lim ll fndﬂ#—
N

n—oe g N

Daltraparte si ha

limf, = lim f, =0,
n—0
qumndi
[ @imfa) du=o.
N
Teorema 3.5 Sia{fn} C M4 (X, A). Allora

Dimostrazione. DPorogni p € N poniamo
=
g o=\ £
op =2 [fn-
n=1
Paiché 1a successione {7} &non decr 1 do conto del di Bepy
Levi, siha
>3
>
-1 Jx

If
|5
=
]
-
;s
S
b
I
j=d
=
< TN
(8
[,
3
S
I
F
I

If
—
P "~~~
——
u»u
e
o
=
o
\ﬂ_’/ Iy
[
S
A
Il
\
/‘\
':~
N’
’;,
1]

Definizione 3.6  Sia / € M4 (X, A). Definiamo Iapplicazione
v: A — R nel seguente modo. Per ogni E € 4 poniamo

v(E):= /; fdu.

"mnesm"ne.‘a 7 Sia f € M4 (X,.A). Allora I'applicazione v :

A =R 21mamisura su A,

-_—r
Dimostrazione. (i) Poiché 1 () = O siha

4/(@)=/fd#=0-.
2

(ii) Sia {E\} C A una successione disgiunta. Poniamo
o0
E:= U B
k=1

Dobbiamo mostrare che

It
M

t‘.\

]
z

v (D)
k=1
ovvero che
[ rau= £ .
/B k=17 B
Siha
oo
X = Z XEp~
k=1
Allora, t do conto del t precedente, siha
/ oo
i, i
Jora =] ,\Edu—/ J(be—k) dp =
E x et

]
S
»

——
T0e
-,
P
?Eq
Na——’

.

w

I

ML
—

[y

)f‘

fy

o
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= fdp. @&
kz=:l/Ek .

Definizione 3.8 Sia f € M, (X, A). Lamisurav : A —» R, &
detta misura di densita f rispetto alla misura p.

Proposizione 3.9 Sia f € M (X, A). Siav: A — Ry la
misura di densita f rispetto allamisura . Alloraperognig € M4 (X, A)

risulta
/ gdv = / gfdu.
X X

Dimostrazione: Sias € Sy (X, .A). Allora

/xsdu=/x sfdpu.

Infatti, se

i
M-

CkXE,,

x
I

1

¢ la forma canonica di s, siha

/sdu = chu(Ek)=ch/ fdu=

X k=1 k=1 By

Z / ckfxg, du =/ (Z CkXEk) fdu=
k=17 X X \k=1

/x sfdu.

Siag € M1 (X,.A).8ia{s,} C Sy (X,.A) una non decr
tale che
lim s, = g.
n—oo
Allora, tenendo conto del teorema di Beppo-Levi, si ha
/ gdv = lim spdv = lim / spfdu=
X n—o0 b's n-—o0 X
= / (lim snf> d/,¢=/(lim sn)fdp=
x n—00 71— 00
X

Proposizione 3.10  (dssolutacontinuita di v rispettoa p) Sia f €
M4 (X, A)tale che

. / fdu < oco.
X
Sia v la misura di densita f rispetto alla misura p. Allora per ognie > 0

esiste § > Otale che perogni E € Acon u(E) < § risulta
v(E)<e.

Dimostrazione. Sia € > 0 arbitrario. Per ogni n € N poniamo
F,:={f<n}.

Ovviamente si ha

X={f=oo}u[j F,, con {f=oo}|"1[j F,=0.

n=1 n=1
Allora per I'additivita di v siha
so
v(X)=v{({f=00})+ zt( U Fn) .
n=1

Poiché

/xfdu<oo

Capitolo 5 Integrale di Lebesgue

per proposizione 2.9 si ha

u({f = oo}) = 0.

Allora
v(if=op=[  pdu=o.
{f=o0}
Inoltre, poiché la suc {Fr} ¢ non decrescente si ha
Allora
v(X)= lim v(F,)
ovvero

/fdy: lim/ fdp.
X n—oo fp

Sian € N tale che

/xfd,u—/andﬂ< =

ovvero tale che

€
dp < —=.
/cF,, f 2

Poniamo
§:= —E-
2n
Sia E € A taleche
u(E)< 6.
Allora
u(E)=u(E‘nCF,l)+u(E‘r‘1Fn)=_/ Fdu—+ fdu.
ENCFn ENFpn

Primo addendo:

£
/ fdu< / Fdu< <
ENCF, CFp 2

Secondo addendo:
f fd,u</ ndp=np(ENF,) < np(E) <né==.
ENFyp ENFp 2

Allora
v(E)<e ®&

5.4 Insiemi di misura nulla

Teorema 4.1 Siano f,g € M (X, A)tali che

f=g9 qo.inX.

fxfdu=/xgdu-

Allora

Dimostrazione. Poniamo
N:={f#g}.
Per ipotesi N € N,,. Quindi siha

/fd#=0, /gd#=0-
N N

Allora, poiché
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siha
jf fdu = / fdy+/ fd;:lf fdu=
x cN N Jewn
= /‘_;gd#— - gd#-‘-[ =/_;gdu. =
N JCN X

Corollario 4.2 Sia f € M_ (X, A). Allora sono affermazioni

equivalenti:

@ [ fdu=0;

(i) f=0gqg.0. inX.

Dimostrazione. (i) = (ii) Gia dimostrato.
{ii) = (i) Segue daiteorema precedente. &

Osservazione 4.3  Sia (X, A, ) uno
spazio di misura. Luguaglianza quasi ovunque di funzioni f : X — R
& una relazione di equivalenza nello spazio M (X,.A). Per il teorema
precedente, 1"integrale ha valore costante su ogni classe di equivalenza.

Definizione 4.4 Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia f €
M {X, A) definila quasi ovunque. Sia N € A, il sotioinsieme di X
in cui f non & definita. Lintegrale di Lebesgue di f é la quantita

[ rap=[ ran

v X CN
Teorema 4.5 Siano f, € My (X, A) definite g0
n € N risulti

fn € fry1 qo.in X.

(X, A) definita q.0. tale che

7]
=
Ly
Mm

-+

lim f,=f gqgo.inX.
n—oC

Allora

i / . I
lm ./;\’ fn.d,d /X fd[;z.

n—0o0

Dimostrazione.  Perognin € N siano N,(lo), N ,(11) e N, L« t2li che
{a) lafunzione f, 2dofinitain CN,&O);
(b) risulta f, < fri1inCNSY.
Siano N5, N € A, tatiche
(@) lafunzione f & definitain CNS%;
(b) rsubta lim f. = finCNSD.
n o0

Poniamo

= U [0 ).

+—0,3

Allora N € AN, ¢ mellinsieme CN sono verificate le ipoiesi del (corema di
convergenza monotona. Quindi

lim fndp = fdy,

noeeJenN CN
dacuiseguelatesi. @
Proposizione 4.6 Siuno [, €

M (X, A) definite g.o. tali che

/ fidp < oo
X

etali che per ogni n € N risulti

fn 2 fn+1 q.0. in X.

ds
W

Sia f € M4 {X,.A) definita q.0. tale che
im f,=F go mX.
n—aoo

Allora

lim / fndu = ,lf Fdu.
n—00 4 x JX

Dimostrazione. Siamn & N. Poiché
fn<fi1 qoimX,

/_%Jiu(f f1du < oo,

quindi f,, ¢ finita q.0. in X . Allora la fimzione
gn = J1 = fn

& definita ¢ non negativa q.o. in X . Poiché

siha

fi=gn+7n
siha
i, i Q.
] hdu=j gndn+/ Frdp,
i X x x
da cui segue
lfgnd#=ff1dy—[fnd#-
Jx Jx Jx

Per ogni n € N risulta
9n S In+1 9.0 in X.
Inoltre risulta

lim g, = fi — f qo.inX.
—oc

n

Aliora per il teorema precedente si ha
iim 9n du —/ Frdu — / fdu.
n-—>oC X X

Quindi

/’r fidup— Hm /’r\ fadp= ,[ fidu— J/_\: fdn.

ffx i < o0,

Poiché

QOsservazigne 4.7 Uipotcsi (3) della proposizionc proccdente won
pud essere omessa, come mosira I"esempio seguente.

uSﬁi‘ﬁpiO 4.8 s (X, )Lu) = (N, P (M), u#). Perognin € N
sia fr — X([n,00)- Sia f =
Alloraper ogni m» € N risulta

fn Z fn,—!—l-

Inolire risulta
fim fp, =1

n—oo

Draltra paﬂep ogni n € N risulta

[ fnd # = oo,
quindi
im | fadu® = co,
n—o0 ,N
mentre
[ rau# =0
N




Teorema 4.9  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia (X, A, %) il
suo completamento. Sia f € M4 (X, .A). Allora

/X fdE = /de#-

Dimostrazione. Sia {t,} C Sy (X,.—-'l-) una ione non d te tale
che

lim tn = f.
n—oo
Perognin € N siano ¢, ..., ¢k, > Odistinti, FT*, .., Fi" € A disgiunti tali

che

kn
. t, = kz__;l c:xF)?.
Perognin € Neperognik € {1,...,kn} siano E € A, T € T, taliche
Fl=E;UT.

Poniamo

oo Mk

T= U 77¢.

n=1 k=1
Allora T € T, ciog esiste N € N, taleche
TCN.

Per ogni n € N poniamo

An
Sp 1= Z CCXE;: .
k=1
Allorasiha {s,} C St (X,.A). Inoltre perognin € N eperogniz € CN siha
sn(z)=tn(x).
Quindiperognin € N siha
Sn=1n p-q.o.inX.
Allora per ogni n € N si ha
sn < Spt1 p-qo.in X
¢ risulta
lim 8, =f p-qo.inX.
n—o0
Poiché perognin € Neperognik € {1,...,kn} siha
E(FD) = w(BD),
perognin € Nsiha
kn k"
[ tnam=3 SR =3 u(BD) = [ onde
X k=1 k=1 X
Allora si ha

/fdﬁ: lim'/ t.dp = lim sndp=/ fdu. @
X noeeJx nTeeJx b ¢

Teorema 4.10  Sia (X, A, p2) uno spazio di misura. Sia (X, 4, 7) il
suo completamento. Sia f € M (X,m. Alloraesiste g € M4 (X,.A)

tale che
ffdﬁzf gdﬁzf gdu.
X X X

Dimostrazione. Sia g € M4 (X, .A) tale che
g=1T1 T-q.0. in X.

Allora siha

J 5= f o

Capitolo 5  Integrale di Lebesgue

Inoltre per il teorema precedente si ha

/gdﬁ:/ gdu. &
X X

5.5 Funzioni integrabili

Definizione 5.1  Una funzione f € M (X, A) si dice integrabile su
X (rispetto alla misura p) se

/f+dp<oo, /f_dp<oo.
X X

Linsieme delle funzioni integrabili su X viene indicato con
LY (X, A, ) oppure con L* (X) o con L1.

Definiziones.2 Sia f €  LI(X,Ap). Si dice

integrale di Lebesgue di f la quantita

/deu ==/Xf+dn—/xf—dﬂ-

Sia E € A. Si dice integrale di Lebesgue esteso ad E di f la quantita

/Efdu:=/xfxEdu=/Ef+du-/Ef_du.

Osservazione 5.3  Poiché f € M (X, A)siha fa € My (X, A).
Quindi gli integrali che compaiono nella definizione di |  fdu sono ben
definiti. Inoltre poiché tali integrali sono finiti, ha senso considerare la
sottrazione.

Proposizione5.4 Sia f : X — R. Allora sono affermazioni

equivalenti:

() feL (X, Amn);
(i) fx€L'(X,Aun);
i) |f] € L' (X, A, ).

Dimostrazione. (i) < (ii) Immediata.
(i) = (iii) Poiché |f| = f+ + f—,siha

/x |£] d#=/xf+dlt+/xf- dp < oo.
(iii) = (i) Poiché fx < |f|siha

fxfid#<fx|fl du<oco. W

Proposizione 5.5  Sia f € L! (X, A, p). Allora

I/ fdujsf I£] dp.
X X
Dimostrazione.

fore

[ pean- /x‘f— | <

/xf+dﬂ+/xf— dn=/x [fldp. ®

IN

Proposizione 5.6 Linsieme L!'(X,A,p) ¢& uno spazio

vettoriale.




5.5 Funzioni integrabili

Dimostrazione. Siamo f, g € LY (X, A, 1), A €

anche f ¢ g sono finite q.o. Allora la funzione f + Ag ¢ detinita ¢.0.
Poiché f, g € M (X, 4)siha

F4+2Ag € M(X,.A).
Inoltre si ha
Jx

Quindi

Frage M (X, 4,p). B

Teorema 5.7

(i) Siano f,g € L' (X, A, ). Allora

/(,f+0)d/t=/ ffi/t+/ g .
X X X

(ii) Siano [ € L' (X, A, p). A € R. Allora

[ . .
[ ondu=x[ san
JX JX

Dimostiazione. (i) Consideriaio la funzione definita q.0. 2 := f + ¢. Siba

hy —h_=({f+-f-)+(g+—-9-) qo.inX,

da cui segue
hy+f_+g_-=h_+fir+g9y qo.inX.
Allora

/h+du+/f u+/ Cdp =
X

i
Jx Jx©

_/ h_ du+/ fodu+ gJ‘_d,u.

Poiché tutti i termini sono finiti, si ha

/‘h+¢i}“j hodu=

[ [f+ gl du < / [fldu+ A [ lgl due < o0
X Jx

= R. Poiché fy,f—,9+,9-
€ LY (X, 4, 1), perla pmposu.one7°f_r,f-,a.r,g.. sono finite q.0.. gwindi

ro. f . ) < [ \
=14 fydu— 1 f-du)+{{ gt du— / — dpl
<Jx ! J_\’f j,\' - xg {l/

cioé la tesi.
(ii) Siha
{ Afs seA >0,
(Af)y =
: =Afx seA <O
Se X > 0,siha

/ (Af)y dir — j/ (Af)_ dp=
X X

/x (OF) du

Se A < O,siha

Il

[oanax [oon, du- [oon =

o fodusa [ frdu=
Jx Jx

5.8 SefeL'(X, A pu)étaleche

]‘ fdu=0,
X

Qsservazione

)\/xf+dy—A/xf_dp=J\/Xja'y.

Fdp

I
~J

non necassariamente risulta

F=0 qo. inX.

Propesizione 3.9 Sia f € L1, A p)talecheperogni E € A

risuhti

f
j fdu=70.
E
Allora f =0gq.0. n X.
Dimostracione.  Poniame
= {f>0}, E_:={f<0}.
Poiché f € M (X, A)sihaEL,E_ € A

Per ipotesi

[ fau=0, | jdu=0

JEL B
da cui scguono rispettivamente f = 0q.o.in E4, f =0 qo.in E_. Alfiora j = O
qo.inX., @

Teorema 5.10  Siano f € L1 (X, A, p). g € M (X, .A)tali che

f=g qo inX.

Allora g € L1 (X, A, p) e risulta:

f
j fdu=/ gdp.
JX JX
Dimostrazione. Siha f1 = g4, f— = g— qo. in X. Quindi
)i ordu= [ 7rdu<oo, [omdu=[ 5 du<oo
x x Jx x
ciok g € LY (X, A, u). Inoltre

/yd# = j/ y+du—/ g—dp =

X x X

/le_d[_t’/ f-dy:lr fdu. &
x x Jx

Sia (X, A, ) wno spazio di misura. Sia (X, ,A, )
Sia f € L! (_X,],E). Allora esiste g €

Tegrema S. 11
il suo completamento.
L (X, A, 1) tale che

[ fd'ﬁ=/gdﬁ=/gdu~
X X X

Dimostiazione. Poiché f € L1 ( X, A4, E) sika
N

Ll —
frofo € LN(X, A7) -
In particolare
Faa fo € My (x,fZ) .

Quindi, per il teorema 4.10 esistono g4, g— € M (X, A) tali che

/ f+dﬁ'—’/ g+ di
X X

L N
[ roan=[ o-aw=[ o an.
'Y Jx Jx

][ 9+ di,

-Allora, poiché

diz < oo, f-dp < oo,
X

siha

/ g4 dyr < 00, / g4 dp < oo,
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cioé
94,9- € L' (X, A, p).
Allora, se poniamo
9:=9+-9-,
siha
g €LY (X, A, p)

/ g+du—f g-du=
X p.¢

[Lovdni-[ o-an=[ oam,
X X X

/ g+du—/ 9-du=
X X

[ e[ r-am=[ iz m

erisulta

/gd#
X

j gdu
X

5.6 Teorema di convergenza dominata

Teorema 6.1 (Rorema di Convergenza Dominata di Lebesgue)
Siano {fn} C M (X, A), f € M(X, A)taliche

nli—»[%of" =f qo.inX.
Supponiamo verificata la seguente condizione di Lebesgue:
asiste g € L (X, A, p) tale che per ogni n € N risulta
|fnl £9 qo.inX.

Allora {fn} C L (X, A,p), f € L* (X, A, p) erisulta:

Tim / | — f] du = 0.
X

n-—oQ

In particolare
lim [ fndp :/ fdu.

Dimostrazione. Perognin € N siha

fx |l die < /xgdu < oo

Inoltre, essendo | f| < g q.0. in X siha

/x If] du < /ngu< oo

Quindi
{fal CLY (X, Ap), FELY (X, A p).

Tnoltre le funzioni f,,, f sono finite q.o. in X. Quindi per ogai n € N & defmita
q.o. in X la funzione -

In =29 [fn - f|.
Siha {gn} C M (X, A). Inoltre, poiché
lim fo=f qo.inX,
siha

lim g, =2g qo.in X.
n—oo
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Allora, tenendo conto del Lemma di Fatou, si ha

H/ [fn—fldp = /2yd#—li_m_/ gndp <
X X X

/ ngu—/ (lim gn> =
b'e X n—oo

/2gdp—/ 2gdu=0.
X X

IA

Quindi
im n — f| dp = lim n — du =0.
1 / [f Sl dp f |f fl du

Infine si ha

lim [ fnd#-f fdu
Jim .

Jgim [ (- 1) dus

IA

Jim | [ (= 1) au <

IA

Jim_ fx [fn— fldu=0

da cui segue

lim / fnd/.t=/ fdu. ®

Corollario 6.2 Sia u(X) < oo. Siano {fn} C M (X, A), f €
M (X, A)tali che

nli_{%of" =f qo. inX.
Supponiamo verificata la seguente condizione:
esiste M > Otale che per ognin € N risulta
|ful <M gqo.inX.

Allora {fn} C LY (X, A, 1), f € L' (X, A, p) erisulta:
lim / |fn = f] du = 0.
In particolare

ﬁm/fndpszdp.
n—ooJx X

Dimostrazione. Posto g := M, siha
/ gdu = Mp(X) < oo.
X
Quindi g € L' (X,.A,p). Allora esiste g € L' (X, A4, p) tale che per ogni
n € N risulta

[fanl £ M=g qo.inX.
Quindi per il teorema di Lebesgue sihalatesi. B

Proposizione 6.3 Simo {fn} € LY(X,Apn), f €
L' (X, A, p) tali che
® nlimwfn =f qo.inX;
@) lm / fol dpt = / 7] ds.
n—00 X b'e
Allora
lim ‘fn—f[dyzo.
n—00 X

In particolare

lim/fndp:/ fdu.
n—oofx X
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Dimostrazione. Per ognin € N poniamo
=l = IS = 1 = I
Per I'ipotesi (i) siha ,, — 0 q.0. in X. Inoltre per ogni n € N risulta
Pn = | fnl —1f =1 = FL <Ml = fa = L+ 15 S 2001

Essendo 2|f| © L' (X, A, w), per il teorema di Lebesgue si ha

tim [ o= lim f Ul = 1| = 1 — F1l du =0,
ll—m

Allora
| o
| lim | £l d[.l—/ [fl dp — lim / [ fn —f|l =
Ine Jx x oo Jx |
= lim E/ (1l = 1 = 1fn — F1) au] <
71—&‘ X [
< nm] fnl = 1f] = 1o — fI] du=0.
Jim [
Quindi

lim / ifn— [l du= lim ’f | fn] du — [ |fldu=0. &
n—oo J yx n—oo J x Jx

Sia {fn} C L' (X. A, p) tale che

Z/ [Tnl dp < 00.

n=1 X

Teorema 6.4
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Allora la serie Y fp converge q.o. in X. Inoltre siha
=1

o
L f" S Ll (‘Y: -Ar :u')

n=1
e risulta
"1\ \
Dimostrazione.  Per il teorema 3.5 si ha
(S ) -5 ]
il ) du=3" [ Ifnldn < oo
JAZ ) =2 ]
Quindi
sc
ST ifnl € LNX, A )
n=1
= =
In particolare Y [fi] & finita qo. in X. Quindi la serie }, fn comverge
n=1 n=1
(assokutamente) q.0. I X . Inoltresika

~..
P

(f fn) ans | {f ifn!) <

n=1 X \n=1 /
Quindi

S fa e LN A ).

n—1

Perognip £ N poniame
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o0
Aliora, poiché Y. |fn| € L' (X, A, 1), tenendo conto del teorema di Lebesgue
=1

siha
S 'y

Ldy = lim / fadu= lim dyp =
Z ST T S S T (Z f") ’

= lim

P;'“ xgpd;i:./x (Plil'l;ap) =
P o0
= / (Im;cz fn) d#_/v (Z fn) du. B

\\F n=1

Sia f : R x X — R tale che per ogni t € R risulti
Fl) e LN (X, A ).

Definizione 6.5

Definiamo ia funzione I : R — R nel seguente modo. Perognit € R

poniamo

T(t):= ff(f 2 dp.

a46.6 Siaf:R x X — Rtalecheperogni# € R risulti
FlL) e LN X, A p).

Teorem

@) Sia f(-,7) continua in to € R per quasi ogniz € X. Sup-
poniamo che esistano g € L1 (X, A, ¢} ¢ & > O tali che per ogni
t e (to —é&,t0 +6) risulti

F(h) <g qo inX.

Aliora ia funzione 7 & continua in #g.

(ii) Sia f (-,x) derivabile in l’() € R per quasi ogni x € X. Sup-
poniamo che esistano g € L1 (X, A,u) ¢ & > 0 tali che per ogni
t € (to — &8, to + &) risulti

(Df (¢,

X.
| ot \"g go. in

Allora 1a funzione I & derivabile in tg e risulta

{2
I'{io) = /‘11 5% {i0, ") du-

Dimostrazione. (i) Sia {t,} C R una successione infinitesima arbitraria. Per
ogni n € N risulta

[ f(t0+tn:')d0“_f f(to,~)d;z{=

- !f [F (f0 + tn, ) — £ (to, )]
J\'

< / |f(t0+t7u') - f(tO;), d“
X

[ (to + ta) — I (ta)]

du! <

Poiché f (-, =) & continua in fo per quasi ogni X siha
dim |F (fo+ tay )~ £ (to, )| =0 go.im X.
Poichdperognit C (to §,to + §)risulta
F (6 ) <g go.inX.
per n abbastanza grande siha |t,, | < § e quindi
If (to+tn, )

Aiiora per ii teorema di Lebesgue risulta

— f(to, )| €29 qo.inX.

f{to, )| du =0,

lim jf)\ 1f Go+tn, ) —

— o0

da cui segue
lim |I(ta+tn) — I(ta)l =0.
”n =00

Per 1"arbitrarieta della successione {£,, } siha la tesi.
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(ii) Sia{t,} C Runa ione infini ia. Perognin € Nrisulta
I(to +1tn) — I(to) oF
(-——tn - xa(to,') dp| =
_ I(to -+ tn) - I(to) of
= [Y [—————_tn - 3_t (to, ):l dpl =
_ I(to+1tn) ~ I(to) 3f
= /x‘ tn ot (t"")‘ i

Poiché f (-, =) é derivabile in to per quasi ogni X si ha

o [0+ tn) = T(to) _ 2f
m | —— — —

n—oo tr t

(to,~)’ =0 qo.inX.
Poiché perogni t € (to — 6, to + ) risulta

of

—_ I < .0. i

)M (t, )) <g qo.inX,

per n abbastanza grande siha [¢,,| < § e quindi

}I(t0+tn)— I(to) 3f

— (to,-)| < 29 q.o.in X.
. 5 (o )’ <29 qo.inX

Allora per il teorema di Lebesgue risulta

/ ‘I(to+tﬂ)—1(to) _of
X t

lim ) 5t

RS (to,')' du=0,
da cui segue

I I(to+tn)— I(to)
im _—

n—oo tn

=0.

o5
- A -a? (t01 ) d”

Per I'arbitrarieta della succ {tn}sihalatesi B

Osservazione 6.7 Le affermazioni del teorema precedente
si estendono a derivate di ordine superiore ¢ a integrali dipendenti da piu
parametri.

5.7 Integrale di Riemann e integrale di Lebesgue

Definizione 7.1 Sia I = [a, b]. Una partizione di I &un sottoinsieme
finito A C Jtalechea,b € I.

Denotiamo con IT la famiglia delle partizioni di I.
Definizione 7.2 Sia I = [a,b]. Sia
A={a=z1 <x2 < ..<x =b}
una partizione di 1. Perogni k = 1, ..., poniamo
Iy =@ 1, 7] -
La porma di A é la quantita

Al = x A({Iz).
|A 02X (It)

Definizione 7.3 Sia I = [a,b]. Sia f : I — R limitata. Sia
A={a=z1 <x2 <..<x =b}
una partizione di 1. Per ogni k = 1, ..., 1 poniamo

I := [tg—1,T], my:= min f(z), M} = max f(x).
z€I,, xCly

Si definisce somma integrale per difetto di f rispetto a A la quantita

l
o (f,A) =) mA(Iz).

k=1

Capitolo 5 Integrale di Lebesgue

Si definisce somma integrale per eccesso di f rispetto a A la quantita

!
S(HA) =) MpA(I)-

k=1

Definizione 7.4 Sia I = [a, b]. Sia f : I — R limitata,
Si definisce integrale di Riemann per difetto di f la quantita

o (f) = sup o (£, ).
AcIl

Si definisce integrale di Riemann per eccesso di f la quantita

S(f) = jnf T(£,4).

La funzione f si dice integrabile secondo Riemann su I se risulta
o (f) =%()-

In tal caso si definisce integrale di Riemann di f su I la quantita

b .
f F@) dz =0 (f) =S (f).

Denotiamo con R (I) I'insieme delle funzioni integrabili secondo Riemann
su l.

Notazione 7.3  Sia I = [a,}]. Denotiamo con £ (I) la o-algebra
indotta su I dalla o-algebra £ (R) degli insiemi di Lebesgue. Denotiamo
con A la misura indotta su £ (I) dalla misura di Lebesgue su £ (R).

Teorema 7.6 Sia I = [a,b]. Sia f € R(I). Allora f €
L (I,L£(I), ) erisulta

/Ifdz\z/:f(a:)dz.

Dimostrazione. Sia {A,} una successione non decrescente di partizioni di [a, b]
tali che

lim |A,|=0.
n—oo
Perogni n € N sia
A, ={a=20,n,%1,n < ... <ZTy,,n=Db}.
Perognin € N eperognik = 1,...,[,, poniamo

Ik,n = [zk—l,nyxk,n] y My n 1= inf f(a:), Mk,n = sup f(z)'
=€l €l p

Per ogni n € N poniamo

ln l"l
Sn = Ea mk,nXIk‘"y S, = E Alk,nxlk’"'
k=1 k=1

Allora siha {s,},{S.} C S(I,L(I)), {s,} &non decrescente, {S,,} & non
crescente e per ogni n € N risulta

sn < f< S,

Inoltre per ogni n € N risulta

in
/Isn A=Y mA k) =0 (,An),

k=1

ln
/[ SndA=3" Mix(Iin) = S(f,An).

k=1
Allora
lim SndA = l'm;oa(f,An)=a’(f),

n—oo

lim [ SpdA= lim £(f,4,)=5(f).

n—oo fr
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Quindi, poiché f € R (I)siha

£ rb
lim | sndA= lim /sn d/\=j f(z) dz.
JI n—oe fr

n-—oc -\
e
Poniamo

s:= lim 8p,, §:= lim S,.
n-—oc n-—oc

Allora 5, S € M (I, L (I))crisulta

‘N
j—

(a) Mostriame che f 2.continuasu F.
SiaT € F.Poiché T ¢ A, perognin € Nsiha

T ¢ AL
Quindiperognin € Nesiste k,, € {1,...,], } tale che
T € (Trp—1,n>Thkp.n) -
Porogni n € N poniamo

¢ \
In = (Theyy =1 05 They m) -

Poichéperognin & N lefunzionis,,, S, sonolimitatee A (I) < oc, perilt
di convergenza dominata si ha

lim lfs,I ax = lrsd)\r, lim /.Sn (1.)\=/ SdA.

Quindi

3
I[sd,/\z [.‘idz\:/ fx) d=.
Jr Jr a

Da questa segue
[(S—s) dA = 0.
JI
Quindi si ba
s=8 qo.inX
e.poiché s < f < S.siha

s=Ff=5 gqo.in

Allora, poiché la misura di Lebesgue & completa e poiché s, § € M (I, L (I))siba

FeM{U, L{D).
Inoltre, poiché f & limitata e A (I) < oc si ha
Fell U, L)y,N.

Infine risulta

—
=%
L
>
1
—
W
L
>
1
—
n
a
>
I
S
o
-
~
8
N
s
,“
n

~
.
~

Osservazione 7.7 Iiteorema precedenta mostra che vale I'inclusione
R(I)C L' (I,L(I). ).

Inoltre tale inclusione & stretta come mostra I’esempio seguente.

Esemipio 7.8 Sin 1 = [0,1]. Consideriamo fa funzione di Dinchiei
f =Xjrq- Siha f& L1 (I,L£(I), ) erisulta
/ Fdx=o0.
) r

D"altra parte per ogni partizione A di T risulta
”(fvé) =0, x(fvé) =1
Quindi f non & integrabile secondo Riemann.
Teorema 7.9 Sia I = Ja,bl. Sia f : I — R limitata. Allora sono
affermazioni equivalenti:

i feR);

=/

(ii) f & continua A-q.0. in 1.

Dimostraziove.  Siano {Ay}, {sa}, {Sa}, &, S come nella dimostrazione del
teorema precedente.
(1) = (if) Poniamo
oo
A= U An

E:w={z Cl|s(z)=f(z)=S(x)},

F = E\A.

Suppa o per assurdo che f non sia continua in . Allora esiste £ > 0 tale che per
ognin € N risulta

sup f(x)— }:an f(z)> e

2CJIn
ovvere
Sx (@) —sn(T) 2 ¢
Allora

Dalira parie, poiché T € I, si ha

da cui I'assurdo.
(b) Mostriamo che 7\ F ha misura pulla.
Siha

INF=AU(\E).

Poiché A & numerabile si ha

A(A)Y=0
Poiché
s=f=85 qo.inX
siha
A{I\E)=0.
Quindi
A{I\F)=0.

Allora f &continua g.o0. in 1.
(ii) = (i) ST € (a,b) un punto in cui f & continua. Sia ¢ > O arbitrario.
Allora esiste § > O tale che, posto

J=F-6T+95)

risults
sup f{z) — inl f(z) <e.
zeJ z<d ’

Per ogni n abbastanza grande esiste k,, € {1, .., {n} taieche
T € [:z;cn_l,n,:z:kmn] g J

Allora per ogni n abbastanza grandc si ha

Quindi

Per Darbitraricts di € siha

Poiché per ipotesi § & continua g.0. in I. siha

8§ = q.0. m ],

Allora si ha

o (f)

lim o (f,A,)= lim ‘/s” d.\:/ sdx =
noo I I

n—eo

Spdd= lim T(f,8,) =S(/).

n—oc fr

/Sdz\: lim
I

Quindi f e R(J). ®

Definizione 7.10  Sia I C R un intervallo non vuoto. Poniamo

a:=infl, B:=supl.
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Una funzione f : I — R si dice integrabile secondo Riemann su I se

(i) per ogni intervallo J = [a, b] C I risulta
fly €RU);

(ii) esiste finito il limite

b
lim / f(z) dz.

a—at

b—p—

In tal caso si dice integrale improprio di Riemann di f su I la quantita

B b
/ f(x) dz = lim+ f(x) dx.
wd a ::g_ a

Denotiamo ancora con R (I) I'insieme delle funzioni integrabili secondo
Riemann su I.

Proposizione 7.11  Sia I C R un intervallo non vuoto. Sia f : I —
R.

(i) Sef€R).alloraf e M(I,L(I)).
i) SefeR(I)e|f] € R(I),allora f € L' (I,L£(I), )\) erisulta

AfdA:Lpf(z)dx.

Dimostrazione. Sia {J,} una successione non decrescente di intervalli chiusi e
limitati tali che

Loj Jn = 1.

n=1

Perognin € Nsia J, = [an, bn].
(Z) Peripotesi, per ognin € N siha

Flap € R(In)-
Quindi perogni n € N siha
floy € M (Jns £(Tn)).
Allora, per il teorema 1.15 del capitolo precedente si ha
femM, L.
(ii) Peripotesiperognin € N siha
1£1l,, €R(Jn),

quindi per ogni 7 € N risulta

[:" @) do = ]Jﬂ 1£1 dx.

n

Allora, tenendo conto del teorema di convergenza monotona, si ha

B bn
d = li dr = li d\ =
[ i@ ngnw/an 7 @) dw= tim [ 17
= Jim [ 17, ax= /, 1] dA.
Per ipotesi si ha
/5[)"(1:)[ dz < oo.

Quindi V

[isiax<oe,

I
cioé

feLrd,Ld,N.
Per ipotesi perogni n € N siha
fls,, € R(Jn),
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quindi per ogni n € N risulta

/:f(x) d:r:=/JﬂfdA.

Quindi, tenendo conto del teorema di convergenza monotona, si ha

8 ®
/ fx)dz = lim / " f(z) dz = lim/ Fdr=
a n—00 an n—o0 Jn
= tm [ fidr- lim [ FodA=

= i [ rex, 3= Jim [ 5o, a3 =

/;f+dx—/;f_d>\=/lfdk. .

Osservazione 7.12 La condizione di Lebesgue nel teorema di
Lebesgue ¢ sufficiente ma non necessaria, come mostra 1’esempio seguente.

Esempio 7.13 Sia I =(0,1], (X, A, ) = (I, £(I), ). Per ogni
n € Neperognix € I sia

11y (@)
n+1l’n

fol(x) = iX(

Allora per ogni n € N risulta

1/n
/f,,d,\zf 1dm=10g("+1).
I 1/(n+1) T n

Quindi
1
lim /fnd.,\ = lim log (f+—> —o0. 3.1
n—oo [r n—00 n
Inoltre risulta
lim fn =0.
n— 00
Quindi

lim /fndA:/ ( lim f,,) dx.
Draltra parte la condizione di Lebesgue non ¢é verificata. Infatti si ha
sup f n = f ?
neN
dove f : I — R & la funzione definita ponendo per ogni x € 1
1
fla)==.
T

Ma f ¢ LY (I,£(I),)) essendo

11
/fd).:/ —dz = oco.
I o




Capitolo 6
Spazi di Lebesgue

6.1 Richiami: spazi metrici

Definizione 1.1 Un’applicazioned : X x X — R sidice distanza
su X se:

() (simmetria) perogniz,y € X risulta

d(z,y) = d{y,7);
(i) (disugz&glian:a triangolare)  per ogni x,y,2 € X risulta
d(m,y) < d(@,2) +d(z);
(iii) per ogni x,y € X risuita

d(x,y) =0 seesolose T =y.

. o L. . .o .. . .
Definizione 1.2 Un insieme X su cui sia detinita una distanza d si
dice spacio metrico.

Definizione 1.3 Sia X  uno  spazio  metrico  con
distanza d. Siano xo € X, r > 0. La palla di centro xo e raggio r &
1" insieme

B(xo.r):={z € X [d(za,x) <T}.

Osservazione 1.4 Sia X uno spazio metrico. La famiglia
{B(zo,7) |20 € X, r >0}
& base di uma topologia su X.
Definizione 1.5 Sia X uno spazio metrico. La topologia di cui la
famiglia
{B(zo,r) [0 € X, r > 0}

& base & detta fopologia indotia dalia distanza d.

Definizione 1.6 Sia X un insieme. Due distanze dq,d2 su X si
dicono equivalenti se inducono la stessa topologia su X.

Definizione 1.7  Sia X uno spazio metrico con distanza d. Siano
{r»} C X, ¢ € X. Sidice che {#n} converge ad x se

lim d(zn,z) =0,
00

ovvero se per ogni € > O esiste @ € N tale che per ogni n > W risulta

d{(zn,x) < c.

Definizione 1.8 Sia X uno spazio metrico con distanza d. Sia
{za} € X.

La successione {2, } si dice convergente se esiste x € X taleche {zn}
converge ad .

La successione {m,, } si dice di Cauchy (o fondamentale) se per ognis > Q
esiste 7@ € N tale che per ogni n, m > T risulta

d{xn,Tm) < &.

Osservazione 1.9  Sia X wmo spazio metrico.
successione convergente & di Cauchy.

Allora  ogni

Definizione 1,10 Uno spazio metrico X si dice completo se ogni
successione di Cauchy & convergente.

6.2 Richiami: spazi vettoriali normati

Definizione 2.1  Sia X uno spazio vettoriale su R. Un’applicazione
P
Il - X — R4 si dice seminorma su X se:

() (omogeneitd) perognix € X, A € Rsiha
Azl = [Alll]l5
(i) (disuguaglianza triangolare) perogniz,y € X siha

llz + yll < flelt + llvhl -

Un’applicazione ||-|| : X — R si dice norma su X se:

(i) (omogeneita) perognizx € X, A € Rsiha
Iaml = |A] )
(i) {disuguaglianza triangolare) —perognix,y € X siha
e + wll < llall + Holl s
(iii) per ognix € X risulta

lzll =0 secesolose z=y.

Definizione 2.2 Uno spazio vettoriale X su R su cui sia definita una
nomma {|-}| si dice spazio vettoriale normato.

Pioposizione 2.3 Sia X uno spazio vetoriaie su R, {i-fi una
seminormasu X. Alloraperogniz,y € X siha

Hlll = Nyl < lle — wll-

Dimostrazione. Poiché

z=(z-y)+y

siba

flzll < llz =yl + iyl
quindi

el = Null < lle— vl
Poiché

y=(y-z)+=

siha

el < lly — =l + =l
quindi

Allorasihalatesi. B

Definizione 2.4  Sia X uno spazio vettoriale normato con noma ||-|.
Definiamo I'applicazione d : X x X — R nel seguente modo. Per ogni
z,y € X poniamo

d(z,y) =z -yl

Proposizione 2.5 Sia X uno spazio vettoriale normato con normia
{|-|. Allora I’applicazione d & una distanza su X.

Dimostrazione. (i) Perogniz,y € X siha
d(z,y) = llz -yl = lly — 2l = d(y,2)-
(i) Perogniz,y,2 € X siha

dz,y) = lz—yl=lE-2-@-i<

< fo—zl+ly -2l = d(z, 2) + d(z,p).




(iii) Perogniz,y € X siha

d(z,y)=0
se e solo se
lz—yl =0,
quindi se e solo se
z—y=0,
ovvero
z=y. B

Definiziene 2.6  Sia X uno spazio vettoriale normato con norma ||-|-
La distanza d & detta distanza indotta dall norma.

Definizione 2.7 Sia X wno spazio vettoriale su R. Due norme
I1-ll1 s ll-llo su X si dicono equivalenti se le distanze d1, d2 da esse indotte
sono equivalenti.

Proposizione 2.8  Sia X uno spazio vettoriale di dimensione finita.
Allora tutte le norme su X sono tra loro equivalenti.

Dimostrazione. Omessa. B

Definizione 2.9  Sia X uno spazio vettoriale normato con norma {-||.
Siano {zn} C X, = € X. Si dice che {zn} converge ad x se {zn}
converge ad  rispetto alla distanza indotta da ||-||, ovvero se

lim ||z, —z| =0,
n—00
ovvero se per ogni £ > O esiste @ € N tale che per ogni n > T risulta

|lzn — ol <e.

Definizione 2.10 Sia X uno spazio vettoriale normato con norma
lI-ll- Sia {zn} € X.

La successione {z,,} si dice convergente se & tale rispetto alla distanza
indotta da ||-||, ovvero se esiste z € X tale che {xn } converge ad x.

La successione {xn } si dice di Cauchy (o fondamentale) se & tale rispetto
alla distanza indotta da ||-||, ovvero se per ogni € > Oesisten € N tale che
per ogni n, m > T risulta

lzn — zf| < e.

Osservazione 2.11  Sia X uno spazio vettoriale normato. Allora
ogni'successione convergente & di Cauchy.

Definizione 2.12  Uno spazio vettoriale normato X con norma ||-|| si
dice spazio di Banach se & completo rispetto alla distanza indotta da [[-||,
ovvero se ogni successione di Cauchy & convergente.

Esempio 2.13  Sia @ C R™ aperto. Denotiamo con C (€2) lo spazio
vettoriale delle funzioni f : @ — R continue.

Per ogni f : @ — R limitata e uniformemente continua, esiste un’unica
estensione continua e limitata di f alla chiusura Q.

Denotiamo .con C (f_l) lo spazio vettoriale delle funzioni limitate ed
uniformemente continue in Q.

Definiamo 1’applicazione ||-||, : C (5) — R nel seguente modo. Per
ogni f €C (ﬁ) poniamo :

| flloo = sup |f (2)]-
TEN

Allora ||| ., ¢ unanorma su C Q).
Inoltre C (€2) con lanoma ||-||, & uno spazio di Banach.
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Esempio 2.14 Sia @ C R™ aperto. Denotiamo con Co () lo spazio
vettoriale delle funzioni f : 2 — R continue a supporto compatto.

Definiamo I'applicazione |[-||; : Co (€2) — R nel seguente modo. Per
ogni f € Co (§2) poniamo

Al = [Q 1] dn.

Allora ||-||; & unanorma su Co (£2).
Tuttavia Cg (2) non & completo rispetto a tale norma.

Esempio 2.15 Sia @ € R"™ aperto.
(92, £(2),An)-

Definiamo I'applicazione ||-|i, : L (2) — R nel seguente modo. Per
ogni f € L' (2) poniamo

Il = /Q 1] dAn-

Sia (X, A,p) =

Allora ||-]|; & una seminorma su L! (©2) ma non una norma. Infatti se
f € L1 (Q) étale che

7l = /Q |7l d2n =0,

siha
f=0 qo.in9,
ma non

f=o.

6.3 Richiami: funzionali lineari e dualita

Definizione 3.1  Sia X uno spazio vettoriale su R. Un’applicazione
F : X — Residice funzionale lineare su X se per ogniz,y € X, \€R
risulta

F(z+Xy)=F(z)+\F(y)-

Definizione 3.2  Sia X uno spazio vettoriale su R.

(i) Siano F, F» due funzionali lineari su X. La somma diFieFye
Iapplicazione F1 + F2 : X — R definito nel seguente modo. Per ogni
x € X poniamo

(F1 + F?) (z) == F1 (z) + F» (z).

(ii) Sia F un funzionale lineare su X. Sia XA € R. 11 prodotto di F per
lo scalare A & 'applicazione AF : X — R definita nel seguente modo.
Per ogni ¢ € X poniamo

(\F)(z) = M\F(x).

Osservazione 3.3  Sia X uno spazio vettoriale su R. Linsieme dei
funzionali lineari su X con le operazioni di somma & prodotto per uno
scalare é uno spazio vettoriale.

Definizione 3.4 Sia X uno spazio vettoriale normato su R. Un
fimzionale lineare F su X si dice limitato se esiste M > O tale che per
ogni z € X risulta

IF (@) < Ml=] -

Proposizione 3.5  Sia X uno spazio vettoriale normato su R. Sia
Fun funzionale lineare su X. Allora sono affermazioni
equivalenti:

(i) F élimitato;
(i) F é continuo.




6.3 Richiami: funzionali lineari e dualita

Dimostrazione. (1) = (it) Sia F limitato. Allora per ogni z.y € X risulta

[F(z) - F(y)l=|F(z-y)| < M|z —yll.
Quindi F' & continuo.

(ii) = (i) Sia F continuo. Sia o
con

€ X. Sia§ > Otale che perogniz € X,

|z — zoll < 6,
risulti
|F (z) = F(wo)| < 1.

Sia 77 € (0, §). Sia y € X arbitrario. Poniamo

= oty
Allora
- lx — xoll =1 < 6.
Quindi
|F (z) - F(20)| < 1.
Inoltre
|F(z) = F(20)| = |F (z — x0)| = | (ni)\ =, LWl
Iyl ftwll
quindi
Fwl _,
tyll
Allora perogni y € X siha
F@l 1
Iyl = o

Quindi F & limitato. @&

QOsservazione 3.6 Sia X uno spazio vettoriale normato su R.
Linsieme dei funzionali lineari (continui) su X' con le operazioni di somma
e prodotto per uno scalare & uno spazio vettoriale.

Definizione 3.7  Sia X uno spazio vettorialenormato su R. Lo spazio
dei funzionali lineari (continui) su X si dice spazio duale di X e si denota
con X *.

Definizione 3.8 Sia Xuno spazio vettoriale normato su R.
Definiamo 1'applicazione ||-|| : X* — R, nel seguente modo. Per ogni
F € X" poniamo
F
| Fll —sup F@l _ = sup |F (x)|.
llzll  zex
I?éo =1

Osservazione 3.9  Sia X uno spazio vettoriale normato su R. Sia
F € X*. Perognixz € X risulta
[F ()] < I FII =i

Proposizione 3.10 Sia X uno spazio vettoriale normato su R.
Lapplicazione ||-|| : X* — R4 éunanormasu X*.

Dimostrazione. Immediata. @

Teorema 3.11 Sia Xuno spazio vettoriale normato su R.

Allora I'msieme X * & uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che X * & completo rispetto alla norma ||-||.
Sia {F,,} € X" una successione di Cauchy. Sia z € X con = # O arbitrario. Sia
& > O arbitrario. Sia n. € N tale che per ogni n, m > n risulta

|Fn = Fnl < — ” T

1)
W

Allora perogni n, m > n. siha

[Fn () = Fm (2)] £ [[Fn = Fm|l ||z]| <e.

Quindi la successione {F (:::)} C R é&di Cauchy e, poiché R & completo, comverge.
Definiamo allora I’ : X — R nel seguente modo. Perogniz € X

pomiamo

F(x):= nli_)maC F,(z).

Mostriamo che F ¢é un funzionale lineare.
Perognix,y € X siha

F(z+y) = lim F, (z +y)
n—000

lim F, (z)+ lim F, (y)
n-—o0 n-—o0

= lim [Fn(z)+ Fn(y)] =
=F(z)+ F(y)

eperogniz € X, A € Rsiha

F(Ar) = lim F, (Az) = lim AF,(z)=A lim F,(z)=AF(z).

Mostriamo che F ¢ limitato.
Sia € > O arbitraric. Sia n. € N tale che per ogni n, m > n. risulta

“Fn "'Fm” <&
Allora per ogni n, m > n. risulta
NN = 1Fmlll £ |Fn — Fnll <

Quindi la successione { || F,, ||} C R & di Cauchy e, poiché R & completo, converge.
Allora esiste M > O tale che per ogni n € N risulta || F,, || < M. Quindi per ogni
n € Neperognixz € X siha

|Fn (@) < |Fnll llzll < M|z
Allora perognixz € X siha

F(2) = lim [Fa(2)] < Mjz]|,

cioé F ¢ limitato.
Mostriamo che
lim ||F, — F||=0.
n-—oc
Sia £ > O arbitrario. Sia n. € N tale che per ognin, m > n risulta
|Fn — Fmll < €

Allora perogni n, m > n. eperogni x & X risulta

[Fr(2) = Fr(2)| < || Fn = Fll llzll < e iz -
Quindi per ogni n > 7 siha

[Fa(2)~ F (@)l = lim_|Fa(2) = Fm (2)] < € 2],

da cui segue
|Frn = Fll < e
Allora
lim ||F, - F||=0. @
n—oo

Definizione 3.12 Sia X uno spazio vettoriale normato su R. Lo
spazio di Banach X * & detto spazio duale di X. Lanorma su X* & detta
norma duale tispetto alla norma su X.

Definizione 3.13 Sia X uno spazio vettoriale normato su R. Lo
spazio (X *)* duale del duale di X & detto spazio biduale di X e si denota
con X **.

Definizione 3.14 Sia X uno spazio vettoriale normato su R.
Definiamo Iapplicazione 7 : X — X ** nel seguente modo. Per ogni
x € X definiamo I"applicazione j (x) : X* — R nel seguente modo. Per
ogni F € X * poniamo

U (@) (F) = F (z)-




Proposizione 3.15  Sia X uno spazio vettoriale normato su R. La
definizione dell’applicazione j : X — X ** & ben posta, ovvero per ogni
x € X siha

(=) € X
Dimostrazione. Sia x € X arbitrario.
Mostriamo che j (z) & un funzionale lineare su X *.
Se F,F> € X* siha
U (@) (F1 + F2)

(F1 + F2) (z) =
= R@+F@=
= [ @ (F1)+ (@) (F2)
ese F € X*, XA € Rsiha
[ (@)}AF) = (AF) (z) = AF (z) = A [j (2)] (F).

Mostriamo che j () & limitato.
Perogni F € X" siha

I @)1 (F)| = [F (=) < | F| =l
Quindi j (x) é limitato. &

Teorema 3.16 Sia X uno spazio vettoriale nommato su R.
Allora I"applicazione j : X — 7 (X) &un isomorfismo isometrico. Quindi
ameno di isomorfismi si ha

X =j(X)C X*

Dimostrazione. Omessa. @

Definizione 3.17 Sia X uno spazio vettoriale normato su R.
Lapplicazione j : X — 7 (X) ¢ detta immersione canonica di X in X**.

Definizione 3.18 Sia X uno spazio vettoriale normato su R.
Definiamo 1’applicazione (-,-) : X* X X — R nel seguente modo. Per
ogni F € X*, x € X poniamo

(F,a) =i (@) (F) = F (a).

Lapplicazione (-, -) & detta applicazione di dualitd tra X e X *.

Definizione 3.19  Uno spazio di Banach X sidice riflessivo serisulta
J(X)=x"",
ovvero se, a meno di isomorfismi, risulta

X =X""

Proposizione 3.20  Uno spazio di Banach ¢ riflessivo se e solo se lo
&il suo duale.

Dimostrazione. Omessa. B

6.4 Disuguaglianze

Teorema 4.1  (Disuguaglianza di Jensen)  Sia (X, A, p) uno spazio
di misura con p(X) = 1. Siano a,b € Rtalichea < b Sia
feL'(X,Aup)talechea < f < bqo. in X. Siap: (a,b) > R

convessa. Allora
’ d, < o f .

Capitolo 6  Spazi di Lebesgue

Allora, poiché f €

Dimostrazione. Poiché ¢ & convessa, ¢ anche
M (X, A)sihago f € M (X, A). Poniamo

t:= /x fdp.

Sihaa < t < b. Infatti

a=a/ du(/fdu<b/ dpu=b.
X X X

Poiché ¢ & convessa perogni s € (a,t), u € (t,b)siha

pt)—p(s) e(w)—o(t)
t—s - u—1 :

Poniamo
. e(t)—e(s)
Bi= —_—
s€(a,t) t—s

Perogni s € (a,t)siha

o) —¢(s)
B2 =

ciog
p)— ) B(s—t)20.
Perogni u € (t,b)siha
8< pw)—e®)
u—t
ciod
@) - () - Blu—1)>0.
Quindi per ogni 7 € (a, b) siha
p(r)—e@®)-B(r-1)20.

In particolare per quasiogni z € X, poiché a < f (x) < b, siha

et - [ rau) -ﬁ(f(a:)—/xfdp) >o.

1l primo membro ¢ misurabile. Integrando su X si ha

/X(sPOf)d#—@(/xfdu) —ﬁ(/xfdu—/xfdp) >0

cioé
sa(/xfdﬂ) 5/xwof)du- ]

Proposizione 4.2 Siano Y1, ..y Yn > 0, a1,...,ap, > Otali che
n
3" a; =1. Allora

i=1
n n

v < > sy
i=1

=1

Dimostrazione. Se y; = O per qualche 7, la disuguaglianza & owia. Supponiamo
yi > O per ogni i. Poniamo
= {11"')"’}7 A=='P(X).

P(X) — ﬁ+ nel seguente modo. Per ogni I C

w()y=3 ai

Definiamo la misura g :
{1, ..., n} poniamo

i€l
Siha allora
n
w(X)= Z a; =1.
i=1
Per ogni i poniamo
T; = log y;.

Definiamo I'applicazione f : X — R nel seguente modo. Per ognii € {1, ..., n}
poniamo

I (ti) = T;.




6.4 Disuguaglianze

Scegliendo 12 funzione convessa ¢ () = € la disuguaglianza di Jensen diventa

exp ( /X f du) < fx (exp ) di.

Essendo
n n
[ ra=Y asir=3 e
X i=1 i=1
n X n
/ (expf)du=Y_ a;e? =3"a;e™
X i=1 i=1
sibha
n n
exp <Z a,—zi) < Z a;e%i
i=1 i=1
OVWVere £
n n
H y?1 < Z oilYi a
i=1 i=1
Osservazione 4.3 Ponendoa; = ... = a, = % si ottiene

ovvero la media geometrica di y1, ..., Yn non supera la media aritmetica
degli stessi numeri.

Corollario 4.4  (Disuguaglianza di Young) ~ Siano a,b > 0. Siano
P, q € (1,00)tali che
1 1
S4-=1
P q
Allora
al/rpt/a <84 8
p q
Definizione 4.5 Simo p,q € [1,00]. Si dice che p e ¢ si dicono

coniugati s&

psqe(lyoo) S +%:l
oppure  {p,q} = {1,00}.

Definizione 4.6 Sia (X, A, x) wo spazio di misura. Sia f €
M (X, A). Per ogni p € 1, 00) poniamo

. i/p
7l = ( [ur du) :
X

17 lloe := esssup |£]-

Inoltre poniamo

Teorema 4.7  (Disuguaglianza di Holder) ~ Sia (X, A, p) wno spazio
di misura. Siano f,g € M (X, A). Siano p, g € [1, oo] coniugati. Allora

Ifally < N1 71l, lglly

fx'ifgl dp < (A 1P du>1/p </\ ol d}l)l/q-

Dinmostrazione. (i) Siamep, ¢ € (1,00).

Se | fll, llglly =ocla disuguaglianza ¢ ovvia.

Se ||f1}p llglly =0siha fg = 0 g.0. in X, quindi [|fgll; = Oeladisuguaglinza
& verificata.

OVVETO

57

Siano || fl , , | gl fmiti ¢ non nulli. Sia = € X fissato. Poniamo

ax:(lf(m)l)"’ bz:(lg(m)l)q.
171, ol

Per la disuguaglianza di Young si ha
fF@llg@)l 11 @)” -
7L, e, ~ p IAI2
Integrando su X siha
1 11 11
- P » 2t q
TIRER IR 7 [ Tol2 [ 1o e

OVVETo

1lg @)
q llglg ~

179l

70, sl =

1 1
—4+==1
P q

da cui segue la tesi.

(&) Siamop =1, ¢ = oo.

Poiche
lgl < llgllye g0 inX
siha
[F9l < fllgllec  qo in X.
Allora

£glly =/\_ |fgl du < Hgl!wfx [Fldu=1fl1lgllec- ®

Proposizione 4.8  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Siano f,g €
M (X, A). Siap € [1,00]. Allora

Ifall, <171, llgllos -

Dimostrazione. Poiché

lgl < llgllse @0 in X
siha
[fol <1flllgllee g0 inX.

([, 1s07 du>1/p <

ol (/1717 ) Y, el m

Allora

I79ll,

IN

Corollario 4.9
Sia (X,.A,pu) wno spazio di misura.

Allora
1/2 1/2
ffydu)ﬁ(/ f2du> (f gzdu) .
X X X

Dimostrazione.  Per la disuguaglianza di Holder si ha

Uxfgd#} $fxlfg| du < (/szdu>l/2 ([xgi’d“y/?. -

(Disuguaglianza di Cauchy-Schwartz)
Siano f,g € M(X,A).

Proposizione 4.10
Sia (X,.A,p) uno spazio di misura.
Allora per ogni p € [1,00] siha

7 +all, <7l + llgll,

(Disuguaglianza di Minkowski)
Siano f,g € M(X,A).

ovVvero

i/p 1/p 1/p
(/ |f +gal? du) < (/ |F1P du) + (/ lgl? dﬂ)
X X X




58

sep € [1l,00)e
esssup |f +g| < esssup |f] + esssup |g| -

Dimostrazione. (i) Siap = 1. Siha

fx If + gl du < jx (|fl+!yl)du=/x 171 du+fx lg| dy.
(ii) Siap = oo. Siha

esssup |f + g| < esssup (|f| + [g|) = esssup |f| + esssup [g].
(ii4) Siap € (1,00). Siha

/u+g|" dp /|f+gllf+g|"“ dp <
X X

IN

[istis+am™ dus [ lallf + o7 du
X X

Sia ¢ € (1, 00) tale che
1 L
- T
p
Per la disuguaglianza di Holder si ha

[ uris o d s (/A 177 d#) e (jx I + 9|1 du)l/q.

=1

Q|

Essendo
(p-lg=p
siha
i/p 1/q
[outiseartaws ([ 1o a) ([ 15+ ol i)
X X X
Analogamente
1/p 1/q
/ gl 1f +gP™" du < (/ lal® d#) (/ If+al® du)
X X X
Quindi

./x If+9g” dp < [(fx [fI? du)l/p+ (/X 1gl” d“)‘/P] .

: (/Y If+9l® du) e
OVVETO )

([1r+ar du)l'”q < ([ i1 ai) Yy ([ 1ol o) e

owWero

([ 15+ an) e ([ a) "+ ( [ 1o )"

6.5 Definizione degli spazi L?

Definizione 5.1 Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Siap € [1, 00].
Poniamo

L (X, A ) = {f € M(X, A) | Ifl, < o0} -
Lo spazio LP (X, A, u) si denota anche con L? (X)), LP.

Proposizione 5.2 Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Siap €
[1,00]. Allora

@) Tl'insieme L? (X, A, 1) & uno spazio vettoriale;
(i) Tapplicazione ||-[|,, : LP (X, A, u) — R+ ¢ una seminorma.

Dimostrazione. Dimostriamo I'omogeneita di ||- ][p.

Capitolo 6  Spazi di Lebesgue

Siano f € L? (X, A,pu), A € R.Sep € [1,00)siha

([ ns17 aw) o ([ an) v

N ([ 1517 aw) NI
Sep = oo siha

IAfll, = esssup (Af) = |A] esssup f = [A|[|fll,-

(i) Siano f,g € LP (X, A, 1), A € R. Allora, per la disuguaglianza di
Minkowski e per 'omogeneita di ||- || poSiha

IAf1,

15+ 2gll, < IFl, + IAgll, = [Fll, + (A lgll, < oo

quindi f + A\g € LP (X, A, p).
(i) Abbiamo gia dimostrato I'omogeneita di ||-|| , .

La disuguaglianza tri

If+all, <Ifllp+llall,

¢ la disuguaglianza di Minkowski. &

Definizione 5.3  Sia (X, A, ¢£) uno spazio di misura. Siap € [1, o0].
Definiamo la relazione ~ su LP (X, .A, u) nel seguente modo. Per ogni
f,g € LP (X, A, p) poniamo

frg % f=g qomX.

Osservazione 5.4  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Siap €
[1,00]. Allora la relazione ~ & una relazione di equivalenza su
LP (X, A, p).

Definizione §.5 Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Sia p € [1, oo].
Denotiamo con Ly, (X, A, ) lo spazio quoziente di L (X, A, p) rispetto
alla relazione di equivalenza ~.

Proposizione 5.6 Sia (X, A, x) uno spazio di misura. Sia p €
[1, 00]. Siano f,g € LP (X, A, p)tali che
f~g
Allora
el = lall, -

Dimostrazione. Poiché f ~ g siha
f=g9 qo.inX

Siap € [1, 0o). Allora

i, = ([ s ) Yr ([ 19 au) Yl -

Sia p = oo. Allora

[flloo =esssupf =esssupg = |igllc - ®

Definizione 5.7  Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Sia p € [1, o0].
Definiamo I"applicazione Np : Ly (X, A, ) — R nel seguente modo.
Perogni f € LP (X, A, i) poniamo

Np (F) =111l -
Osservazione 5.8  Per la proposizione precedente Ny, € ben definita.
Proposizione 5.9 Sia (X, A, u) uno spazio di misura. Siap €

[1,00]. Allora Iapplicazione Np : Lp (X,.A, ) — R éunanorma
suLP (X, A, p).
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Dimostrazione. Immediata. 8

Notazione 5.10 Per  semplicita  identifichiamo le  funzioni
di LP (X, A, u) con le loro classi di equivalenza e denotiamo ancora con
LP (X, A, p) lospazio Ly (X, A, p).

Esempio S.11  Sia (X, A, p) = (N, P(N), u#). Siap € [1,00].
Poniamo

w .= LP (N,’P(N),p#).

Sia {an,} € R. La successione {an} coincide con I"applicazione f :
N — R definita da

f = Z anx{n}.

n=1
Allora perognip € [1,00) siha
1/p oo 1/p
{an}l, =71l = (/ 1P dﬁ) = (Z |anl”) .
N n=1
Inoltre si ha

HanHlse = 171l = essswp [ (m)] = sup an.
neEN

Quindi perogni p € [1,00) siha

o0 1/p
r= {an}§R|(Z|anlp) <coy.

n=1
Inoltre si ha

1> = {{an}g R| sup a, <oo}.
neN

Proposizione 5.12  Sia 12 (X) < oo. Siano p,q € [1,00] tali che
p < q. Allora

L (X, A, p) C LP (X, A, p).

Dimostrazione. Sia f € LT (X, A, p).
Sia ¢ = oc. Allora

1/
i, = ([ 1717 di) < Il 6 O1P < oo
X

Quindi f € LP (X, A, p).
Sia ¢ < oc. Poniamo

s:=g7 r:—L.
'4

Tg-p

Allora 7, s sono coniugati e per la disuguaglianza di Holder si ha

[ an < (fx |f|"5)1/5 (/,\ dﬂ) v
([ 171) T

171z

Da questa segue

171, < U7l e )] 72
Quindi f € LP (X, A,p). &

6.6 Completezza degli spazi L?

Teorema 6.1 Siap € [1,00). Sia {fn} C LP(X,A,p) una
successione di Cauchy. Allora esiste una sottosuccessione { frn, } C {fn}
che converge g.0. m X.

Dimostrazione. Perogni k& € N esiste ny, € N tale che perogni n,m > ny,
risulta

1
”fn - fm”p < 2—k

Inoltre possiamo supporre la successione {nx} C N crescente. Allora per ogni
F € Nsiha

1
“f"kﬂ - f“k”p < '2_"

Per ogni | € N poniamo

gL = El: \f"k-}-l - f”k‘ .
k=1

Perogni! € Nsihag; € M (X,.A) e tenendo conto della disuguaglianza di
Minkowski

Mg
t‘?’rl"‘
1]

I
—

. 1
llgull, < g:,l Hf"k+1 - fnk”p < EIZL" <

=

Poniamo
oo
g:= lim g = > ‘f"k-!—l - f"k‘ .
k=1
Tenendo conto del lemma di Fatou si ha

/x 19)® dpe = /X (zl_i.'&lg‘ip> dp <

tim [ 1o di = tim (lou17) < 1.

lgliZ

IA

Quindi
geLP(X,Ap).

Allora g ¢é finita q.0. in X . Quindi la serie

fry + f (f"k+] - f"k)
k=1

converge assolutamente q.0. in X. Poiché la somma parziale (k — 1)-esima di tale
serie coincide con fr,, . la successione { Fry, } converge q.o.in X. @

Teorema 6.2 Sia {f,} C L~(X,.A,p) una successione di
Cauchy. Allora {fy,} converge q.o. in X.

Dimostrazione. Per ogni ¢ € N esiste n. € N tale che per ogni n, m > ne
risulta

frn = Fmlle <&
Perogni n, m € Nsia Npy,m € N, tale che perogni z € CNy, o, tisulta
[frn(z) = fm ()] < |frn— fm ”oo -
Poniamo

o0
N := U Nnm-
1

n,m=
Allora N € N,,. Inoltre per ogni 7, m € N siha
A CN CCNnym-
Siax € CN arbitrariol. Alloraperognin, m € Nsiha
[fn (@) = fm @] < [ = Fllos -
Quindi per ogni ¢ > O esiste ne € N tale che per ognin, m > n, risulta
[fn (®) = fm (2)] < €.

cio¢ la successione {f,, (z)} C R & di Cauchy. Poiché R & completo, tale
successione & convergente.




Allora la successione { f,, } converge go.in X. @

Teorema 6.3 (F Riez) Siap € |1, oo]. Sia {fn} C
LP(X,A,p) una successione di Cauchy Allora  esiste
f € LP (X, A, p) tale che

Jim_(|f - 7ll, =o.

Dimostrazione. Sia € > 0 arbitrario. Sia n. € N tale che per ogni 7, m > n.
risulta

Ifm = fmll, < .

(a) Siap € [1,00). Sia { fn, } una
in X. Poniamo

di {fn} com q0.

N:=¢ {1: € X |esiste lim fn, (a:)} .
k—o0
Allora N € N,. Per ogni © € CN poniamo
f@)i= lim o, (2).

Mostriamo che

FELP (X, A ).
Per il lemma di Fatou per ogni € N siha
fx (.JE‘; | £ = fnlp) dp <

lim / | Fun = Il di.
k—oo J X

/X If = fal? du

IA

Allora, poiché per ogni n > n. e per ogni k tale che ny > n. siha
/X lfnk - fn|P dp < €7,

perognin > n. siha

/ [f = fnal® du < €7,
X

quindi
f—frn € LP(X, A p).
Allora
f=(~=Ffr)+fn € LP(X, A, ).
Mostriamo che

Tim |fn ~ fll, =0.

Perogni n > n. siha

If = fall, = (/X If — fal? du)l/P <e

Quindi
Jim (1= £, < .
Per Varbitrarietidi = > Osiha
lim_ £~ fll, =0.
(b) Sia p = oc. Poniamo
No:=C {:r: € X | esiste kli";c fn (::)} .

Allora Ng € N,,. Perogni z € C N poniamo
f(@) = lim fa(z).
n—o0
Mostriamo che
fELT(X, A p).
Perognin € N poniamo

No=C{z €X | |fa(®)| < [fnllo}-
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Allora perognin € N siha N,, € N,,. Poniamo

Allora N € N,,. Inoltre per ogni n € Ny si ha
CN CCN,,.
Sia x € CN arbitrario. Perognin, m > n. siha
[1Fnlloe = lfmllos| < I1fn = frmlloo < e

Quindi la successione { || ||, } C R & di Cauchy. Allora, poiché R & completo,
la successione { || fn oo } C R converge. In patticolare esiste M > O tale che per
ogni n € N risulta

[frlle < M.
Quindi per ognin € N siha
[fr (@] < [frllee < M.

Allora
[f (=) < M.

Quindi f & limitata g.0. in X, ovvero
FeL™ (X, 4,p).
Mostriamo che
Jim [ = flla =0.
Per ogni € CNg e per ogni n > n risulta
fn (@) = £ (@) = lim_|fu (@)~ fn (2)] < .
Allora perogni n > ne siha

“fn - f”eo <

m

Quindi

A
o

Jim £ = fllo, <
Per l'arbitrarieta di ¢ > O siha

Jim [|fn~ fllo=0 ®m

6.7 Separabilita degli spazi L?

Proposizione 7.1 Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia p €
[1, 00). Allora I'insieme delle funzioni semplici misurabili a valori razionali

Sq:={s€S(X,A)|s(X) CQ}
&densoin LP (X, A, ).
Dimostrazione. Sia f € LP (X, A, ) arbitrario. Sia {s,} C Sq mon
decrescente tale che per ogni n € N risulti
0< s, < fyr
e tale che
lim s, (2) = f+ (2).
Perognin € N siha
£+ — sal? < £2.
Poiché f € L? (X,.A, n)siha f1 € L? (X, A, ), quindi
e’ (X, Ap.
Allora, per il teorema di Lebesgue si ha
Jim 17+ = sull, =0.
Sia {t,} C Sq non decrescente tale che per ogni n € N risulti

0<t, < f-
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¢ tale che
lim t, (z)= f-(x)-
n—o0

Analogamente a quanto visto per {s,} siha

Jim_ £ = tall, =0
Per ogni n € N poniamo
On i=8n — ln.
Allora
{on} € Sa-

Per la disugugaglianza di Minkowski risulta

dim[[(F4 = sn) + (U= = ta)l, <

Jim (£ =l

IA

Quindi
dim ([~ anll,=0.
Allora per ogni ¢ > O esiste € N tale che per ogni n > 7 risulta
IF - onll, < .

Perlarbitrarieta di f € L¥ (X, A, p)sihalatesi. @

Lemma 7.2 Sia (X, A, ) uno spazio di misura, con

n(X) < oco.
SiaC € P (X)taleche
go(C)= A
Sia
Ap == Ao (C) .

Alloraperogni F € Aeperognic > Oesiste G € Ao tale che
w(F\G) + 1 (G\F) <=

Dimostrazione. Poniamo

Q= {F £ A | perogniz > Oesiste G € Ao

tale che p (F\G) + p (G\F) < ¢} .

Evidentemente si ha
Ao C Q.
Mostriamo che 2 & una o-algebra.
Evidentemente si ha
PeQ.

Sia F € Q. Sia ¢ > O arbitrario. Sia G € Ao tale che
w(F\G)+ 1 (G\F) <e.
Allora CG € Ao erisulta
£ ((CF)\ (CG)) + 1 ((CG)\ (CF)) = u(E\G) + p(G\E) < e.

QuindiCF € Q.
Sia { F,} € Q. Poniamo

Sia = > O arbitrario. Sia { G} C Ao tale che per ognin € N risulti

) €1
1 (Fr\Gn) + 1 (Gn\Fn) < 1on°

Poniamo

lim |[f+ — sn “p + lim ||f- — t,,np =0.
7 —0C n-—oo

Poiché

F\G =

5
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-

1 C3
Q
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8
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N e
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~ ——’ N
)]
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Q2
I
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Q
Q

)
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N
~—~

(Fn NCGn) = G (Fn\Gnr)

n=1

I
(@]

3
I
-

per la o-subadditivita di i siha

gl
l\;l‘_‘
I

el m

K(F\G) < Y k(Fa\Gn) < 5

n=1 n

1

Analogamente si ha

)

H(G\F) <Y w(Gn\Fn) <

n=1

= m

Allora
K (F\G) + 1 (G\F) < 3.

Per ogni p € N poniamo

b4
GtP) = U G-
n=1

Poiché la successione { F\G'*? )} & non crescente ¢ poiché

w(F\GW) < u(X) < oe,
siha

~ () (
= p) - L p)
H(F\G) = 1 Ql (F\G )| = Jim ;L(F\G ) .

Sia P € N tale che

@) £
u (F\G ) <HE\G)+ 3
Allora
u (F\G@) +u (c:@\F) < p(F\G)+u(G\F)+ = <&
Inotre G'F) € _Ao. Quindi si ha
Feq.

Poiché Q2 & una g-algebra contenente 4o si ha
A=00(A0) C 9,

ciotlatesi. B

Proposizione 7.3 Sia (X, .A, p) uno spazio di misura, con

p(X) <oo.
Sia C C P (X)tale che
oo (C) =A
Sia
Ao = Ao (C).-
Sia

n
SQ,AO = {z CEXE, ‘ n €N, c1,..,¢n € Q, G1,...,Gn GAO} .
k=1

Allora Sq, 4, & denso in LP (X, A, p).
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Dimostrazione. Mostriamo che Sq, .4, € denso in Sq.
Sia t € Sq arbitrario. Sia € > 0 arbitrario. Siano ¢;, ...,¢,, € Q, Ey,...,E, €
Ataliche

n
t= Z Ck,\’Ek.
k=1

Poniamo
M = max {|e1], ..., [enl} .

Per il 1 precedent Gi,...,G, € Ap tali che per ogni £ €
{1,...,n} risulti

1 (Ex\G) + 1t (Gi\Eyx) < (n;/l) 7

Poniamo
n
- 5= E CkXa, -
k=1

Allora s € Sq, .4, e risulta

n
kz—:1 Ck (XEk - Xck)

<

P

it—sll, =

<Y lerl [ (Be\Gx) + 1 (Gi\ Ex)]"/P < e.
k=1

Quindi SqQ, .4, ¢ denso in Sq. Inoltre per la proposizione precedente Sq ¢ denso in
L? (X, A, p). Quindi Sq, 44 édensoin L? (X, .4, p). &

Teorema 7.4 Sia (X, A, 1) uno spazio di misura tale che:

(i) lo spazio misurabile (X, .4) & separabile;
(i1) la misura u & o-finita.

Sia p € [1,00). Allora lo spazio L? (X, A, pt) & separabile.

Dimostrazione. (@) Mostriamo cheperogni f € L? (X, A, p) eperognic > 0
esiste t € Sq. con

r({t#0}) < oo,
tale che
f=tl, <e
Poiché Sq ¢ denso in L* (X, A, p) esiste s € Sq tale che

If=sll, <

wlm

Poiché p: & o-finita esiste una successione { E,,} C .A non decrescente tale che per
ogni n € N risulti

p(En) < oo
e tale che
o0
X =|J Ea
n=1

Perognin € N poniamo
Tn 1= 8Xg,-
Allora {t,} C Sq eperognin € N risulta
#({tn #0}) < o0

Inoltre poiché per ogni n € N si ha

tn — s =/ ls[? dge,
CEn

siha
nli_l'l;e fltn — sll, =0.
Sia7 € N tale che

e = all, < 2

Allora
1 = telly < 1F = sl + it = 3], < e
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(b) Per quanto visto in (i) non ¢ restrittivo supporre
p(X) < oc.

Poiché (X, .4) & separabile esiste una famiglia C C P (X ') numerabile tale che
oo (C) = A.

Poniamo

Ag = Ao (C).
Poiché C & numerabile anche .4 ¢ numerabile. Poniamo
n
SQ:-AO = {Z CkXE, |n €N, c1y...,cn €Q, G1,...,Gy, € Ao} .
k=1
Poiché 4 e Q sono numerabili anche SqQ,Aq € numerabile.

Inoltre per la proposizione precedente Sq, .4, € demso in LP (X, A, ). Quindi
LP (X, A, u) éseparabile. @

Teorema 7.5 Sia Q@ C R™ aperto. Siap € [1,00). Allora lo spazio }
LP (£2) & separabile.

Dimostrazione. Denotiamo con 15 (2) la o-agebra di Borel su 2
B(Q)=B(R") nQ.
Lo spazio misurabile (2, I5 (£2)) & separabile. La misura X,, é o-finita. Allora per il
teorema precedente lo spazio L? (2, B (£2), A,,) & separabile.
Allora, poiché per ogni f € L? (Q) esiste g € L (2, B (2), ;) tale che
f=9 An-qo.in$2,
quindi tale che
If - gll, =0,

sihalatesi. @

Teorema 7.6 Sia 2 C R™ aperto. Sia p € [1,00). Allora lo spazio
Co (€2) delle funzioni continue a supporto compatto contenuto in 2 & denso
in LP (2).

Dimostrazione. Omessa. B

Teorema 7.7 Sia @ C R™ aperto. Allora lo spazio L (€2) non &
separabile.

Dimostrazione. Sia {w;};c ; una famiglia non numerabile di sottoinsiemi distinti
di 2. Allora { Xu; } ¢ una famiglia non numerabile di funzioni distinte di L>° (£2).
Inoltre per ogni i, j € I, con i # j, risulta

[es =], =2

Per ogni i € 1 poniamo

<1
oo 2 )

o= {rer=@1|s-x.,

Allora peroguni i, j € I, coni 5 j,siha
B;nB; =0.
Sia S un sottoinsieme denso di L°° (£2). Allora perogni i € I esiste s € S tale che
s € Bj.
Quindi
1] < I8],

da cui segue che S non & numerabile. W
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6.8 Uniforme convessita degli spazi L?

Definizione 8.1  Sia X uno spazio vettoriale normato con norma ||-||.
Lanorma si dice uniformemente convessa se per ogni ¢ > O esiste §¢ > 0
tale che perogni x,y € X, con

lvll £ 1,

Jlzll <1, lz—yll > &,
risulta

<1-6,.

=

In tal caso lo spazio normato X si dice uniformemente convesso.

Osservazione 8.2  Perché uno spazio normato X sia uniformemente
convesso, la palla unitaria

B:={z e X| || <1}

deve essere “abbastanza rotonda”.

Esempio 8.3 Sia X = R2. Perognip € [1,00] definiamo la norma
(al” + yI")/P se pell,oeo)
“(‘T' y)”p =

max {|z], [y[} se p=co.

Per ogni p € (1,00) lanorma ||-||, é uniformemente convessa, mentre le
norme ||+, , [I-|l o, non sono uniformemente convesse.

Proposizione 8.4 Sia (X, A, pu)

uno spazio di misura.

(Disuguaglianza di Clarkson)

(i) Siap € [2,00). Allora esiste ¢ > 0 tale che per ogni f,.g €
LP (X, A, p) risulta

”f_;ﬁHZ <e ( ||fn{;2r||g|!§ _ HL}QHD )

(i) Siap € (1,2). Allora esiste ¢ > 0 tale che per ogni f,9 €
LP (X, A, p) risulta

Hf_;_qH? <||fu§:ngn§>""2’/” < C(nfug;ngllz - ”f—zﬂHD ’

P

Dimostrazione. Omessa. B

Teorema 8.5  Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Siap € (1, 00).
Allora LP (X, A, p1) & uniformemente convesso.

Sia ¢ > O arbitrario. Siano f, g € L” tali che

lol, <1, IF = all, >

Dimostrazione.
I, <1,

Sia p € [2, 00). Allora, tenendo conto della disuguaglianza di Clarkson, siha

].I—',_l;ﬁ”? < (wﬁ_%“%g”:)l/pg
< (1—1(E>P>1/p=1_6
< -3 3
avendo posto

Siap € (1,2). Allora, tenendo conto della di glianza di Clarksomn, si ha

|52, <

p=2\ /P
WFIB+IglE 1|l f—gll® (Nf1E+UgIBY P _
< | =2 - Lig —i—=2 =
3 T ||, 3

- 1/
= ( ||fu”f;ngu">”” (1 Y R (unﬂ’a_jllgng) 2””) "<
2 - P - -

1
/p=1_65

<(1-1(97)

avendo posto

6.9 Dualita negli spazi L?

Lemma 9.1 Siao p,q € (1,00) coniugati. Sia g € L%

Poniamo
h:=1g|"%g.

Allora h € LP erisulta

/X ahdp = lgll, 1Al = llglg = A1

Dimostrazione. Poiché g € M (X,.A)siha h € M (X, A). Inoltre siha
iniz= [ = [ el d = [ 101 au = lglig < oo
X X X
Quindi b € LP. Poiché gh = |g|? siha
onan = [ lai* du = gy = InI.
./x X q ®

Poiché
Ik, = lgl2/?

siha

[ ahan= a1 = (lo12/*) """ lall, = ol Al ®

X

Proposizione 9.2 Siano p, g € (1, 00) coniugati. Siag € L7. Sia
F : LP — R I'applicazione definita da

F(f)==/ngdu (fer).

Allora F € (LP)" erisulta
Il = llgll -

Dimostrazione. Evidentemente F ¢ lineare.
Per la disugnaglianza di Holder per ogani f € L” siha

Ei=|[ arau| < [ 1os1 4 <ol 151,

Quindi F & limitato.
Mostriamo che

IEN=ligllq-
Poiché per ogni f € LP, con f # 0, siha
|F ()l
<
TN llgllg
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siha

IFI < llall, -
Poniamo

he=lg|" 9.

Per il lemma precedente siha h € LP e risulta
F(h)y = liglig Al -

Allora
[F (W) _ F(h)
TR, ~ TR,

= llgll, -

Quindi
IFI > lgll,. ®

Teorema9.3 Siap € (l,00). Sia F € (LP)* tale che
[|F]| = 1. Consideriamo I'iperpiano

H:={felL?|F(f)=1}
¢ la sfera unitaria

s={rerrllfl, =1}

Allora esiste h € LP tale che

HNS = {h}.

Inoltre per ogni f € H risulta
17l = ikl = 1.

Dimostrazione. Poiché
[Fll = sup [F(f)|
feLrP
1fllp=1
esiste una successione { . } con
Ifall, =1 perognin €N
tale che
Tim [F(f)l = [IF] =1.

Possiamo assumere F (f,,) > Operognin € N. Infattise F (f,,) < O sostituiamo
frcon [sgn F (fr)] frn- Quindi

lim F(fn)=1.
n-—o0
Allora per ogni € > O esiste ne € N tale che per ognin > 7. risulta

F(fa)>1- 6.,

dove
1—(1—%(%)”)”P se p € [2,00),
be = 2\ 1/p
1-(1-1(5)%) se pe(1,2)
& la costante che compare nella di azione dell'uniforme convessita di ||HP
Per ogni n, m > n risulta
fn“‘f'fm - ]|F||‘f"-f—fm) >F fn+fm -
2 » 2 » 2

F(fn)+ F (fm)
- >

&

1-— be.

Allora, poiché L? & uniformemente convesso, si ha
[ fn — fm"p <e.

Quindi la successione { fr, } & di Cauchy in L.
Allora, poiché LP & completo, esiste h € L7 tale che

Tim_|[fn — hll, =0.
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Poiché per ogni n € N risulta

[1£all, = 1A1,| < 12 = i,

siha

Jim [, = IR1,| =0,
OVVEro

I, = Jim_lfnl, = 1.
Quindi

h €S
Poiché per ogni n € N risulta

|F (fn) = F(R)| = |F (Fn = W) <NIF| Ifn — R,

siha

lim |F(fa) - F ()| =0,
ovvero

F(h)= nli_t};oF(f,,) =1
Quindi

h € H.

Inoltre per ogni f € H risulta
I£1, = IF 151, > F ()= 1=,
Supponiamo per assurdo che esista 7 € H N Staleche
|a—&| 2 >0

Allora, poiché L? & uniformemente convesso, si ha

h
hrh) 1.,
P
Draltra parte si ha
h+h h+h h+h
3 = !IFH“—z— ZF( > >=

P b

F(h)+F(7L)
= —3 =t

Quindi si ha I'assurdo. @

Lemma 9.4 Siap € (1,00). Siano h, f € LP. Allora I’applicazione
daRinR,

t— |lh+trll7

& derivabile e risulta
d -2
= llh+ tf||p> = p/ {R[P™° h) fdpu.
(dt P t=0 X ( )

Dimostrazione. Perognix € X, t € R poniamo

w(z,t) == |h(z) + tf ()" -

Siha

2 (@, = plh (@) + tf @2 [ (@) + 11 @) 1 (=)
Sia 7 > 0. Allora perognit € (—7,7) siha
28] = pinseg 7 151 <o 711111

Mostriamo che il secondo membro della relazione precedente é integrabile. Sia
q € (1, 00) il coniugato di p. Per la disuguaglianza di Holder si ha

[+ w1 g1 an < in+ 17| 0
X q
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Poiché h, f € L? siha

11/q

[/ Qi+ )0 du] =
X

1/q
[ ami+ i ] =
(Rl + 7 [FDIE/Y < oo

I

(RUE i N

I

I

Allora
/\» (Al +7171)7 70 |£] dpe < 0.

Per il teorema di derivazione sotto il segno di integrale si ottiene

d dw
— h+tf|? dpu = — dp =
o[ et du= [ Ea

= p/ |h+tfIP 2 (h+tf) fdu
X

d
b+ sl

dacuisegue latesi. @

Teorema 9.5  (F Riesz) Siano p,q € (1,00) coniugati. Sia F €
8
(LP)". Allora esiste un unico g € L9 tale che per ogni f € LP risulta

F(f)= /\ of du.

Inoltre risulta
IFI = llgll, -

Dimostrazione. Se | F|| = 0, scegliamo g = 0. Sia F' % 0. Possiamo assumere
|| F|| = 1. Infattise || F|| # 1 consideriamo F'/ || F'|| al posto di F'. Consideriamo

1" iperpiano

Hi={feLl?|F(f)=1}
¢ la sfera unitaria

s={rer?Ifl,=1}.
Sia h l'unico elemento di H M S. Sia f € L*. Poniamo

m:=f — F(f)h.
Poiché f, h € LP siham € L? erisulta
Fm)=F(f)-F()F(h)=F(f)- F(f)=0.
Quindi, per ogni £ € R risulta
h+tm € H.
Infatti
F(h+tm)=F(h)+tF(m)=F(h)=1.
Allora, per ognit € R risulta
b +tml, > k], = 1.
Quindi I"applicazione '
t— |[h +tm||}

ha un minimo per ¢ = 0. Allora, tenendo conto del lemma precedente, si ha

(% “h+tm||§) Y =p/X ((hlp—2 h) mdp = 0.

Per la definizione di m siha

/\’ (|htp_2h) fdp

F(f) /X (117~ h) hdp =

F(f)/\, AP du = F (£) [|BIE = F(£).
Poniamo g := |h|P~2 h. Perillemma 9.1 siha g € L9 ¢ risulta
Fy= [ ordu

X

Come nella dimostrazione della proposizione 9.2 si dimostra che

IEI=lgll, -

Dimostriamo I'unicita di g. Supponiamo per assurdo che esista§ € L%con§ # g
tale che per ogni f € L? risulta

Fi=[ ofdu
X
Allora perogni f ¢ L? siha
[ @-asa=o
X
In particolare, scegliendo
f=1g-9"%@-9 €L’
si oftiene
f 1§ — g|" du=0,
X

dacuisegue § = g. @

Corollario 9.6 Siano p, ¢ € (1, 00) coniugati. Sia 7 : L9 — (LP)*
I'applicazione definita nel seguente modo. Per ogni ¢ € L7 definiamo
I'applicazione 7 (g) : LF — R nel seguente modo. Per ogni f € LP
poniamo

[ (@) (f) = f\, of du.

Allora I"applicazione 7 & un isomorfismo isometrico.

Dimostracione. Mostriamo che 7 & un omomorfismo. Siano g;,g92 € L?, X €
R. Poniamo

Fy:=1(g1), Fo:=7(92), F:=7(g1 +Ag2).

Perogni f € L¥ siha

F(f) = f\’(gl+/\yz)fdu=/Yglfdu+A/Yngd#=
= FA(f)+rFR(f).
Allora
F = F1 + AF:,
owvwero

(91 + Ag2) = 7(91) + A7 (g2) -

Dal teorema di Riesz segue che 7 & biunivoca ¢ isometrica. &

Corellario 9.7  Siano p, g € (1, 00) coniugati. Allora
(LP)* = L4,

Corollario 9.8 Siap € (1, c0). Allora lo spazio LP ériflessivo.

Dimostrazione. Sia @ € (1, o0) il coniugato di p. Per il corollario precedente
(L) = L% e (L%)"=LF.

Allora
(LAY~ =L". &

Teorema 9.9  Afilman) Sia X uno spazio di Banach uniformemente
convesso. Allora X & riflessivo.

Dimostrazione. Omessa. B

Osservazione 9.10 Perp =g =2siha
(L% == L2
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In particolareper ogni F' € (L?)" esiste un unico g € L? tale che per ogni
f € L2 risulti

F(f)= /Y gf dp.

OVVvero

(F, f)=(g, 1),
dove (-,-) : (L?)" x L? — R ¢& I'applicazione di dualita e (-,-) :
L2 x L? — R ¢il prodotto scalare nello spazio di Hilbert L2.

Teorema 9.11  Sia (X, A, i) uno spazio di misura o-finita. Sia F €
(Ll)*. Allora esiste un unico g € L tale che per ogni f € L! risulti

Fm:ﬁwm

Inoltre risulta
IFl = lloll -

Dimostrazione. Omessa. &

Corollario 9.12  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura o-finita. Allora
(LY = L.
Corollario 9.13  Sia (X, A, u) uno spazio di misura o-finita. Allora,
a meno di isomorfismi, si ha
L' C (L) = @) .
Osservazione 9.14 In generale I'inclusione precedente & stretta,

ovvero lo spazio L! non & riflessivo. Ad esempio ¢! non &
riflessivo.

Osservazione 9.15  Poiché in generale lo spazio L' non &
riflessivo, anche il suo duale L™ in generale non ¢ riflessivo.

Capitolo 7 Risultati di convergenza
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7.1 Richiami

Definizione 1.1 Siano {f,} C RY, f € R¥. Sidice che {fn}
converge puntualmente ad f se per ogni x € X risulta

'nn—{-go f‘ﬂ- (1‘) = f (l‘) ?

ovvero seper ogni ¢ € X eper ogni ¢ > O esiste n € N tale che per ogni
n > mrisulta

[fn(z) = f(z)| <=

Definizione 1.2  Siano {f»} C RY, f € R¥. Sidice che {fn}
converge uniformemente ad f se

lim sup |fn (z) = f (2)] =0,
N zeX

ovvero seper ogni £ > O esiste™ € N tale che per ogni n > 7 risulta

sup |fn(z) = f(2)| <&,

zeX
ovvero se per ogni £ > O esiste @ € N tale che per ogni n > 72 e per ogni
z € X risulta

|fn (2) = f ()| <

Definizione 1.3 Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Siano {fn} C

M(X,A), f € M(X,A). Sidice che {fn} converge ad f
quasi ovunque in X se

c{reX| lm fola)=7(®)}€Na

Definizione 1.4  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Siap € [1, c0].
Siano {fn} c P (‘Yv A, #) € Lr (‘Yr -A7 l‘)- Si dice che {fn}
converge ad f in LP se

nlj—moo ”fn - f“p = 07
ovvero se per ogni £ > O esiste @ € N tale che per ogni n > T risulta

1o — £, < <.

7.2 Convergenza in misura

Notazione 2.1 Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Siano {fn} C
M (X, A), f € M(X,A)funzioni finite q.0. Per ogni £ > 0 e per-ogni
n € N poniamo

By ={lfn—flZ¢}-

Definizione 2.2  Sia (X,.A, 1) uno spazio di misura. Siano {fn} C
M(X,A), f € M(X,A) funzioni finite q.o. Si dice che {fn}
converge ad f in miswra se per ogni ¢ > Orisulta

lim p(B;)=0,
n—oo

ovvero se per ogni € > 0 e per ogni o > O esiste @ € N tale che per ogni

n > mrisulta

n({lfn = flZe}) <o.

Osservazione 2.3 Perognic > Oeperognin € Nsiha
B; € A

Quindi per ogni ¢ > Osiha
1ImBE € A.

Teorema 2.4  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Siano {fn} C
M(X,A), f € M(X, A) funzioni finite q.0. Allora sono affermazioni
equivalenti:

(i) {fn}convergead f q.o. in X:
(ii) per ogni e > Orisulta

u (E'EB;) -o.

Dimostrazione. Poniamo
E:={w€Xl lim f,,(:z:)::f(:r)}.

Inoltre per ogni € > O poniamo
—_— o0 oo
A, :=TmB =) ( U Bf,) .
k=1 \n=k
(i) = (ii) PeripotesiCE € N

Sia = > O arbitrario. Sia © € A.. Allora perogni k& € N esiste n > k tale che
x € Bj, ovverotale che

[frlz) = F ()] 2 ¢
Quindi
lim_fo(2) # £ (2),
cioé x € CE. Quindi
A:. CCE.
Allora
A, € Ny,
ciog
I (EBZ) =0.
(i1) = (i) Sia e > O arbitrario. Per ipotesi si ha
u (EEBZ) =0,
quindi
Ae € Ny

Sia x € CA,. Allora esiste k € N tale che perogni n > krisultaz ¢ By, ciog
risulta

[fn(z) — f(2)| < e
Allora
Jimfn (@) = £ (@),

cioé ¢ € E. Quindi

CA: CE,
da cui segue

CE C A.
Allora

CE€N, 2

Teorema 2.5  Sia (X, A, p) uno spazio di misura finito. Siano
{fn} C M(X,A), f € M(X,A) funzioni finite g.o. Allora sono
affermazioni equivalenti:

(i) {fn}convergead f q.0.in X;
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(i1) perogni £ > Orisulta

oo
. ) _
Jf;o#(U Bn) -
n=k

Dimostrazione. Per ogni € > 0 poniamo

Per ogni ¢ > O la successione { A%} & non crescente e risulta
K

k(A]) < p(X) < oo

(359 -+(7)-

k=1n=k

Allora per ogni € > O'siha

o (i)

=1
oo
i (1) = i (0 52)

Allora la conclusione segue dal teorema precedente. 8@

Teorema 2.6 Sia (X,.A,x) uno spazio di misura finito. Siano
{fr} CM(X,A), f € M(X,.A)funzioni finite q.0. tali che {fn}
converge ad f g.o. in X. Allora {f,} converge ad f in misura.

Dimostrazione. Per il teorema precedente per ogni € > O si ha
)
Jim p ( U B;) =0.
n=k
Perognic > Oeperogni k € N siha

B;,.
K

By C

3

iCs

Quindi perogni ¢ > Oeperogni & € N siha
)
u(Bi)Su(U 7).
n=k
Allora per ogni € > Osiha
1i ) =
im0 () =0,

quindi {f,.} converge ad f in misura. @

Osservazione 2.7 Selo spazio di misura non & finito, la convergenza
q.0. non implica la convergenza in misura, come mostra il seguente

esempio.

Esempio 2.8 Sia (X, A, ) = (R,L(R), ). Perognin € N sia
fn = Xin,00)-

Sia f = 0in R. Allora {f,, } converge ad f puntualmente, e quindi q.0. in
R.
Draltra parte per ogni n € N'siha

1/2 _ 1
v fnzl).

Quindi per ogni n € N si ha

.u( 3/2) =I‘({fn2%}) = 00.

lim g 33/2) =0

n—0o00

Allora
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Quindi { f } non converge ad f in misura.

Osservazione 2.9
La convergenza in misura non implica la convergenza q.0., come mostra
il seguente esempio.

Esempio 2.10 Sia I = [0,1]. Sia (X, A, p) = (I,L(I),)). Sia
{I.} 1a successione dei sottointervalli chiusi di I ottenuti per bisezioni
successive:

I] = [07 %] £ 12 - [%71] )
13:[0’%]7 14:[%1%]’ 15:[%’%]’ 16:[%’1]’ o

Sia {x,,} la successione delle funzioni caratteristiche degli intervalli I,
(detta successione di Rademacher). Sia f = 0in I. Per ogni € > 0 e per
ognin € Nsiha

By ={x, 2 ¢}.

Per ogni = € (0, 1] eperognin € N'siha

1
Bh=In w(B)< oo

Perogni ¢ € (1,00) eperognin € Nsiha
B, =0, u(B;)=0.
Allora per ogni £ > Osiha
Jm_ p(Br) =0,
quindi {Xx,, } converge ad f in misura.

Draltra parte per ogni = € [0, 1] la successione {x,, ()} non converge,
quindi {X,, } non converge q.o. in X.

Teorema 2.11  Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Siano {fn} C
M(X,A), f € M(X,A) funzioni finite q.o. tali che {fn} converge
ad f in misura. Allora esiste una sottosuccessione {fn, } C {fn} che
converge ad f q.0. in X.

Dimostazione. Perognip € N sia n, € N tale che per ogni n > ny, risulta

#({[fn—fl > 2—1},}) <5

Allora in particolare per ogni p € N siha

> 1 1
M({’fnp‘f‘_2—p <;-);.
Per ogni p € N poniamo
1
BP:={lf"P_f] Z 72;}1
quindi per ogni p € Nsiha

1
Kk (Bp) < 2—10'

Per ogni k € N poniamo

o0
A= | Bp-
p=k
Poniamo
g .
A= ﬂ Aj = limBy.
k=1
Poiché
o0 oo 1
Z“(BP)<Z §;=1<oo,
p=1 p=1
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per il lemma di Borel-Cantelli si ha
w(A) = p (EB},) =0.
Inoltre per ogni * € CA esiste & € Ntaleche perognip > ksihax € CBp

ovvere

[ g (@)~ 5 ()] < 5

Quindiperognix € CAsiha
plil"l;e fnp (@) = f(2).

Allora

cac{eex| im fu, @)= 1@}
da cui segue

C{w €EX| lim fn,(z)= f(w)} C A.

p—0o0

Per monotonia di ¢ si ha

u (C{I e X | Pli_x};ofnp (z) = f(r)}) =0,

cioelatesi. H

Teorema 2.12  Sia (X, A, i) uno spazio di misura. Siano {fn} C
M(X,A), f € M(X,.A)funzioni finite q.o. tali che {f»} converge
ad f in misura. Allora

im [ fnduz [ ran.
X X

Dimostrazione. (a) Sia
/ fdp < oc.
x

Supponiamo per assurdo che

m/ fndu<[ fau.
X X

Siano & > Oe {ni} C Niali che per ogni k& € N risulti

f fnkd;zS/ fdup— 4.
X X
Allora
lim/ fry, due < / fdu—6.
X X

Poiché { Frp } converge ad f in misura, per il teorema precedente, esiste una
sottosuccessione, che denotiamo ancora con { fn k} per semplicitd, che converge ad

f q.0.in X.
Allora per il lemma di Fatou si ha

i [ fodi> [ pan,
X X

da cui l'assurdo.
(b) Sia

fdp = oc.
X
Supponiamo per assurdo
im [ o du < oo.
X

Siano L > O e {n,} C N taliche per ogni & € N risulti

[ dmanst
X
Allora
lim [ fo i < L.
X

Poiché { fnk_} comverge ad f in misura, per il tecorema precedente, esiste una
sottosuccessione, che denotiamo ancora con {fn " } per semplicita, che converge ad
fqo. inX.
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Allora peril lemma di Fatou si ha

lim | Fro iz [ Fdu=oo,
X X

da cwiTassurdo. &

Teorema 2.13  Sia (X, A, 1) wno spazio di misura. Siano {fn} C
M (X, A), f € M(X,A) funzioni finite q.0. tali che {fn} converge
ad f in misura. Supponiamo che esista g € L (X, A, p) tale che per ogni
n € Nrisulti

Allora {fn} € L! (X, A, p). f € L (X, A, p) erisulta
lim_f [fn — fl dpu = 0.
n—oo [y
In particolare

lim / fndu:/ fdp.
n—oe X X

Dimostrazione. Sia {f,,k} C {fn} una sottosuccessione che converge ad f
q.0. in X. Allora siha

[fI<g gqo.inX.
tnoltze, poiché { f,, } converge ad f in misura, {29 — |f — f|} converge a 2g in
misura.
Per il resto Ia dimostrazione & la stessa del teorema di Lebesgue, utilizzando la variante
del lemma di Fatou data dal teorema precedente. B

Teorema 2.314  Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Siap € [1, 00].
Siano {fn} C LP (X, A,n), f € LP (X, A, p)tali che {fn} converge
ad f in LP. AHora {fn} converge ad f in misura.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che { f»} non converga ad f in misura.
Allora esistono &, & > O tali che per infiniti n € N siha

p{{fa—fl2<h) 20
Allora per infiniti n € N siha

I

= £IZ [ 1= g >

/ |f = Fal? dpe >
{Ifn—rize}
Ep/‘ (Ufn - fl > 5]’) > Epa,

contro I'ipotesi che { f,, } convergead f in L?. ®&

v

7.3 Convergenza quasi uniforme

Definizione 3.1 Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Siano {fn} C
M{(X,A), 7 € M(X,A) funzioni finite. Si dice che {fr} converge
ad f quasi uniformemente se per ogni § > O esiste E € A, con

n(CE) <4,

taleche { frlp } converge uniformementea f | g ovvero tale che per ogni
£ > Qesisten € N tale che per ogni n > 7T e per ogni ¢ € E risulta

[fn (@) — f ()] <e.
Teorema 3.2  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Siano {fn} C
M(X,A), f € M(X,A) funzioni finite tali che {f»} converge ad
f quasi uniformemente. Allora {f,} converge ad f in misura.

Dimostrazione. Siano § > 0, > O arbitrari. Sia E € .4, con
4 (CE) < 6,
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tale che esiste @ € N tale che per ogni n > 7o e per ogni = € E risulti
[fn () = f(x)| <=
Sia 7@ € N tale che per ogni n > e perogni z € E risulti
[fr(z) = f ()] <=
Allora per ogni 7 > 7 si ha
EC {lfn—fl<e},
quindi
{Ifn — fl 2 e} CCE.

Per 1a monotonia di ¢, per ogni n > T siha
k{lfn—fl2e}) < u(CE) < 6.
Per Farbitraricti di § > 0, € > Osihalatesi ®

Teorema 3.3 Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Siano {fm} C
M(X,A), f € M(X,.A) finzioni finite tali che {fn} converge ad
f quasi uniformemente. Allora {f,} converge ad f q.0. in X.

Dimostrazione. Perognik € Nsia B, € 4, con
. 1
M (CE’C) < ]T:

tale che { fnl Ek} converge uniformemente a f| &, - Poniamo

E = G E',c.
k=1

Perognik € Neperogniz € Ej siha
lim £, () = f (2).

Allora perogniz € E siha

Jim_fo (@) = £ (2).
Quindi

EC {z€X| lim f,,(:z:):f(:c)},
da cui segue
c {:z € X | lim fn(x) =f(m)} CCE.

Perognik € Nsiha

c{m eX| nn_ngof,,(z)=f(z)} CCE= () CE; C CEx.

=1

Quindi, per la monotonia di y, per ogni £ € N siha

w(c{rexi im fmi) = f@}) <ucB) <3
Per I"arbitrarietadi & € N siha

w(efeext im rn@=r@}) =0,

cioé {f.} convergead f qo.in X. H

Proposizione 3.4 Sia X, A, 1) uno spazio di misura. Siano
I P

{fn} C L=(X,A,u), f € L™ (X,.A,p). Allora sono affermazioni
equivalenti:

(i) {fn} convergead f in L, ovvero
Tim [|fa — fllo = 0;

(ii) esiste N € N tale che { fn]on } convergea { fn o} uniforme-
mente, ovvero tale che

lim sup |fa(z)— f(z)]=0.
CN

n—rooxe
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Dimostrazione. (i) = (ii) Sia e > O arbitrario. Sia @ € N tale che per ogni
n > T risulta

Ifrn = fllw < &
Perogni n € N sia N,, € N, tale che

lfrn = flloo = [fn (2) — f ().
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Allora perognin € N e per ogni z € CN, risulta

[fn (@) = F @] < Mfn = fllo -
Poniameo

N := Ej N,.
n=1

Allora N € N,,. Inoltre perogni n € N e per ogni x € CN risulta
[fr(z) = f @) < lifn = flloo -
Quindi perognin > eperognix € CN siha
[frn@) = f@ < Nfn— fllo <&

Allora per ogni nn > 7 siha
sup |fn(2) - f(z)| < e
zECN
(i1) = (i) Sia e > O arbitrario. Sia 7@ € N tale che per ogni n > 7 siha
sup |fn(z) - (@) <e.
TECN

Allora perognin > 7 siha

1fn = fllo £ sup |fn(z)— f(z)<e. ®
xzECN

Teorema 3.5 Sia (X, A, ) wno spazio di misura. Siano {f,} C
M(X,A), f € M(X,A) funzioni finite tali che {fn} converge ad
fin L. Allora {fn} converge ad f quasi uniformemente.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente esiste N € N, tale che { fale N}
converge a { frlen} uniformemente. Allora per ogni § > O esiste N € _4, con
n(N)y=0<§,

tale che { fnlo v} convergea { fn|.n } uniformemente. ®

Teorema 3.6  (Severini-Egorov)  Sia (X, A, 1) uno spazio di misura
finito. Siano {fn} C M(X,A), f € M(X,.A) funzioni finite tali
che {fn} converge ad f q.0. in X. Allora {f,} converge ad f quasi
uniformemente.

Dimostrazione. Sia § > O arbitrario. Sia m € N arbitrario.
Per ogni n € N poniamo

1 1
sy = {1 - 112 2}
Per ogni & € N poniamo
1/ T a1
Ay ™= U Bn/m.
n=k

Poniamo infine

o0
AY™ = m A}c/m = EB,‘/’".
k=1

Poiché { f,, } converge ad f q.0. in X, si ha
2 (A”'") =u (EB,‘/"’) =o0.
. . 1/m) . s
Poiché la successione { AL } ¢ non crescente € poiché

p(Al™) SuX) < oo,
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siha

()= ((47) =t (7).

k=1

Quindi

. 1/m\ _

i (7 =0
Sia k,, € N tale che

1/m §

u (Akm ) < Q_m

Poniamo

oo
Fpni=CA/™= () cBY™

n=km

Allora -
- 1/m §
w(CFyn) = u(A< ) < —.

km om
Inoltre per ogni x & Fy, eperognin > Ky, sihaz € CB,‘I/"",ovvem
1
[fr(z) = f()l < =
m
Quindi per ogni n > &y, siha
1
sup |fn(z) = f(2)] < —.
z€Fm m

Poniamo

Allora

m=1
da cui segue
>0 o0 6
w(CF) < zlu(cpm) < Zl o = s.
m= m=

Quindi. per ogni m & N e per ogni n > 7,y siha
1
sup | fn (T) — f(z)l < sup [fa(z) - f(x)] < —.
z€F =€ Fm m

Allora per ogni . € N siha

n—

. 1
lim sup | fn (@) = f (2)] < —.

X zeF m
Per arbitrarieta di m € N siha

lim sup |fn(z) — f(x)|=0. @

Osservazione 3.7  Se lo spazio di misura non & finito la convergenza
q.0. non implica la convergenza quasi uniforme. Infatti in questo caso la
convergenza q.o. non implica la convergenza in misura mentre in generale
la convergenza quasi uniforme implica la convergenza in misura.

Teorema 3.8 Sia (X,.A, ) uno spazio di misura. Siano {fn} C
M(X,A), f € M(X,A) funzioni finite tali che {fn} converge ad
f q.o. in X. Supponiamo che esista g € L' (X, A, i) tale che per ogni
n € N risulii

Allora { f} converge ad f quasi uniformemente.
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Dimostrazione. Utilizziamo le stesse notazioni usate nella dimostrazione del teorema
precedente. Sia m € N arbitrario. Mostriamo che

u (Ai/'") < oo,
dove

m > 1
am= J {1112 2}

n=1
Perognin € N siha
[fn— <29 qoinX.

Quindi, a meno di insiemi di misura nulla, perognin € N siha

{|fn—flz%}g{gz =1

Allora, a meno di insiemi di misura nulla, s1 ha
Al C { > —1.
i =9= me

Poiché g € L' (X, .4, p) siha

1
< oo.
g ({" 2m }>
Per la monotonia di p siha

u(A{/m) < ({g > ﬁ}) < o0,

Per il resto la dimostrazione & la stessa del teorema precedente. @

v







8.2 Funzioni misurabili e spazi prodotto

Capitolo 8
Misure prodotto

8.1 Prodotto di spazi misurabili

Definizione 1.1 Siano (X1,.41),(X2,A2) spazi misurabili.
Poniamo

R:={E1 x B2 | B1 € A1, Eq € A2}.

Gli elementi di R sono detti rettangoli misurabili .
Poniamo
Rs:=Uy(R).

Gli elementi di R s sono detti plurirettangoli misurabili .

Osservazione 1.2 La famiglia R & una semialgebra. Allora la
famiglia R s & un“algebra e risulta

Rs = Ag(R).

Pmposizione 1.3 Siano (Xi,.41),(X2,.42) spazi misurabili.
Allora

00 (R) =Moo (Rs).

Dimostrazione. Poiché R . é un’algebra si ha
00 (Rs) = Mo (Rs).
Inoltre, poiché
R CRe Coo(R),
si ha
co(Rs)=00(R).
Quindisihalatesi. B

Definizione 1.4  Siano (X1,.41), (X2, .A2) spazi misurabili. La o-
algebra

A; X A2 :=00(R) = Mg (Rs)
& detta g-algebra prodotto di Aj per Aa. Lo spazio misurabile
(X1 % X2, A1 x A2)

& detto spazio misurabile prodotto di (X1, A1) per (X2, A2).

Definizione 1.5 Sia E C X3 x X2. Siaz; € Xi. Sidice
x1-sezione di E l'insieme

Ey, == {z2 € X2| (z1,22) € E}.
Sia 19 € Xs. Si dice zo-sezione di E I'insieme

E:vg = {Z] € X1 l ($1,m2) € E}-
Osservazione 1.6  Siamo E; € Ay, E2 € Aj. Allora per ogni
x1 € X1siha

[ BEa2 se x €EFn,
(B1 % E2),, —{ 0 se z ¢E

;eperogni x2 € X2 siha

o E1 se x2 € Eq,
(Br % B2)q, _{ 0 se xzo & Bs.

Osservazione 1.7

(i) Sia E C X1 X Xa. Alloraper ogni x1 € X7 siha
(CE);, =C(Ex)

eper ogni x2 € X2 siha
(CE);, =C(Ez;)-

(ii) Sia {En} C P (X1 x X2). Alloraperogniz; € Xysiha

(U E") = U (En)xl
n=1 z1 n=1

eperognixo € Xosiha

(U E”) = U (E")a‘-z'
n=1 x5

n=1

Proposizione 1.8  Siano (X1, A1), (X2, A2) spazi misurabili. Sia
E € A; x Ay. Alloraper ognix; € X1 siha

E; €A

eperogni x2 € X2 siha
E;rz € Ax.

Dimostrazione. Proviamo la prima affermazione, la seconda & analoga. Poniamo
Q:={FE €A1 x Az | B, € Axperogniz; € X1}
Dobbiamo dimostrare che
Q=41 x As.
Evidentemente si ha
QC A4 x As.
Per provare che
A x A2 CQ,
mostriamo che Q & una o-algebra e che R C 2. Allora siha
A x A2 =00(R) C Q.
(@) Mostriamo che 2 ¢ una o-algebra.
(i) FEaidentemente @ € ©2.
(i) Sia E € . Allora per ogni v1 € X risulta
Ez, € A2.
Quindi per ogni x1 € X risulta

(CE),, =C(Es) € As.

AlloraCE € Q.
(iii) Sia {E,} C Q. Alloraperognin € N eperogniz; € X risulta

(E,,)a:1 € Aa.
Quindi per ogni z; € X risulta
oo oC
(U E,,) =U (En),, €Az
n=1 zy n=1

Allora

oo
U E, € Az.

n=1

(b)  Mostriame che 2 O R.
Sia E € R. Siano E; € A1, E2 € Az taliche

E =E, x Es.
Allora per ogni 7 € X siha
E':,;1 = Fy € As.

Quindi Ec Q. ®
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8.2 Funzioni misurabili e spazi prodotto

Proposizione 2.1
Allora la proiezione

Siano (X1,A1),(X2,A2) spazi misurabili.

P1: X1 XXo— X3
& (A1 x A2, A1)-misurabile ¢ la proiezione

p2: X1 X Xe— Xo
& (A1 x As, Az)-misurabile.

Dimostrazione. Sia E; € A;. Allora
_ it (B1) = E1 X Xz € A1 X As.
Analogamente sia Ez € .43. Allora
Pyl (E2)=X1x B2 € A1 x A;. W

Proposizione 2.2  Siano (X1, A1), (X2,.A42)
spazi misurabili. Allora la o-algebra prodotto A4; X A2 & la minima o-
algebra su X1 X X2 che rende misurabili le proiezioni

p1: X1 xXo— X1, p2:X1xXo— Xo.

Dimostrazione. Sia.Auna o-algebrasu X; X X5 taleche p; & (A, .4, )-misurabile

ep2 & (A4,.A2) abile. Dobbi dimostrare che
A x Az C A,
Mostriamo che
R C A
Sia £ € R. Siano E; € A1, E2 € Az taliche
E =E; x Es.

Allora, poiché
prl(E1) €4, py'(E2) € A4,

siha
E = E xE:=(E;NnX;)x(Ex2nXz2)=
= (E1 x X2)N(E2 x X1) =
= pil(E)np;'(E2) €A
Quindi

R C A
Allora, poiché .4 & una o-algebra si ha

.41 XA2=00(R)£A. B

Definizione 2.3 Sia f : X — X; x X2 wn’applicazione. Le
componenti di f sono le applicazioni

fi: X-=X1, fo: X=X
definite da

fi=piof, fa=p20of.

Teorema 2.4  Siano (X, .A),(X1,.41),(X2,.42) spazi misurabili.
Sia f : X — X3 X X2 un"applicazione e siano f; : X — X e
f2 : X — X3 le sue componenti. Allora sono affermazioni equivalenti:

(@) fé(A, A1 x Ag)-misurabile;
@) f1& (A Ay ymisurabile ¢ /2 & (A, Az)-misurabile

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia f (A,.A; X .Az)-misurabile. Poiché p; &
(A1 x A2,.A1)-misurabile, allora f; = p; o f & (A, .A;)-misurabile ¢ poiché
p2 & (A1 X Az,.Az)-misurabile, allora f> = p2 o f & (A, Az )-misurabile.
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(it) = (i) Siamo f1 (A,.A;)-misurabile e fo (.A4,.A2)-misurabile. Sia
E ¢ R. Siano E; € A3, E> € A taliche

E =E; x E,.
Allora
TN(E) €A, f31 (B2) €4,

da cui segue
7N FTNE x Ba) = 17 (0 (B1) NPy (B2)) =

= i (pT ED) 01 (p (BD) =

= fiNE)NfT(B) € A
Poiché

Ay X Az =0p (R)
e poiché per ogni E' € R risulta
7B e 4

la funzione f & (\4,.4; X .A>)-misurabile. &

Definizione 2.5 Sia f : X1 x Xo — X. Siaz; € X;. Sidice
x1-traccia di f 'applicazione

Jo, 1 X2 — X
definita nel modo seguente. Per ogni 2 € X2 poniamo
fzy (®2) := f(x1,%2).
Sia x2 € Xo. Sidice x2-traccia di f I'applicazione
fry : X1 = X
definita nel modo seguente. Per ogni £1 € X poniamo

fzo (x1) = f(x1,72).

QOsservazione 2.6 Sia E C X; x Xo. Perogni 1 € X risulta
(XE):rl = XEzl
eper ogni x2 € X2 risulta

(XE)m.z = XEqz, -

Teorema 2.7  Siano (X,.A), (X1,.41),(X2,-A2) spazi misurabili.
Sia

f: XixXe—-X
un’applicazione (A1 X A2, A)-misurabile. Allora per ogni z1 € X1
I"applicazione
fzp 1 X2 — X
& (Ag, .A)-misurabile e per ogni 2 € X2 I'applicazione
foo : X1 = X

& (A1, A)-misurabile.

Dimostrazione. Dimostriamo la prima affermazione, la seconda ¢ analoga. Sia
1 € X). Consideriamo I'applicazione g : X2 — X1 X X2 definita nel seguente
modo. Per ogni zo € X poniamo

g(z2) := (21, 72) .
Allora si ha
fzy=fog
Inoltre per ogni T2 € X2 siha
91 (z2) =71, g2 (x2) = T2.
Poiché g; & costante & (Az, .A; )-misurabile.

Poiché g» 2 I'identita di X2 & (A2, A2 )-misurabile.
Allora g & (Az,-A1 X Az )-misurabile.
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Quindi fz; = f o g & (-A2, .4)-misurabile. =]

Definizione 2.8 Siano
Poniamo

(X1,G1),(X2,G2) spazi topologici.

T :={A1 x A2 | A1 € G1, A2 € G2} .
La topologia su .X1 X X2
G1 % Ga:=6Go(T)
& detta topologia prodotto di G1 per G2. Lo spazio topologico
(X1 % X2,G1 x G2)

& detto spazio topologico prodotto di (X1, G1) per (X2,G2).

Osservazione 2.9 La topologia prodotto G; X Go ¢ la pitt debole
topologia su X1 X X2 che rende continue le proiezioni

p1:X1xXo— Xy, p2:XixXo— Xo.

Teorema 2.10  Siano (X1,G1),(-X2,G2) spazi topologici a base
numerabile. Allora

(i) lo spazio topologico prodotto (X1 X X2,G1 X G2) & a base
numerabile;

(ii) perogni A € G1 x G2 esistono {A1.n} C G1, {A2,n} C Gatali
che

oo

A= (A1n x A2.0).

n=1
Dinostrazione. Omessa. B

Teorema 2.11
numerabile. Allora

B(X1 X X2,G1 X G2) = B(X1,G1) x B(X2,62)-

Siano (X1,G1).(X2,G2) spazi topologici a base

Dimostrazione. Mostriamo che vale I'inclusione
B(X1,G1) x B(X2,G2) CB(X1 x X2,G1 x G2).
Poiché la proiczione
p1: X1 x Xo— X3

& continua, & anche (B (X1 x X2,G1 x G2), B (X1, G1))-misurabile.
Poiché la proiezione

p2: X1 X X2 — X2

3 continua, & anche (B (X1 x X2,G1 X G2), B (X2, G2 ))-misurabile.
Allora, poiché 55 (X1,G1) x B (X2, G2) & la minima o-algebra su X; x X2 con
tale proprieta, si ha

B(X1,G1) X B(X2,G2) CB(X1 x X2,G1 X G2).
Mostriamo che vale I'inclusione opposta
B (X1 x X2,G1 x G2) CB(X1,51) x B(X2,G2)-
Basta mostrare che
G1 % Ga C B(X1,G1) x B(X2,G2) -
Sia A € G X Ga. Per il teorema precedente esistono {41 n} C G1, {422} C

G2 tali che

)
A=l (A1n x 42.0)-
n=1
Perognin € N siha
Al p X A2.n € B(X1,G1) x B(X2,G2).
Quindi
A€B(X1,61) xB(X2,G2). B

Osservazione 2.12  In ogni caso vale I'inclusione
B(X1,G1) x B(X2,02) C B(X1 X X2,G1 X Ga).

Se si lascia cadere Iipotesi che gli spazi (X1, G1), (X2, G2) siano a base
numerabile, in generale tale inclusione é stretta.
Esempio 2.13  Consideriamo gli spazi topologici
(R™,7(R")), (R™,T(R™)).

Poiché (R”, T (R")) e (R™, 7 (R™)) sono a base numerabile, per il
teorema precedente si ha

B(R" x R™,7(R") x 7(R™)) = B(R", 7 (R"))xB(R™, T(R™)).

Allora, poiché risulta
(R™ x R™,7(R") x T(R™)) = (R**™,7 (R"*™)),
siha

B(R"*™ v (R™™)) = B(R", 7 (R")) x B(R™, 7 (R™)).
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Definizione 3.1 Siano  (X1,.A1,44),(X2, A2, 15) spazi di
misura. Sia £ € A; X As. Definiamo la funzione

o7 - Ry

nel seguente modo. Per ogni 71 € X1 poniamo
E
o) (21) = po (Eay)-

Analogamente definiamo la funzione
E —
zpé ) : Xo—- R
nel seguente modo. Per ogni x2 € X2 poniamo
E
57 (@2) == p (Baz)-

Teorema 3.2 Siano (X1, A1, 1), (X2,.Az, 1y spazi di misura o-
finita. Sia E € A1 X A2. Allora

@) ¢ € My (X1, A1), ¢ € M (X2, A2);

(ii) vale I'uguaglianza

E E
o$F) ay, =/ wé ) dpsy.
X1 X2

Dimostrazione. () Supponiamo
uy (X1) <00, pp(X2) < oo

Poniamo
Q:={E € A1 x Az | (i) e (it) sono verificate} .

Dobbiamo dimostrare che

Q= A4; x_Ao.
Evidentemente si ha

QC A x A
Per provare che

A x A2 € Q,

mostriamo che Q@ D R . ¢ che ©2 & una classe monotona. Allora siha
A X Az = Mg (Rs) - Q.

Mostriamo che Q D Rs.
Sia E € R. Siano A € Ay, B € A taliche

E=AxB.
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Perognix; € X; siha

_ _ B se 1 €A
_(AXB)H_{(D se x ¢ A.

Allora perogni £y € X siha

e (@1) = b2 (Bey) = 12 (B) Xa (=)

Analogamente per ogni T2 € X2 siha
037 (22) = p1 (Bap) = 11 (4) Xp (32)-

Quindi ‘ng) € M4 (X1, A1) e‘p(E) € M4 (X2, Az). Inoltre si ha

[ AP =i [ xadis = i Az (B),
X1 X1

f @8 duy = (A)/ Xp duy = py (A) 42 (B),
X3 X2

da cui segue
f (E) dpy _/ ‘92 )dﬂz
X1

A, € A1, By,...,

Allora E € Q.

Sia £ € R;. Siano Ay, ..., B, € .As taliche

E= U (Ax x Bx),
k=1

dove I'unione & disgiunta. Tenendo conto dell’additivita di p:,, per ogni 3 € X7 si

ha
uz((U(Akak)) >=
k=1 =1

= M2 ( U (Ak X Bk)“’l) =

k=1

= Zn: s ((A,c x Bk.)ml) =

k=1

o (z1)

I
NgE

iz (Br)Xa, (1)

S
[

1

Analogamente per ogni v2 € X2 siha

e85 (1) = Z #1 (Ax) X5, (32)-

k=1

Qumdup(E) eEM4 (X;,Al)egp(s) € M4 (X2,.Az2). Inoltre si ha
B n
/ e Fdp, = / (Z FQ(Bk)XAk) dpy =
X1 X1 \ke=1
n
= Y (Bk)/ Xa, duy =
k=1 X1
n
= Y b1 (Ax) ua (Bi),
k=1
Analogamente si ha

jx o) dyy = Z py (Aw) 2 (Bi) -

Quindi vale I'uguaglianza

/ wﬁE)du1=/ oS dpsy.
X, Xz

E e Q.

Allora

Mostriamo che £ ¢ una classe t Basta e che
(i) perogni E € QruisultaCE €
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(ii) per ogni successione { En} C €2 non decrescente risulta

oo
U Enc2.
n=1

(i) Sia E € Q. Quindi per ipotesi <p(E) € My (X1, A), (péE) [
M4 (X2, Az) e vale I'uguaglianza

E
/ o By, =/ @57 dp,,
X1 X2

Tenendo conto dell’additivita di u1, perogniz; € X siha

Ha ((CE)zl) =415 (C(Ez)) =
By (X2) = pz (Eay) = iz (X2) = &™) (1)
¢ analogamente per ogni z2 € Xz siha

P& (m2) = 111 (X1) = 9§ (2).

ei" (1)

Allora si ha gpi“s) € My (X1,.41), wéCE) € M4 (X2, As2). Inoltre si ha

/ o dp, = / [ug(Xz)-¢§E’] dpy =
X, x

1

E
= X ) - [ el
X1
¢ analogamente

/ %ch) duy = py (X1) gy (X2) — / &PE,E) dpy.
X2 X2

Quindi
CE CE
f o dpy = @$°F) dpg.
X, Xo

Allora
CE € Q.

(ii) Sia {En} C Q una successione non decrescente. Quindi per ipotesi per ogni
n € Nsiha ¢§E") € M4 (X1,A1), cng”) € My (Xo, A2) e vale

T'uguaglianza
E E
/ @iF) dpy =/ @57 dyss.
X1 X2

= Ej E,.
n=1

Poiché la successione { E,} C A1 X A2 ¢ non decrescente per ogni 71 € X1 la

Poniamo

successione {(E"')a:l } C A2 & non decrescente. Allora per ogniz; € X siha

o((57),)~()-

. - E,
= lim ((E,,)zl) = lim (") (z1).

e (1)

Analogamente per ogni 2 € X siha
o8P (z2) = Jim Fr) (22).
Allora si ha ‘pg ) e My (X1,A1), ¢2 B ¢ My (X2, Az). Inoltre per la

monotonia di p+; per ognin € N la successione {go(E“)} C M4 (X1,A1)¢
non decrescente. Allora per il teorema di convergenza monotona si ha

f wg )d;z —/ ( hm 4p§ ”)) dp, = lin;o-/ ¢§E")dp1.
X3 n— X1

Analogamente si ha

/ (E)dllz— lim @$E) .

Quindi

E E
/ By = [ o8 dus.
X1 X2
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Allora

(b) Caso generale.

Siano {X1..} C .41, {X2.m} C A2 due successioni disginnte, con
py (X1,n) < ooperognin € Ne py (X2,m) < coperognim € N, tali
che

Sia E € .4; x .4». Perogni n, m € N poniamo

Enm =EN(Xinx X2m).

Poiché
)
Yo XixXe= [ Ximx Xam),
n,m=1
siha
o
E= {J Enm,
n,m=1

dove 1'unione & disgiunta.
Per ogni n, m & N T'insieme E,, ,, appartiene alla 0-algebra indotta

(A1 x A2) N (X1,n X X2,m),

quindi, poiché gty (X1,2) < 00 py (X2,m) < oo valgono le considerazioni
della parte (a) precedente.

Allora per ogni n,m € N si ha go&E"’m) & My (Xin, A1 N X1,n),

¢§E"'m) € M4 (X2,m,-42 N X2,m) evale 'uguaglianza
E. E
/ vg n,m)dm:/ S nom) gy
X1n X2.m

Per la o-additivita di 5 per ogni 3 € X siha
oo
H2 U (En,m) =
n,m=1 o

o
112} U (E"v"l)::l =
n.m=1

RN CEINE

n,m=1

E
o4 (z1)

o

gEn,m) (TI)

I

@

n,m=1

Xx, ., (®1)-
& analogamente per ogni T2 € X2 siha

e (z2) = 3 &PgE"’m)(Iz)Xan (w2).

n,m=1

Allora 24 € My (X1, A1), 95 € M4 (X2, Az). Inoltre si ba
o
E En,
/ ot dyy / DS s ,,\ dpy =
X1 X1 \n,m=1 ' }

T (En,m)
/ o1 T xXx, Ay =
X1 '

n,m=1

> / 7).

n,m=1 X1,n

¢ analogamente si ha

o0
E En,m
/ o5 dpy = / o$Em) .
X2 nm=1Y X2 m
Allora

(E = (En,m)
/ ¥1 )dl-‘l = z f ey T dpy =
X1 X1n

n,m=1

20

En.m
/ wg )duz =
X2,m

n,m=1

= / gng') dp,. 8
Xao

Osservazione 3.3  Sesi lascia cadere I'ipotesi che le misure gy, p19
siano o-finite le conclusioni del teorema precedente sono in generale false,
come mostra 1"esempio che segue.

Esempio 3.4 Siano
(X1, A1, 1) = (10,1], B([0,1]), A),

(1‘(‘2y A27“2) = ([01 1] 9 B([Oy 1])7/"'#) .

Lo spazio ([0, 1], B ([0, 1]) , A) & finito, quindi o-finito.

Lo spazio ([O, 1], B ({0, 1}), p#) non é o-finite. Infatti supponiamo per
assurdo che esista {X2,,} C B([0,1]) con u# (X2,n) < co per ogni
n € N, tale che

oo

[0,1] = U X2,n'

n=1

Allora per ogni n € N l'insieme X2 ;, sarebbe finito e I'insieme [0, 1]
sarebbe numerabile, da cui ’assurdo.
Sia

E :={(z,z) |z € [0,1]}.

Per ogni n € N e per ogni k € {1, ..., n} poniamo

k-1 k
In,k::{i 7_}‘

n n

Allora siha

oo n
E = ﬂ (U In,kXIn,k)-

n=1 \k=1
Poiché per ogni n € N eper ogui k € {1,...,n} risulta
I, . € B([0,1]),

siha

E € B([0,1]) x B([0,1]).
Inoltre per ogni x1 € X1 eperognixs € Xosiha

Ezy ={z1}, Ez, ={z2}.
Allora per ogni 1 € X1 eperognixs € Xosiha
A @) = u# {21D) =1, 57 (@2) = A({m2}) =0.

Quindi le funzioni cng) e (péE) sono misurabili ma risulta

/ Bl ar =1, / oS du# = 0.
[0.,1] 0

Definizione 3.5  Siano (X1..41, #1), (X2, A2, 15) spazi di misura
o-finita. Definiamo 1’applicazione
1y X pg : Ap X Az —Ry

nel seguente modo. Per ogni E € A; x Az poniamo

E E
(11 % ) (B) ==/, o dy, =/X o5 duy.
2

X1

Proposizione 3.6  Siano (X1, A1, 1), (X2, A2, p10) spazi di
misura o-finita. Allora I'applicazione p1; X o & una misura o-finita su

Aj x As.
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Dimostrazione. (a) Mostriamo che pt; X po € una misura.
(i) Evidentemente siba (12, X py) () = 0.
(i1) Sia{E,} € A; x Azuna ione disgiunta. P

eF (z1) = ﬂ2((U(En))

N——
[
s
~
b
1 C8
L
—
m
3
2
a
K
N—
|

1]
M8
A
[V
—
~~
(o]
3
N’
K]
R
I
s
ﬁ/‘\
[u]
3
N
8
=

Allora si ha

(B X p2) (E)'

1l
o
s
A
_——
3
a
x
|
s
o
S
(s
.GA
]
z
Na—
Qo
®
|

o0 En o0
Z / ‘/’g )dﬂl = Z (11 X p12) (En)-
n=1YX1 n=1

(b) Mostriamo che j2; X 5 ¢ una misura o-finita.
Siano { X1 n} C A1, {X2,m} C Az, conp; (X;,,) <ooperognin € Ne
12 {X2,m) < oo perognim € N, tali che

o oo
Xi= X1,n, Xa={J Xopm-
n=1 m=1
Allora la successione { X ,, X X1,m]’n mEN C A; x A, étaleche
oC
X1 x X2 = U (Xl,n X X2,m)'
n,m=1

Inoltre per ogni n, m € N eperogni 1 € X siha

‘PSX],nXXZ,m) (1) = po ((Xl,71 x X2»'"):1) =

e (X2,m)xx, ,, (T1)-

Allora per ognin, m € Nsiha

N X X X
(“‘1 X /,L,_,)(X)_,n X Xz’m) /x ‘Pg 1,n 2,m) d,ul =
1

K2 (XZ,m)/ Xx; , A1 =
X ’

Hy (X1n) s (X2,m) < oo.

Quindi pt; X fo ¢ una misura o-finita. ®

Definizione 3.7  Siano (X1,.A1, 1), (X2, A2, 1,) spazi di misura
o-finita. Allora la misura pt; X po & detta misura predotto di p per po.
Lo spazio di misura !

(X1 x X2, A1 X A2, 1 X pg)
& detto spazio di misura prodotto di (X1, A1, py) per (X2, A2, p5).

Proposizione 3.8  Siano (X1, 41, 11), (X2, A2, p15)
spazi di misura o-finita. Sia E € R. Siano E; € A;, E2 € Az tali
che

E =FE; X E>.
Allora
(11 X pg) (B) = py (E1) pg (E2) -

Dimostrazione. Perogniz; € X siha

) E. €E
E:l-_-(Exsz),;l:{ P2 mih

Allora perogni x; € X siha

¢{F) (1) = 4y (Bxy) = u2 (B2) xg, (31)-
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Quindi si ha
[ ot duy = wa (2) [ xey dis = w1 (B (B2).-
X1 X1

Allora

(1 % 1) (E) = /X OB dpy = py (B1) pip (B). @
1

Osservazione 3.9 1l prodotto di due spazi di misura completi non &
in generale completo, come mostra 1’esempio che segue.

Esempio 3.10 Lo spazio (R, £ (R), \) & completo.
Mostriamo che lo spazio (R2, £ (R) X £ (R), X X A) non & completo.
SiaV C [0,1]con V & L (R). Sia zo € R. Poniamo

E :={zo} x V.

Allora

E C {zo} x[0,1].
Poiché {zo} x [0,1] € £ (R) x L (R) e poiché risulta

(A x A) ({zo} x [0, 1]) = A({zo}) A ([0, 1]) = 0,
siha {xo} X [0,1] € N,. Quindi
E e€T,.

Draltra parte, poiché Ex, =V ¢ L(R), siha

E¢LR)x L(R).
Esempio 3.11 Gli spazi (R™,L£(R™),\s),(R™,L(R™),\m)

sono completi.
Generalizzando I'esempio precedente, si pud mostrare che lo spazio

(R™™, L(R™) X L{R™),An X Am)

non & completo.

Osservazione 3.12  Lesempio precedente mostra che

(R, L(R™™)  Apim) # (R™T™, L(R™) X L(R™), An X Am) -

Infatti il primo spazio & completo, mentre il secondo non lo é.

Proposizione 3.13 Lo spazio (R™+™, L (R""™), Anim) & il
completamento dello spazio (R™*™, L (R™) X L(R™), A, X Am).

Dimostrazione. Omessa. B

8.4 Teorema di Fubini

Definizione 4.1 Siamo (X1, A1,41). (X2, A2, 9) spazi di
misura. Sia f € M4 (X1 X X2, A1 x Ag). Definiamo I’applicazione

) x; - Ry
nel seguente modo. Per ogni 1 € X1 poniamo

o @)= [ for i
X2

Analogamente definiamo 1’applicazione

'(/)gf) HD, 2—>§.+
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nel seguente modo. Per ogni x2 € X2 poniamo

d‘éf) (z2) := / Fas dpay -
Xi

Lemma 4.2 Siano (X1,.41.4,),(X2, A2, uy) spazi di misura.
Siano f,g € M4 (X1 x X2, A1 x A2), A € R. Allorasiha

'll‘if-{»Ag) f) + A,¢§9)’ u,(.f+/\g) — ,¢éf) + ’\lfl"ég)'

=¥ 2

Dimostrazione. Perognix, € X siha

/Xo ((f + Ag),l) duy

/ (fzy +/\g;:1) dpy =
X2

YU ()

/ f::l dl-lz + Af Gz, d}lz =
J X2 XNa
(r
= 'zpi” (r1) + /\Ll’(ig) (z1).
Analogamente per ogni 2 € X2 siha

L/éf'f'»\.@) (-TZ) = "!’éf) (z2) + /\wég) (22)‘ =

Lemma 4.3  Siano (X1, A1, p1) (X2, A2, p1y) spazi di misura. Sia
E € A1 x Aa. Allorasiha

W(XE (E X AE
i ) w( ) w.( E) _ 3( )
Dimostrazione. Per ogni Ty & X] si ha

/xg ((XE)II) itz =/x2 (XEE1) dpy =

ko (Bay) = @i (z1).

wE) (2y)

It

Analogamente per ogni ©2 € X siha

k"f(_rYE) (z2) = ot (z2). W

Teorema 4.4  (Tonelli)  Siano (X1, A1, 1), (X2, A2, uo) spazidi
misura o-finiti. Sia f € My (X1 X X2, A1 X A2). Allora

G ¢ e My (X1, A1), w8 € My (X2, As);

(i) valgono le uguaglianze

/ fd(p ><H2):=/ ¥ du,y =/ o5 dp,.
X1 xXa X3 Xy

Dimostrazione. (a) Sia
f S $+ (X1 X X2,.A1 X ./42)

Siano ¢y, ..., cn > Odistinti, F1, ..., En € A1 X .Ap disgiunti tali che
n
=3 CeXE, -
k=1

Allora, per i due lemmi precedenti si ha

n n

( E E
=3 cktpg k)7. W =3 ck-sog k)
=1 k=1

Quindi
'¢’§f) e My (X],Al) ) ’d)gf) S ./M+ (XQ,-A"_)) .
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Inoltre si ha

n

/ Fd(ug x ) = / ( Ck,‘(Ek) d(ug X pg) =
X1v¥ X2 X1xX2 \ k=1

n
= chf XEkd(l‘1XH2)=
k=1 X1 XXo

n

37 en (g x po) (Ex).

k=1

n B, i E;
f i dpyy =/ (Z et ")) dpy =y Ck/ ) dpy.
X1 X1 k=1 X3

n n

3 E B,
[ o8 i = (}j el *’) dhy =Y en [ o7 de
X2 X2 \r=1 k=1 X2

Per la definizione di g¢;, X pgperognik € {1,...,n} risulta

(g % uz)(Ek)=f, ) apy = [ o) dp,.

X X3

Quindi

/ Fd(py X p) =/ ) dpy =/ ¥& dps.
X% Xo X, X5

(b) Sia
fe _'M+ (X1 X Xoa, A1 X .»42).

Sia {8} € St (X1 x X2,.4;1 X .42) una successiene non decrescente tale che

lim s, = f.
n—oo

Per quanto visto in (a) perognin € N siha wi';") € My (X1, Ar), tp.(;") [
M (X2,.A2) erisulta

/ s d(py X po) =/ Pi*n) dpy =/ P& dy,.
X1 X% Xa X, Xo

Perogni ©1 € X la successione {(sn )Il } & non decrescente ¢ risulta

fer = (Jimon) = Jim (o))

Allora, tenendo conto del teorema di convergenza monotona, perogniz; € X siha

'wgf) (_1'1) = / le d].l2 =/ (nlll};o (SN)J:l) dyz =
X2 Xs

= lim (8n)y, dpg = lim wls")(zl).
n—oo Jx, 1 n—oo

Analogamente per ogni 2 € X2 siha
,wgf) (z2) = nli—{];o ¢1§5") (z2).

Allora si ha L/)(ln € My (X1,A41), ¢rgﬂ € M4 (X2,.Az2). Inoltre, tenendo
conto del teorema di convergenza monotona, si ha

_/ fd(p X p2) / ("ﬁ_’};osn) d(py X pp) =
X1 %Xz X1 % X3

lim Sn d(pty X o).
n—oe JX;¥Xg " ' 2

Poiché la successione {w(is")} & non decrescente, tenendo conto del teorema di

comvergenza monotona si ha

(f) —_ H (sn) = I3 (sn)
]xl vidin = fxl ("h_'mc"' i ) i = “h—x'l;‘z'/xl vi -

Analogamente si ha

n—oo

f ) dpy = lim 5 ) dpy.
Xo Xa

Allora risulta

[ g xm o= [ . m
X1xXz Xy Xo
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Osservazione 4.5 1l teorema 3.2 & un caso particolare del teorema
di Tonelli, con f = xg, F € A; X A2. Quindi se si lascia cadere
Iipotesi che gli spazi dimisura (X1, A1, p2;) e (X2, A2, po) siano o-finiti
le conclusioni del teorema di Tonelli sono in generale false.

Teorema 4.6  (Fubini)  Siano (X1, A1, py), (X2, Az, py) spazi di
misura o-finiti. Sia f € L (X1 X X2, A1 X A2, 1y X p5). Allora
(i) per quasi ogni 1 € X nisulta
fry € L' (Xa, A2, 19 ,
per quasi ogni 2 € X2 risulta
fez € L' (X1, A1 )5
(i) la funzione wgi ) & definita q.0. in X erisulta
v € L' (X1, 41, 1),

1a fumzione wgf ) & definita q.0. in X2 erisulta

wé’) el (X2, A2, p19);

(iii) valgono le uguaglianze

/ fd(p X#z):/ v dpy =/ ¢§” dpy.
X1xXa2 X1 X2

Dimostrazione. (i) Poiché
feLY (X1 x Xz, Ar X Az, bty X pt3)
siha
fa fo € LN (X1 x Xa, AL X Az, ity X o)
¢ in particolare
f, f- € My (X1 x X2, A1 X A2).
Allora per il teorema di Tonelli si ha
! =) - ) (F-
lpg +)7w§ ) < "M‘l- (leAl)y "/’g +),¢'§ ) €M+ (X27.A2)

e valgono le uguaglianze

[ edtaxum)= [ o au,
Xy % Xz X

f_
[ rdtaxmy= [ e du,
X1xXg X1
Quindi, poiché
f.fo € LN (X1 x X2, A1 X Az, pty X pts)
si ha )
e, 60D e 11 (X, A ).

Allora wgf"') s wg'f— ) sono finite q.o. in X ;. Quindi, poiché per ogni z; € X si
ha

£ f_
o @ = [, di = [0, du
X2 X2
per quasiogni T € X; siha
(F)ay »(F=)ay € L' (X2, Az, pi2) -
Allora, poiché per ogni x; € X siha
(f+)::1 =(f=1)+7 (f—):pl =(f-1—’1)_:
perquasiognixz) € X, siha
(for) s (for) _ € L' (X2, A2, p3),
Quindi per quasi ogni z; € X siha

frp € LY (X2, A2, 13) .

Capitolo 8 Misure prodotto

Analogamente per quasi ogni T2 € X2 siha

foy € LM (X1, A1, 1)

(it) Per definizione per quasi ogni 1 € X siha
o @)= [ feydis
X2

Quindi la funzione ¥ & definita q.0. in X;.
Inoltre per quasi ogni ; € X siha

d)gf) (Il) = /xz le dl"’2 =

fx2 (f¢1)+ dpy — -/Xz (f-'t;)_ dpy, =

) (21) — 0 (an).

Quindi
f fo .
e =¢§ +) _ ng ) 0. in X1.
Allora, poiché
b3 o)
W), 6l=) e L (X, a ),
siha
P e L' (X1, Av ).

Analogamente la funzione z/)gf ) ¢ definita q.0. in X5 e risulta

Wi € L' (Xa, Az, 113).

(iii) Siha

/ Fd(uy X pa) =
X; xXg

I

[ fedGaxm) = [ i dn xm) =
X1 %Xo X% Xs

(r+) _ (r-) — ()
/X1 LN dpy /Xl L2 dpy fxl Pyl dpy.

Analogamente si ha

/ fdg Xu2)=/ ) dp,.
X1 xXa X2

Osservazione 4.7  Poiché nella dimostrazione del teorema di Fubini
si & usato il teorema di Tonelli, se si lascia cadere I'ipotesi che gli spazi
di misura (X1, A1, p) e (X2, A2, p5) siano o-finiti, le conclusioni del
teorema di Fubini in generale non valgono.

Osservazione 4.8  Se si lascia cadere I'ipotesi di integrabilita di f
nello spazio prodotto le conclusioni del teorema di Fubini in generale non
valgono, come mostra I’esempio che segue.

Esempio 4.9 Sia

(4Y1, -Alnu'l) = (‘Y% Aa, l‘2) = ((07 1) ,B ((07 1)) ’ ’\)' Sia
£:(0,1)x (0,1) > R

definita nel seguente modo. Per ogni x1, x2 € (0, 1) poniamo

22 — g2

f(x1,32) := 'Tl"—;—z

(2 +3)

Poiché f & continuain X X Xo, f & (A; X Ag)-misurabile. Pero

&L (X1 x X2, A1 X Az, p1y X pig).
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Infatti si ha

f frd(Ax )
N xX»

il

1 T g2 g2
/ dll/ —l——‘2—2 d:l‘2 =
o o (wea
1/1 dxy
= - — =00
2 0o I

Allora, poiché | f| > f4.siha

[ idaxny =
N1 xX3

In questo caso 'uguaglianza del teorema di Fubini non & verificata. Infatti

siha
/ / ik —f day =
(2 +m2) 14 a2
1
- 1
[T R TR
+:E2) 01—{—.’1’2 4

’reorema 4' 10 Siano (‘Yl yAly 1231 ) ’ (‘Yzy A29 #2) due spazi di
misura o-finita. Sia f € M (X1 x X2, A; X A2). Allora sono
affermazioni equivalenti:

e

mentre

(i) F€LM(X1x X2, A1 X Ao, g X pig);
(ii) risulta

/ D dpy < oo
X1
(iii) risulta

/ 6§ dyy < co.
Xa

Dimostrazione. Poiché f € M (X1 x X3z,.41 x Az)siha
|f| € M+(X1 x Xa, A x ,42).

(If!) ,glfl)

Quindi le funzioni ¥’} sono ben definite. Inoltre per il teorema di Tonelli

si ha
[t xu = [ b = [ w7 as.
Xy %X X, Xo

Allora, poiché
Fe Ll (X1 x X, A1 X Az, ity X pg)

se e solo se
[ 11 G x ) < o,
X1XXg

sihalatesi ®

Teorema 4.11  Siano (X1, A1, p1),(X2, A2, pip) spazi di misura
o-finiti e completi.  Sia (X1 X Xo, A, u) il completamento dello
spazio di misura prodotto (X7 X X2, A1 X Ag,p; X puy). Sia f €
My ()(1 X .Yz,m. Allora

(i) le applicazioni ‘ll)g'f ) e wgf ) sono ben definite e si ha
w‘f’ € My (X1,41), v§) € My (X2, A2);

(ii) valgone le nguaglianze

f fdﬁz/ Wi dy, /w‘”%-
XNixXa X1

Dimostrazione. (i) Siag € M4 (X1 x X2,.A; x Ajp) tale che

g=Jf T-qo.inX; x Xa.

Poniamo
E:={f+#g}.
Quindi
T(E)=0.
Per definizione di completamento esiste G € A4; X Ay tale che

ECG, (1 xup)(G)=0
¢ risulta
T(E) = (1 X 13)(G) =0.
Allora
(1y X p2)(G)=0
ciod

/ {9 du; =o0.
X1

Quindi per quasi ogniz; € X; siha

@i (z1) =0,
ciog
Ha (Gzl) =0.
Poiché per ogni 1 € X3 siha
{fe1 # 92, } = Ex) Gz
e poiché j1, & completa, per quasiogni 1 € X; siha
#y ({for # 92,}) =0
Allora, poiché-perogni x; € X siha
9= € M4 (X2, A2),
e poiché 1, & completa, per quasi ogni 1 € X1 siha
fzq € My (X2, A2),

/ fzy dity =f 9=y dpto-
X2 Xo

’v/"if) = ‘w§9') q.0.in X;.

e risulta

Quindi

Allora, poiché per il teorema di Tonelli si ha
P9 € My (X1,41)
e poiché 11, & completa, siha

i) e My (X1,41)

e risulta
/ ¢‘if) duy = f "’b(lg) dpy.
X1 X1
Analogamente
P € My (X2, 42)
erisulta
/ ¥ dpy =/ ¥ dpss.
X2 X2
(iz) Siha

/ fdp= gd (kg X p3)-
Xy xXg X% X

Per il teorema di Tonelli si ha

f gd(py X pg) =/ 4 dyyy =f P dy,.
J Xy xXo X1 Xo

Allora, per quanto visto al punto (i) siha

[ qam= [ P = [ e w
XX Xo Xy X2
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Teorema 4.12  Siano (X1, A1, 11), (X2, A2, ps) spazi di misura
o-finiti & completi.  Sia (X 1 X Xa, A,ﬁ) il completamento dello
spazio di misura prodotto (X1 X Xo, A; X Ao, 1 X pg). Sia f €
L! (X] X X2, A, ﬁ). Allora
(i) per quasi ogni x; € X risulta
f:tl € Ll (X27 A?y l-l'2) ’
per quasi ogni ¥2 € X3 risulta
fzz € Ll (X17A17l-‘1);
(1) la funzione v gf )e definita quasi ovunque e risulta
¢§f) € Ll (1Y1y-Aly “1) ’
la funzione wgf Ve definita quasi ovunque e risulta
w§ € L% (X1, A1, 1)

(iii) vale I'uguaglianza

/ fdﬁzf -w&f) dpey =/ "J)gf) dpy.
X1 xXa X, X2

Dimostrazione. Omessa. B

Teorema 4.13  Siano (X1, A1,p1), (X2, A2, 1) due spazi di
misura o-finiti e completi. Sia (X 1 X Xo, A, ) il completamento dello
spazio di misura prodotto (X1 X X2, A1 X A2, p; x p9). Sia f €
M (X 1 X Xo, A). Allora sono affermazioni equivalenti:

() fel'(X1xXyAR);
(ii) risulta

/ ,d,§|f|>dﬂ1<oo;
X1
(iii) risulta

X,

Dimostrazione. Omessa. B

Teorema 4.14  sia f € L! (R™t™). Allora

(i) per quasi ogni ;1 € R™ risulta
fzy € L'(R™),

per quasi ogni 2 € R™ risulta
fzy € L (R™);

(ii) la funzione wg‘f )e definita quasi ovunque e risulta
v e ' "),

la funzione wé‘f )e definita quasi ovunque e risulta
v e L' ®™);

(iii) vale I'uguaglianza

f F i = f T / v§) dom,
Rntm Rm™ R”

Capitolo 8 Misure prodotto

OVVero

/l:‘n+,nf(z,y)dxdy = /am dy/!:wf(z'y)dz:
= /Rn dz/Rmf(x,y)dy-

Dimostrazione. Segue dal teorema 4.12 ¢ dalla proposizione 3.13 @

Teorema 4.15  Sia f : R**™ — R misurabile secondo Lebesgue.
Allora sono affermazioni equivalenti:

(i) risulta
f c Ll (Rn-{»m) ,
ovvero
/ |f (z,y)| dzdy < oo;
Rnrt+m
(ii) risulta
[ o asm<co
Rm
ovvero
[ [ 1r@ylde <o
R™ R”
(iii) risulta
/ i dx, < co,
Rﬂ
ovvero

/Rn dr /Rm If (@, y)] dy < oo;

Dimostrazione. Segue dal teorema 4.13 ¢ dalla proposizione 3.13 ®

8.5 Convoluzione

Teorema 5.1 Siap € [1, o0]. Siano f € L? (R™), g € LP (R™).

(i) Sia F : R?” — R la funzione definita nel seguente modo. Per
ogni x, y € R™poniamo

F(z,y)=flz-y)g(¥)-
Allora per quasi ogni x € R"™ si ha
F: € L' (R™).
(i) Sia f+g : R” — R la finzione definita q.0. nel seguente modo.

Per quasi ogni x € R™ poniamo

(f=9)(z):= /Rn Frd),,

OVVero
D@ =[ fe-1awa.
Rn
Allora
frgeLP(R™)
e risulta
17 %ll, < U7l lgll -

(iii)) Risulta

fxg=gxf.
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Dimosrazione. (i),(i1) (a) Siap=1.
Le funzioni f e g sono £ (R™)-misurabili. Siano fo e go fumzioni B (R"™)-
misurabili tali che
f=7fo qo.mR", g=go qo.mR".
Definiamo la funzione Fy : R®™ — R nel scguente modo. Perogniz,y € R”
poniamo
Fo(2,y) +=fo(xz - y)go(y)-
Allora
F=Fy qo.inR>™.
Mostriamo che Fp & (B (R>"))-misurabile.
Definiamo le funzioni f1, g1 : R?”* — R nelseguente modo. Perogniz,y € R”
poniamo

Ji(z,y):==fo(z—y), g1(x,y)=g0(y)-
Allora perognix,y € R" siha
Fo(z,y) = fi(z,y) g1 (z,9)-

Mostriamo che f1 & (£ (R*™))-misurabile.
Definiamo la funzione ¢ : R?™ — R™ nel seguente modo. Per ogni z,y € R™
poniamo

plz,y)=z—y.
Allora perogniz,y € R” siha
fi(z,y) = fo (e (=, ).

La funzione ¢ continua. quindi (55 ( R2") , B (R™))-misurabile. Allora, poiché
la funzione fo & (£ (R™))-misurabile, la funzione f, & (B (R>"))-misurabile.
Mostriamo che f1 & (B ( R?") ) -misurabile.

Sia a € R arbitrario. Siha

{91 > a}=R" x {go > a}.
Poiché gg & (B (R™))-misurabile, si ha
{go >a} e B(R").
Allora
{g1 > a} =R" x {go > a} EE(RZ").
Per T'arbitrarieta di . € R, la funzione g & (B (R*™)) -misurabile.

Allora la funziene Fo & (5 (R>™) ) -misurabile.
Quindi, poiché

F=F, qo inR™>",

la funzione F & (£ (R?"))-misurabile.
Inoltre, tenendo conto dell'invarianza per traslazioni della misura di Lebesgue in R™
si ha

/ ay [ IF @yl do
o

/Rn v 19 (v)| /R,, If (z ~ v)l dz =
/Rn lg W)l dy /Rn If (z)] de =

1715 llglly < oe.

Allora siha
FerL'(R™).
Quindi per quasi ogni z € R"™ siha
F. e L' (R™).
Inoltre si ha
ety = [ ae|[ se-niwa|<

IN

[ [ e wlgmia=
f dylg(y)I/ If (& — y)| de =
R R

/ lg ()] dy/ 1F @)] do = [I£], lgll; -
Rn Rn
(b) Siap € (1,0c). Poiché g € L? (R"™) siha

lgl* € L' (R™).
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Quindi per quanto visto in (a) per quasiogniz € R" siha
[ore=-wiow?a=[ (i @-l"lowi]” v <o
RrR” R”

Sia ¢ € (1,00) il coniugato di p. Allora, tenendo conto della disuguaglianza di
Holder, per quasi ogni z € R" sibha

/ [f(z—-y)gy)l dy =
R”

[ @0 g wlls @ - e dy <

IN

P Ve 1/
[ s wtar a] i1 < .
Quindi per quasi ogni z € R™ si ha
F, e L' (R").

Inoltre per quasiogni x € R" siha

P
If*glP(z) = l/ fz—y)a(y) dy‘ <
Rn
p
T — d <
< ([ 1rE-nowa) <
< [/ If(z—y)lly(wlpdy] 172 =
rR”
= (If1*1gl") (@) 17137
Poiché
7] +19]® € L' (R7),
siha ‘
If xg|” € L' (R?),
OVVero
f*xg e L?P (R") .
Iuollrg risulta
[ var @ da< [/ (1] +19”) (=) dx] THeR
RrRn R”
OVVero
17+ gllZ < 71 NolZ 171579,
quindi
IF*all, < IFIP gl = 171 ligl, -
(¢) Sep = oo Ie conclusioni somo i diat:

(#4i) PerI'invarianza per traslazioni della misura di Lebesgue in R™ per quasi ogni
2 € R™siha

(9 f)(=)

[ 9(z— ) f(y) dy=
Rn

[ swiE-nay=Gro@.

Definizione 5.2 Siap € [1,00]. Siano f € L'(R?), g €
LP (R™). La funzione f * g & detta convoluzione delle funzioni f e g.
Notazione 5.3 Sia 2 C R™ un aperto. Per ogni ¥ € N poniamo
ck(Q):={f € C(Q) | D*f € C(R) perogni aetale che |a| < k}.
Poniamo

e w)

cx(Q):= ] c* ().
k=1

Denotiamo con Cg (£2) le funzioni di C (§2) aventi supporto compatto.
Per ogni k& € N poniamo

ck@) :=c*(@nCo ().




Poniamo
C5° :=C®(Q)NCo(N).

Definizione 5.4 Una successione {p,,} C C§°(R") ¢ detta

successione regolarizzante se per ogni m € N siha

(i) perogni x € R™ risulta
Pm (T) 2 0;
1
(ii) perogni z € R" tale che |x| > —, risulta
m

Pm (T) =0;

/ Pmdrn = 1.
Ry

Esempio 5.5 Definiamo la funzione p : R® — R nel seguente
modo. Per ogni x € R™ poniamo

1
T15z12

p@={ T sepel <,

0 se x| > 1.

(iii) risulta

Per ogni m € N definiamo la funzione p,, : R™ — R nel seguente
modo. Per ogni x € R"™ poniamo

m”p (mz)

P (@) = D)
-/R" p(x) dz

Si verifica che {p,,, } & una successione regolarizzante.

Definizione 5.6 Siap € [1,00]. Sia f € LP (R™). Sia {p,,,} una
successione regolarizzante. Per ogni m € N la funzione p,,, = f & detta
regolarizzazione m-sima della funzione f.

Definizione 3.7 Sia Q C R™ un aperto. Una funzione f : @ — R
definita q.o. in Q si dice localmente integrabile in Q se per ogni G €

£ (R™)tale che G ¢ limitato e

G CQ,
risulta
FELYN(G,LBR™)NG,N,).
Denotiamo con L} () I'insieme delle finzioni localmente integrabili in

Q.

Osservazione 5.8 Sia 2 C R™ un aperto. Per ogni p € [1, 00] si
ha

LP(Q) € Li ().
Teorema 3.9  Sia {p,,. } una successione regolarizzante.
m €S
@) Sia f € L. (R™). Allora
{pm = fYCC™ (R").
(i) Siap € [1,00). Sia f € L? (R™). Allora
{pm * f} C LP (R™)NC™ (R™).
Inoltre per ogni m € N nisulta
lom = Fll, < 51,

e {p,, * f} converge ad f in LP.
(iii) Sia f € C (R™). Allora {p,,, * f} converge ad f uniformemente
sui compatti in R™.

Capitolo 8 Misure prodotto

Dimostrazione. (i) Siam € N arbitrario. Definiamo la funzione F,, : R2" —
R nel seguente modo. Per ogni =, y € R™ poniamo

Fro(z,y) =pn(z—y)f(y)-

Allora perogniz € R™ siha
(om + 1)@ = [ o (z,0) .

Poiché p,, € C3° (R™), per ogni y € R"™ la funzione F, (-, y) é continua e ha
derivate di ogni ordine. Cioé per ogni multiindice a e per ogni z, y € R™ esiste

DI Fpm (z,y) = D%, (z — y) F (¥) -
Sia o € R™. Siar > 0. Poiché perogni z,y € R™ tali che

1
|z -yl > —
m

siha
Pm(z—y)=0,
perogniz € D, (zo)eperogniy ¢ Dyy1/m (To)siha
Fo, (z,y) =0.
Allora perogni x € D,. (zo) e per ogni multiindice o: si ha
D2 Fr 2] < [D%pml o0 171 X5 1 (o0
Poiché f € L. (R™)siha

D%l oo 11X, 4 jmteor € LT (RT).

Allora per ogni multiindice o si ha
D% (o« £) = [ D (P (2, 0)] .
Quindi
pm*fECw(R").
(44) Sia m € N arbitrario. Per il teorema precedente si ha
P ¥ f €LY (R") .
Inoltre per I'osservazione precedemé siha
feLy (R).
Quindi per il punto () siha
Pm x [ € CZ (RT).
Inoltre risulta
lom = £ll, < lowlly £l = 1£1, -
Sia € > Oarbitrario. Sia g € Co (R™) tale che
If = oll, < 3-
Allora si ha
1P+ £ = P+ 9ll, < 1f = 9ll, < 3-

Inoltre, per ogniz € R™ siha

[(Prm * y). (z) - g(2)] l/ﬂn Pm (2= y)[9(y) — g9(z)] dy| <

< sup g (y) — g (z)|.
lz—yl<l/m

Poiché g € Cp (R™), per il teorema di Heine-Cantor g ¢ uniformemente continua in
R™. Sia § > O tale che per ogni =,y € supp g, con

lz—yl <6,
risulti
1 €
lg(y) —g (=) < o7 3
Sia 7 € N tale che

< 6.

=
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Allora per ogai m > T siha

3

lom *9 =gl < 3.
Quindi perogni m > 7t siha

1f = o+ £ll, <

SHfF-gllg+lg—pm*gll, + Py * 9= pm * Fll, <=

Allora {p,,, * f} convergead f in L? (R").
(iiz) Sia K C R"™ compatto. Poniamo

Ki:={ycR" |d(y,K)<1}.
Evidentemente K; ¢ compatto. Poiché f € C (R™) per il teorema di Heine-Cantor
la funzione f & uniformemente continua in K';. Sia £ > O arbitrario. Sia § > O tale
cheperognix,y € K. con
lz -yl <6,
risulti

[f(y) - fz)l <e.

In modo analogo a quanto visto in (44) si ottiene

sup |(pym * f)(z) = f (@) < sup  sup  [f(y) — f(=z)-
zEK T yl<l/m

K |z—y|
Sia 1 € N tale che

— <6

m

Allora per ogni m > 7t si ha

sup [(p, * £) (@) — f(@)| < <.
ze K

Quindisi ha la tesi. @

Teorema 5.10  Sia @ C R™ un aperto. Sia p € [1,00). Allora lo
spazio Cg* (£2) & denso in LP (Q2).

Dimostrazione. Sia f € L” (£2) arbitraria. Sia = > 0 arbitrario. Sia g € Co ()
tale che

wim

15 =gllp <

Sia {p,,, } una successione regolarizzante.
Come visto nella dimostrazione del teorema precedente, per ogni z € R” siha

[(Prm * 9) () — 9 (x)| < sup  |g(y) - g(z)|-

le—yl<1/m

Sia 77 € N tale che

1

— < d(suppg,9%).

m
Allora per ogni m > 71 siha

supp (P, *g) T
Allora per ogni m > T siha

Pm *9 € Co (Q).

Inoltre {p,,, * g} convergea g in L¥. Sia 2 € N tale che

| m

lpm +9—gll, <

Allora
I = pm*gll, <IF—gll, +1lg— P +gll <=

Quindisi ha fa tesi. ®

8.6 Trasformata di Fourier

Definizione 6.1 Sia f € L' (R). La trasformata di Fourier di f &

la fimzione f : R — R definita nel seguente modo. Perognip € R
poniamo

f(p) :=j;f (z) P du.

Proposizione 6.2 Sia f € L (R). Allora f & continua e limitata in
R erisulta

| < s -

Dimostracione. Perognip € Rsiha
@) < [ 15 @) da= 111,
R
Quindi f & limitata e si ha
[£]]_ = esssop 7 < 1171, -

Sia p € R arbitrario. Perogni & € R siha

}fR (ei(P-Ht)I _ 62‘91) f(z) dz‘ <

Je
A

gilnoleih’” - 1‘ =0

flp+ h)—f(m‘

IN

e“”"\ |e”‘z - 1{ If (z)] dz =

et — 1‘ |f (z)] dz.

Perogniz € Rsiha

Allora, poiché perogni A € Reperogni z € Rsiha
ik .
e —1]1f (@) < 21f ()]
e poiché
2(fl e L' (R),
per il teorema di convergenza dominata si ha

Jim | 0+ k) = £ ()] =0,

ovvero f écontinuainp. &

Proposizione 6.3 Sia f € L! (R). Siam € N. Supponiamo che
perogni k € {1, ..., m} risulti

*f(x) e L' (R).

Allora
fec™(r)
eperognik € {1,...,m}siha
arf L
# =¥ [zk f (z)].

Dimostrazione. Sia k € {1,...,m} fissato. Perogniz € Rsiha

= |ikzkf (z) €| = ,zkf (m)l .

HOES

ar |
apk
Per ipotesi siha

|m"f (x)‘ c L' (R).
Allora si ha

?3%{: = -/R 88—1:\ [f () eipt] dr = i* /R :L’kf (I)efpz dz,
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OVVEIo
kf —_
e = L1 @)

Per la proposizione precedente si ha

[z*f (z)] € C(R).
Quindiperogni k € {1,...,m} siha
o*f

511—" € C(R),

OVVEero
fecmr). B

Proposizione 6.4 Sia f € L (R). Siam € N. Supponiamo che
perogni k € {1, ..., m} risulti

f* e L' (R).
Alloraperogni k € {1,...,m} siha
F® = (=ip)* f.
Dimostrazione. Perognip € R siha
For= [ rr@erdn= g@e |7 i [ 5@ d

Poiché
f@el'®)
perognip € Rsiha

F@e™| = f@e™ =0.

z=+o00
Quindiperognip € Rsiha
For=—iv [ 1@emdz= i @),
Iterando il procedimento siha la tesi. &
Proposizione 6.5 Siaf € L'(R).SiadcR.Siag:R—R1a
funzione definita nel seguente modo. Per ogni € R poniamo
T
z)y:=f[(—).
9@ =1 (5)
Alloraperogni p € Rsiha

G(®) =2 (p).

Dimostrazione. Perognip € R siha

foperer o= o (3) oroe-

,\/ ft)ePMdat =27 (\p). &
R

g =

Proposizione 6.6  Siano f,g € L! (R). Allora

—

f*9=1-g.
Dimostrazione. Perognip € R siha

Frow= /R dz e'P® fRf @ - 1) 9 ) dy.

Mostriamo che
e f(z-pg () € L' (R?).

Capitolo 8 Misure prodotto

Perogniz,y € RZsiha

%5 @ = o) =17 =~ »lls ¥)-

Tnoltre
[r@-wid [ 19wl ay <o
R R
Quindi
/ 17 (@~ 1)l 19 ()] dzdy < oo
R2
Allora

€ f(z - y)g(y) € L' (R?).

Quindi si pud applicare il teorema di Fubini. Allora per ognip € R siha

fR dx 'P® /Rf(z -yg(y) dy=

-,
*
©
o
3
=~
I

f dyg(y)f fm—y) et dz=
R R
[avow [ 75 ar=
R R

[emamay [ e rwar=7o u
R R

Definizione 6.7 La funzione normale & la funzione h : R — R
definita nel seguente modo. Per ogni # € R poniamo

i
wl o

h(z):= —-l—e'

V2T

Proposizione 6.8 Siah: R — R lafunzione normale. Allora per
ognip € Rsiha
2
h(p)=V2rh(p) =e %
Dimostrazione. Siha
Oh | ——
— =i[zh(z)].
op

Quindi per ogni p € R siha

ah
% (»)

i/ xh (z) P* dx = _t ze“ﬁi’zei”x dr =
R V2m JR
: / Pt d (e_%l_) =
V2m Jr
i ; =2 |70 L —z?
- ePre” 2 —ip/ ePTe™2 dx | =
V2w —oo R

4 ipx _=2 — P
= —— eP®e” "2 dx = —ph (p) .
e Jn (®)

Quindi h & soluzione dell’equazione differenziale

o -
— +ph=0.
% +p

Allora per ogni p € R siha

iz(p)_ce:’;_,
dove
1 2
c=h,(()):\/ﬁ B-ez—”-’_:imzl
Quindi per ogni p € R siha
h(p)=e"’;- L
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Definizione 6.9 Siah : R — R la funzione normale. Per ogni
n € N definiamo la funzione h, : R — R nel seguente modo. Per ogni
¥ € R poniamo

_n2y2

hn (y) :==nh(ny) = \/%e 2

Pmposizione 6.10 Siah: R — Rla funzione normale. Allora per
ogni . € N risulta

fa hn (y) dy = 1.

Inoltre risulta

0 sey # 0,
oo sey =0.

Jim hy (y) = {

Dimostrazione. Perognin € N siha

frewa= g Fan -

La seconda affermazione ¢ evidente. W

wl’:o

Lemma 6.11 Sia f € L (R). Allora

i [ 1f @+ 0= 7 @] dz =0

Dimostrazione. Sia = > O arbitario.
Poiché Co (R) &densoin L! (R) esiste g € Co (R) tale che

I — gl
Per ogni ¢ £ R definiamo la funzione by : R — R nel modo seguente. Per ogni
x & R poniamo
he(z) :=g(z+1t) - g(x).
Allora per ogni ¢ € R risulta
A(supp he) < 2 (supp g)

Poiché g € Co (R). g ¢ uniformemente continua in R. Sia § > O tale che per ogni
z1,%2 = R,con
|z — 2| < 6,
risulti
i
lg(®1) — g(x2)] < 3m
Siat € R, con
It <6,

arbitrario. Allora per ogni z < R risulta

he @) =lo 40~ 9 ()] < § s,
Quindi

[lo@sn-g@lid = [ h@las<
" R

£ 1
< §W>\($ﬂm’ht)ﬁ
5 1 5
< §m2i(suppg)=§-
Allora
[itero-s@ia = [|f@+ro-g@+olde+
R R

+/R|g(z+t>—g(z>| dz +

+ [ @ - 9@l d

20 f -9l +/R |he (z)| dz < e.
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Quindi
Jim [ 7@ - @)l dr <

Per I'arbitrarietadi € > Osihalatesi. 8

Teorema 6.12  Sia f € L' (R). Perognin € N sia
frni=f*hn.
Allora per ogni n € N siha
fan €LY (R)NC™ (R).

Inoltre la successione { fn } converge ad f in L1 (R).

Dimostrazione. Sian € N. Per il teorema 5.1 si ha
fne LY (R).

In modo analogo a quanto visto nel teorema 5.9 si dimostra che
fn €CT(R).

Inoltre per ogni € R risulta

@@ = | [ -0 @@ d] <
< [ fE-n- @) a=
= Lf f@-w - f@le 2 ay=
= ) e
Allora
o=l = [ ln@ = f @) de <
< o= [ [[r(z-2) s Fa=

dte 2 dx.

\/ilz_ﬂ' R _I_Z‘/R}sz_’l_l')_f(x)

Poiché perognin € N eperogni?t € Rsiha
2 t
E B2
R n

_0?
2| flye” 2 € L'(R),

per il teorema di convergenza dominata si ha

2
de<2|fl,e T

e poiché

g =gl < o= uim [aee [ r(a- ) <) dr=
RN T

Per il lemma precedente si ha
lim ] ‘ f (
n—oo

n“_'}‘;o an - f”1 =0,

) f(@)| dz=0.

Allora

ciodlatesi. B

Proposizione 6.13 Sia f € L! (R) N C (R) limitata. Per ogni
n € N sia

frn=f*hn.
Allora per ogni € R siha
Jim fn (2) = £ ().
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Dimostrazione. Come visto nella di zione del precedente per ogni
n € Neperogniz € Rsiha
1 t 12
z)— f(x)]| £ —— z— —) — f(x)e 2 dt.
fn@-r@l< o= [|r(e- 1) - 1@
Poiché perogniz € R, perognit € Reperognin € N siha
t _t2 _12
(2= %) - r@| e <20l
¢ poiché
0L
2|fllae™ 2 €L (R)
per il teorema di convergenza dominata per ogni € R siha
lim [fn (z) - f ()| <
n-—oc &
1 t _2
< Tmdmflr(5) el as
1 . t _12
= T R{n[l-mw(f(l—;)_f(x)]e 2 dt=0.

Quindisihalatesi H

Lemma 6.14 Sia f € L (R). Perognin € N sia
Sni=f*hn.

Allora per ogni n € N e per ogni ¢ € R risulta

fnte) === [F@n () e ap.

Dimostrazione. Perognin € N eperognic € Rsiha
@ = [ fe-nh@a=n[ f@=phow d.
Poiché abbiamo visto che per ogni p € R siha

h(p) = V2rh (p),

perognin € N eperogniy € Rsiha

h(ny) = \/-%il (ny) = \/% /R h(t) eV dr.

Quindiperognin € N eperogniz € Rsiha

fo@ = = [ avr@-w [ n@era=
R C
- o (2) s e
= \/%/deh(g) e~iP= /Rf(z)e‘f’z dz =
- _?\/ifkf(p)h(g) e dp. W
Teorema 6.15  Sia f € L (R)tale che

feL'(R).
Allora per quasi ogni x € Rsiha

1@ =5 [ F@erap.

Capitolo 8 Misure prodotto

Dimostrazione. Perognin € N sia
fn=f*h,.

Per il lemma precedente per ogni n € N eperogni * € R siha

fn@ == [ F@n(E) e ap.

Inoltre perogni n € N eperognip € Rsiha

quindiper ognip € Rsiha

Poiché perogni x € R, perognin € N eperognip € Rsiha

‘f(p) h (5) e ir=

< \/%‘f(zﬂ)l
e poiché
llerm

per il teorema di convergenza dominata per ogni = € Rsiha

) s (3 e

1 F —ipzx
= [ i@

lim f, ()

Poiché
Jim || fn - fll; =0,
— 00
esiste {n,} C N tale che per quasi ogni z € R risulta
Jim fn, (@)= £ (2).

Allora per quasiogni z € R siha

f@=5 [ f@e ™ u

Corollario 6.16 Sia f € L! (R)tale che
f=o.
Allora
f=0 qo.mR.
Corollario 6.17 Siano f,g € L (R) tali che

f=a.

Allora
f=9g qo.inR.

Osservazione 6.18 Definiamo I’operatore
F:L'(R)— L*® (R)
nel seguente modo. Per ogni f € L! (R) poniamo
F(f) = 1.
Allora I’operatore F ¢ iniettivo.

Osservazione 6.19  Siano
A::{feLl(R) [feLl(R)},

B:= {g € L1 (R) | esiste f € L! (R) talechef:g}.
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Definiamo "operatore F : A — B nel seguente modo. Per ogni f € A
poniamo

F(f) =1
Allora I’operatore F & invertibile. Loperatore inverso ¢ 1’operatore
Fl1:B>A
definito nel seguente modo. Per ogni ¢ € B definiamo la finzione

F~1(g) nel seguente modo. Per quasi ogni z € R poniamo

[.7-_—1 (g)] (x) := % Rg (z)e—ipa: dp.

Teorema 6.20 (Parseval) Sia f € L1 (R) N L2 (R). Allora
- feL?®m)
cuisulta
|7, = vax i,
Dimostrazione. Definiamo I'applicazione ¢ : R — R nel seguente modo. Per

ogni z € R poniamo
s@=s@ = [ faE-nicy
R
Allora
ge Lt R).
Mostriamo che
g€ L= (R).

Tenendo conto della disuguaglianza di Holder, perogni © € R siha
lg ()] < /R\f(:v — IS (-9l dy < 17l 171l = [1£]13 < oo

Mostriamo che
g €C(R).

Perognix;, x> € Rsiha

‘/R[f(mz —y) = flz1 - f(~y) dy| =
[(f(x2 —y) = Fxr—y), F(=y))Il-

Quindi la continuita di g segue dalla continuita del prodotto scalare.
Allora perognin € N eperogniz € Rsiha

@ ha) @ = == [ e (%) () dp.

In particolare per ognin € N siha

(9 hn) (0) = \/_;’_E/Rh(%) g(p) dp.

Per ogni p € R, poiché la successione { h ( 5)} & crescente e poiché risulta

lg (z2) — g (z1)]

peril di conv za

. . 1 P\ .
Jim oo hn)© = lim = [ n(2) 30 dp=

Inoltre si ha
g=r@fCa=7 7=

Quindi

/Rs‘i(P) dp = fR |f(P)‘2 dp = ||f“:
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Allora

. ) 1 HI
Jim (g hn) (0) = o= Ilf .
Draltra parte si ha

Jim (9% ha) (0) = g(0) = 11117
Quindi
1 2|12 2
= | A, = sz,

da cuisegue latesi. @

Osservazione 6.21 Definiamo I"operatore
F:LY(R)NL*(R) — L2 (R)
nel seguente modo. Per ogni f € L' (R) N L2 (R) poniamo
F():=1.

Allora I’operatore F, a meno del fattore %, & un’isometria.

Esempio 6.22 Siaug € L' (R) N C (R) limitata. II problema di
Cauchy per 1'equazione del calore con dato iniziale ug & il problema

du  u

= g t>0,

o a2 rcR, :
u (z,0) = ug (x) z €R.

nell'incognita u € C (R X (0,00)).
Perognip € Reperognit > Osiha

i(p,t) = / u (x, ) €*P* dx.
R
Perognip € Rsiha
g (p) = / ug (z) €P* dx.
R
Perognip € Reperognit > 0siha

BTL _ ou ipx _ 2] ~
2 00 = [ S@neras = S,

at
e
9%y 2y B 3 . .
2 P = / = (@,t)eP* dz = (=ip)* i (p, t) = —p*a(p, ).
X R ar

Quindi il problema diventa

Bi

?1: (p.,t) = —p%i(p,t) PER,t>0,
i (p,0) = 4o (p) PER.
Tale problema ha soluzione

a(p,t) =e P tuo (p)-

Allora, poiché

la soluzione del problema di Cauchy &

a

z
e 4t 1

—\/ﬁ =ug (x) = orT

(:B—y)z
u(zr,t) = /e' Tt up (y) dy.
R




La soluzione fondamentale dell’equazione del calore & la funzione
G:R x (0,00) > R
definita nel seguente modo. Per ogni € R e per ogni ¢ > 0 poniamo

=2

e at
Vot

Allora la soluzione del pfoblema di Cauchy &

G (z,t) =

u(z,t) = G(z,t) * ug (x).-

Capitolo 9  Derivazione




Capitolo 9
Derivazione

9.1 Derivazione di funzioni monotone
Definizione 1.1 Sia f : [a,6] — R, xo € [a,b]. Si dicono
derivate generalizzate (nel senso di Dini) di f in xg le quantita

e — @) =1 (a0)
b f(zO)'_x]iTg— r—z0

f(z) = f (x0)

xr —xo

Dy f(z0) := lim

;11—'170

f(x)— f(=xo0)

D™ f(z0) ;= Lm
T — o

Tz

fl@)—f (x0)

D_f (z0) := lim
T — Ig

T—T,

dette nell’ordine derivata superiore destra,  derivata inferiore destra,
derivata superiore sinistra, derivata inferiore sinistra.

La funzione f si dice derivabile in xg se le quattro derivate generalizzate
in &g coincidono ed hanno un valore finito:

D* f(x0) = D+ f(x0) = D™ f (x0) = D f (x0) < co.
In tal caso si dice derivata di f in xg la quantita

f'(x0) :== D™ f (z0) = D+ f (z0) = D™ f (z0) = D f (z0).

Osservazione 1.2
Dy f<D'f, D_f<Df.

Sia f : [a, b] — R. Allora

Definizione 1.3 Siag : (a,5) — R. Siag : (a,b) — R il limite
syperiore di g in [a, b]. Sia {c,d) C (a,b). Poniamo

Ei(g;c,d):={z €(c,d) | IE € (x,d) maleche g (z) < g(£)},

E_(g;c,d)={z €(c,d) | € € (c;z) taleche G (z) < g (€)}-
Osservazione 1.4  Se g é continua in (a, b) siha

Ey (g;c,d):=={z € (c,d) | 3£ € (x,d) tale che g (x) < g ()},

E_(g;c,d):={z € (c,d) | FE € (c,z) tale che g (z) < g (£)}-

Allora i punti dell"insieme E . (g; ¢, d) sono detti non visibili da destra e i
punti dell’insieme E _ (g; ¢, d) sono detti pon visibili da sinistra.

Lemma 1.3 (Riesz) Siag : (a,b) — R. Sia (c,d) C (a,b).
Allora gli insiemi E+ (g; ¢, d) e E_ (g; ¢, d) sono aperti. Inoltre

(i) se E (g;¢,d) # 0, esiste una successione disgiunta {(an, bn)} di
intervalli contenuti in (c, d) tale che

(o)
@ Etdg;c,d) = U (an,bn);
n=1
(b) perognin € N eper ogni x € (an, by ) risulta
g (m) < E(bn);

(ii) se E_ (g;c,d) # 0, esiste una successione disgiunta {(cn, dn)} di
intervalli contenuti in (c, d) tale che

o

(a) E-(g;c,d) = U] (Cn,dn);

n=

(b) perognin € N eperogni & € (cn,dn) risulta

9(x) <g(cn)-

Dimostrazione. Mostriamo che I'insieme E (g; ¢, d) ¢ aperto.

Se E (g; ¢, d) & vuoto allora ¢ aperto.

Sia E (g; ¢, d)nonvuoto. Siaxo € E4 (g;c, d) arbitrario. Sia £ € (zo, d) tale
che ’

F(x0) < g(&)-
Poiché g & superiormente semicontinua in o, esiste § > O tale che per ogni
z € (c,d), con
|x — mo| < 6,
risulta
g(z) <F(z0) < g (&),

owero z € E4 (g; ¢, d). Quindi zo & un punto interno di £ (g5 ¢, d).

Per l'arbitrarietd di zg € E4 (g; ¢, d) I'insieme E 4 (g; ¢, d) & aperto.

(i) (a) Ogni aperto & unione numerabile di intervalli aperti disgiunti.

Quindi ogni aperto limitato ¢ unione numerabile di intervalli aperti limitati disgiunti.
(i) (b) Sian € N.Siazx € (an, b, ). Poniamo

Fi={yelr,bn) |g(=z) W)}

Poiché
g(=) <g(x)
siha z € F quindi
F #0.
Poniamo
z1 = sup F.
Mostriamo che
ry € F,

ovvero che

9(x) <g(x1).
Supponiamo per assurdo che

g(x) >3 (=1).

Poiché J £ superiormente semicontinua, esiste § > 0 tale che, perogni y € (c, d),
con

ly — =1] <6,
risulta
g(x) >3 (x1) >F(¥),

in contrasto con la definizione di ;.
Mostriamo che

x1 = bn.
Supponiamo per assurdo
z; < by
Allora, perogni y € (z1,b, ) siha
(W <g(=@) <7g(=:).
Poiché g & superiormente semicontinua, si ha
g(bn) <g(z1)-
Daltra parte si ha
, 71 € (an,bn) C By (g5¢,4),
quindi esiste §; € (z1, d) tale che
9(z1) <g(51)-
Allora
9(z1) < g (&) £T(&)-
Se per assurdo fosse £; € (21, by si avrebbe

§(6) <g(x) £9(=1)-
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Quindi §; € (bn, d). Poiché
A bn £ E4 (g5c,d),
si ha
9(&;) <7 (bn).-
Allora
T(z1) < 9(§1) <T(0n),

da cui I'assurdo.
Quindi

b, € F,
ovvero
g9(z) <g(bn).

(ii) (@) (ii) (b)- Definiamo la funzione 91 : (—b, —a) — R nel seguente
modo. Perogni z € (—b, —a) poniamo

g1 (z):=g(-=).
Poiché
E_(g5c,d) = E+ (95¢,d),
la tesisegue da (i) (a) e (i) (b). @

Definizione 1.6 Sia f : (a,b) — R. Sia a > 0. Definiamo la
funzione g : (a,b) — R nel seguente modo. Per ogni x € (a,b)
poniamo

ga () :== f(z) — az.
Definizione 1.7 Siaf : (a,b) — R. Siaa > 0. Sia (c,d) C (a, b).
Poniamo

E. (o;c,d) == E4 (ga;c,d), E_(x¢,d):=E_(ga;@,d).

Osservazione 1.8 Sia f : (¢,b) — R. Siaa > 0. Sia (c,d) C
(a,b). Allora

z € E4 (o5¢,d)
se e solo se esiste £ € (z, d) tale che
f(ﬂ"i:g(ﬁ) <a
Analogamente
z € E_(a;¢,d)
se e solo se esiste £ € (c, ) tale che

f@-1© _,
A '

Lemma 1.9 Sia f: (a,b) — R limitata non decrescente. Sia a > 0.
Sia (c,d) C (a,b). Sia {(an,bn)} una successione disgiunta di intervalli
aperti tale che

oo
E; (a;c,d) = U (@n,bn).
n=1
Sia {(cn,dxr)} una successione disgiunta di intervalli aperti tale che
[ ]
E_(o¢,d)= U (Cn,dn).
n=1
Allora
(i) risulta
o0
az (bn—an) < f(d7) = f(c);

n=1
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(ii) perognin € N risulta
f(d7) = f(ch) < aldn—cn)-

Dimostrazione. Siha

Ta(0)=Tm, ga(2)=Tim_[f(z) - as] =1 (cF) - ac

Fa (@) = T ga(2)=Tm_[f(x)—ox]=f(d7) - od.
z—d z—d

Poiché f & fimitata i limiti f (c*) e f (d™) sono finiti.
Inoltre, poiché f & non decrescente, per ogni x € (c, d) siha

7o (@) =T @) —az < f(aF) - as.
(i) Peril lemma precedente perognin € N e perogni = € (an, br)siha

9o (2) £ 74 (0n) -

Allora perogni n € N siha

9o (a:) < Fa (Bn)-

ovvero

a(b, —an) < (b)) — f(aj{) , sebp,=4d,

a(bn —an) < F(6F) - f(at), sebp#d.
Allora, poiché gli intervalli (a,, by ) sono disgiunti € poiché f ¢ nond te, si
ha

oo
a3 (bn—an) < f(d—) - f(c+) .

n=1 ‘

(i) Per il lemma precedente per ognin € N eperogni = € (cn,dn)siha
Fo (€n) 2 9a (T) -
Allora perognin € N siha
Ta(en) 2 9a (47 5

ovvero

F(d7) - f(ef) Sadn—cn). ®

Definizione 1.10  Sia f : (a,b) — R. Denotiamo con S I'insieme
dei punti di discontinuita di f in (a, b).

Osservazione 1.11  Sia f : (a,b) — R non decrescente. Allora
I'insieme S & al pit numerabile.

Definizione 1.12 Sia f : (a,b) — R. Siao o,3 € R. Sia
(c,d) C (a,b). Poniamo
A(x;c,d) = {z € (c,d) |D_f(z)< a},

B(B;c,d) := {:z € (c,d) | B< Dt f(m)}.
Proposizione 1.13  Sia f : (¢,5) — R limitata non decrescente.
Siano «, 8 € R. Sia (¢, d) C (a, b). Allora

i) A(a;¢,d)\SCE_(ax¢,d);
(ii) B(B8;c,d)\S C E4 (B;c,d).

Dimostrazione. (i) Siazo € A (a;¢,d)\S. Allorasiha
D_f(x0) < a.
Quindi esiste £ € (¢, Tg) tale che

FICEFICH NN

§— o
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ovvero tale che

ga (§) > ga (20) .
Poiché ¢ ¢ S, la funzione f ¢ continua in z¢. Quindi

o (170) = §a- (o).
Allora esiste £ € (c, xo) tale che

Ja (E) > EQ (30) )
owero

x0 € E_ (a35¢,d).
(ii) Siaxo € B(o;c,d)\S. Allora siha

B < DT f (o).

Quindi esiste £ € (o, d) tale che

F($) — f(xa) > 8,
§— o

ovvero tale che

98 (§) > ga (zo0)-
Poiché zo # S. la funzione f & continua in xo. Quindi

95 (o) =93 (o) -
Allora esiste § € (xg, d) tale che

95 () > 35 (z0) ,
owvero

zo € E4 (B5¢,d). A

Lemma 1.14  Sia f : (a,b) — R limitata non decrescente. Allora
I'insieme
{D_f<D"f}

ha misura di Lebesgue nulla.

Dimostrazione. Perogni o, 3 € Q,con . < (3, poniamo
Eapi=Al(0ia,b) N B(Bia,b) = {D-f <a}n{a<Dr}.

Allora siha

{D_j < D+f} = U Eas
a,B2Q
a3

(@) Mostriamo che per ogni o, 3 € Q, con @ < B, e per ogni (¢, d) C (a, b)si
ha

A (Bap N(ed) < S0
Siano o, 3 € Q. con a < [ arbitrari. Sia (c,d) C (a, b) arbitrario.
Mostriamo che

A" (Ea.pN(c,d)) = X" ([Ea,p N (e, d)]\S).

Poiché
[Ea,s 0 (¢;d)]\S C Ea,g N (c,d),
siha
A ([Ea,p N (6, d)I\S) < X" (Eq,g N (c,d)).
Inoltre si ha

Eagnic,d)={[Eapgn(cd)]\S}US
Poiché S & numerabilesiha S € L ((a, b)) erisulta
A(S)=0.
Quindi
A" (Ba,p N (e d)) £ A7 ([Ba,p N (e, d)\S).
Mostriamo che

A" ([Ea,s M (e, )]\S) < % (d-c).
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Siha
Eapgfi(e,d) = [A(osa,b)N(c,d)]N[B(Bsa,b)N(c,d) =
= A(as¢,d)NB(B5¢,d).
Quindi

[Ea.p N (c,d)]\S = [A(c;¢,d)\S]N[B(Bsc,d)\S].
Per la proposizione precedente si ha
A(as¢,d)\SCE_ (05¢,d).
Se E_ (03¢,d) = Dsiha
Aloze,d)\S =0,
quindi

[Easn(c,d]\S=10

A" (Bap N (& d]\8) =0< F(d—c).
Sia E_ (a;¢,d) # (. Sia {(cn,dn)} una successione disgiunta di intervalli
contenuti in (c, d) tali che
oc
E_(asc,d) = ] (cn,dn).
n=1

Inoltre perogni n € N siha
f (d;) - f (c:) <o(d, —cn).
Allora risulta

A@se,d\S € | (nrdn)s

n=1

da cui segue

U (cn,dn)} A[B(Bie,d)\S] =
1

n=

[Ba,s M (e, d)]\S  C [

U [B(Bicn,dn) \S].
n=1

Per 1a proposizione precedente perogni 7 € N siha
B (B5¢n,dn)\S € Ex (B5¢n,dn).
Poniamo
Ni:={n €N | Ey (Bicn,dn) =0},
Np:i={n € N|Ey (Bicn,dn) # 0}.
Allora
N = N; U N3,

dove I'unione & disgiunta.
Perognin € N siha

B(ﬂ;cn)dn) =0

Perogni n € Nz sia {(@nm,bnm)},, ¢ tna successione disgiunta di intervalli
contenuti in (¢, dy,) tali che

E+ (ﬁ?cnydn) = U (anm7bnm)~
m=1

Inoltre per ogni n € N risulta
o0
BY nm—anm) < 7 (d7) - 7 ().

m=1

Perogni n € Ny risulta

B(/3§ Cn, dn)\s C U (anmybnm)-

m=1
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Quindi

[EasN(cd)\S C [B(Bicn,da)\S] =

iCs

-

= [B(Bicn,dn)\S] =

3
m
2

9

(anm,bnm) C

- (@nm,bam)-

Cs
&
8
SF ey

3
Il
-
3
1
-

Allora per la o-subadditivita di A” e risulta

AT (Eap (e, d]\S) <

-

Mg
s
c
3
|
i~
3
i
IN

-

< %,gl[f(d;)-f(cms
o o= a
< S @men<Gu-o.

3
Il
-

(b) Mostriamo che perognia, 8 € Q.cona < (3, siha
A" (Ea,p)=0.
Per definizione di \* per ogni & > O esiste una successione disgiunta { (¢, d» )} di
intervalli contenuti in (a, b), con
00
Ea,B g U (c"ly dn) 3
n=1

tali che

s

(dn — ¢n) < A" (Ea,p) +&.

n=1

Allora, tenendo conto del punto (a), per ogni € > O siha

A" (Bap) < D A (EapsNilen,dn)) <
n=1
< -;- nz=1 (dn — cn) < % [A" (Ba,s)+¢] -

Per I'arbitraricta di ¢ > Osiha

(1- 5) ¥ Eamr <o,
da cui segue

A" (Ea,p) =0.

(¢) Mostriamo che

A({p-1<D¥s}) =0
Poiché .
{p_s<Ds}= U Eap

«,86Q
a<f
per la o-subadditivita di A™ siha
A({p-1r<Dts})=x ({p-r<DT}) < T A (Bap)-
«,86Q

a<g

Allora per il punto (b) siha

A({D_1<D+f}) 0. ®

Lemma 1.15 Sia f : (a,b) — R limitata non decrescente.
Allora I’insieme

{D:f <D f}
ha misura di Lebesgue nulla.
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Dimostrazione. Definiamo la funzione F : (a, b) — R nel seguente modo. Per
ogni z € (a,b) poniamo

F(z):=—f(a+b—1x).
Allora F ¢ limitata non decrescente ¢ per ogni = € (a, b) risulta
D, f(z)=D_F(a+b-=g), D f(z)=DtFa+b-12).
Quindi per il lemma precedente I'insieme
{D+f < D—f} = {D_F < D+F}

ha misura di Lebesgue nulla. @

Lemma 1.16 Sia f : (a,b) — R limitata non decrescente. Allora
I'insieme
{D*f = oo}
ha misura di Lebesgue nulla.
Dimostrazione. Perogni 8 > Osiha
{pT1 =00} C B(Bab).
(a) Mostriamo che per ogni 3 > O risulta
« : 1 - +
B @a,) < 5 [1(67) -7 ()]

Sia 3 > O arbitrario.

Mostriamo che
X" (B(B5a,b)) = X" (B(B;a,b)\5).
Poiché
B(B;a,b)\S C B (B;a,b),
siha
X (B(B;a,b)\S) < X7 (B(Bsa,b)).
Inoltre si ha

B (B;a,b) = [B (ia,b)\S]U S
Poiché S & numerabile siha § € L ((a, b)) erisulta

A(S)=0.
Quindi
A (B (B5a,0)) < X (B (B0,6)\5).
Mostriamo che
(B @B\ < 5 [1(67) - 7 (7))
Siha

B (B;a,b)\S C E+ (B5a,b).
Se E4 (B;a,b) = P siha
B(B;a,b)\S =10,
quindi
A* (B(B;a,b)\S8)=0.
Sia E4 (B;a,b) # 0. Sia {(an,bn)} una successione disgiunta di intervalli
contenuti in (a, b) tali che

E+(4B;a1b)= U (an:bn)'
n=1

Inoltre per ogni 7 € N risulta

3 nan < 5[ (07) =1 ()]
Allora si ha
A" (B (B;a,b)\S) < AT (E4(Bsa,b)) <

o0

e < 3 (7) 1 ()]

n=1

IA
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(b) Mostriamo che
({0 r=}) =0
Poiché per ogni 3 > O siha
{D*f =00} CBBiaY),
per la monotonia di \* per ogni 3 > O siha
A({ptr=o0}) = ({DTr=o0}) <X (B(Bia,b)).

Allora per il punto (@) per ogni 3 > O siha

r({prr =) < 5 [r(07) -1 (7).

Per I'arbitrarietadi 3 > O siha

A({D+f=oo}) —0. ®

Teorema 1.17  (Lebesgue) Sia f : [a,b] — R monotona. Allora f
& derivabile q.0. in [a, b].

Dimostrazione. Poiché f & monotona per ogni * € [a, b siha
Fla) < f(z) < f(b).

Quindi f & limitata. Supponiamo f nonm decrescente. Allora le quattro derivate
generalizzate di f sono non negative in [a, b]. Poniamo

E = {D+f < D_f} m{D‘f < D+f} (‘1{D+f < oo} .

Perognixz € Esiha
D_f<D f<Df<D'f<D_f, DTf<co,
da cui segue
D_f=D f=D,f=D"f < co.

Quindi f & derivabile in E. Inoltre, poiché

CE={D-f < D*f} U{D+f< D—f} u{D+f=oo},
per i tre lemmi precedenti si ha

A(CE)=0. B

Teorema 1.18 Sia I = [a,b]. Sia f : I — R non decrescente.
Allora f' € L' (I). Inoltre risulta:

/I‘f’dh <) -1 (a).

Dimostrazione. Poiché f & non decrescente I'insieme S dei suoi punti di
discontinuita & numerabile e quindi verifica

A(S) =0.

Quindi f é continua q.0. in I. Allora f ¢ integrabile secondo Riemann in /. Quindi
in particolare

feM,L)).
Estendiamo la definizione di f ponendo perogniz > b
f(x):=71(b).

Per ogni n € N definiamo la funzione g, : I — R nel seguente modo. Per ogni
z € I poniame

0n (@) =7 [f (=+3) —f(x)} .

Poiché f e imtegrabil do Ri e poiché f € M (I,L (I)). per ogni
n € N la funzione g,, ¢ integrabile secondo Riemann e risulta

gn EM(I,L()).
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Per il teerema precedente f & derivabile q.o. in J. Allora per quasi ogni x € I siha

n];_,};o gn (z) = hli'f)l+ w =

(=)
Quindi
frem, ).

Inoltre, tenendo conto del lemma di Fatou, si ha

b
[ran < tm o ax=tm[ o) do=
I I a

= Ll[n/‘bf<m+;l;)d:c—n/bf(m)dz:]=
= Lxg{n/b-}—l/uf(z) dz-n/a+1/nf(m) d:r] .
3 a

Perogni c € [a, b] siha

ct+1/n c+1/n
liln/ f(x)dz:nli_q;)n/ f(z)dz = f(c).
Quindi

/If'dz\if(b)—f(a)- .

Definizione 1.19  Una funzione f : [a, b] — R si dice singolare se:

(i) f éderivabile q.0. in (a,b);
(i) risulta f' =0q.o0. in (a,b).

Esemp i0 1.20  Lafunzione Heavyside H &singolare in ogni intervallo
la,b] C R.
Infatti H & derivabile con derivata nulla in ogni & # 0. Inoltre siha

D, H(Q)=D"H(0)=0, D_H(0)= D H(0)=co.

Esempio 1.21 Lafunzione di Lebesgue-Vitali L & singolare in [0, 1].
Infatti poiché L &énon decrescente in [0, 1], ¢ derivabile q.0. in [0, 1].
Inoltre, poiché negli intervalli aperti I, ;, rimossi nella costruzione
dell'insieme di Cantor la funzione L é costante, siha

L'=0
nell’insieme
oo 2™
U Ut
n=0k=1
Allora poiché
oo 27
cl U U] =K
n=0 k=1
e poiché
AMK)=0,
siha

L'=0 qo.in [0,1].

Osservazione 1.22  Esitono funzioni
singolari, continue, non decrescenti, ma non costanti. Un esempio & dato
dalla funzione di Lebesgue-Vitali.

Osservazione 1.23  FEsistono funzioni singolari, continue e

strettamente crescenti (non le vediamo).
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9.2 Funzioni a variazione limitata

Definizione 2.1 Sia f: [a,b] — R. Sia
A={a=x0<T1 <..<zn=0b}
una partizione di [a, b]. Poniamo

tas (£,8) = Y_ If (@) = f (@k-1)|-

k=1
Notazione 2.2 Denotiamo con IT Iinsieme delle partizioni di [a, b].
Definizione 2.3 Sia f : [a,b] — R. Si dice variazione totale di f
in [a, b] la quantita
Top (f) := sup tap (f, A).
AcTl

Definizione 2.4 La finzione f si dice g variazione limitata in [a, b]
se

7z,b(f)<:°°'
Denotiamo con BV [a,b] Uinsieme delle funzioni a variazione
limitata in [a, b].
Definizione 2.5 Sia f : R — R. Sidice variazione totale di f n R
la quantita

T(f):= su

P 7‘ab(f)'
—oo<a<b<oo

Definizione 2.6 Lafunzione f si dice a variazione limitata in R se
T(f) < oo.
Denotiamo con BV (R) I'insieme delle funzioni a variazione limitata in
R.
QOsservazione 2.7 Se f € BV (R) allora per ogni [a,b] C R siha
fl[a’b] € BV [a, b] .
Viceversa se per ogni [a, b] C R siha
f][a’b} € BV [a,b].

non necessariamente f € BV (R), come mostra I’esempio che segue.

Esempio 2.8 Sia
f(x) =sinz.
Per ogni [a,b] C Rsiha )
fliap) € BV [a, ]

Draltra parte
f¢ BV (R).

Osservazione 2.9 Sia f : [a,b] — R monotona. Allora f €
BV |a, b] erisulta

Too (f) =17 (b) = £ (a)]-
Osservazione 2.10 Sia f : R — R monotona. Allora f €
BV (R) se e solo se f & limitata. In tal caso risulta

T(f) =|f(c0) = f(=o0)|-

Osservazione 2.11 Sia f € BV [a, b] oppure f € BV (R). Allora
f é limitata.
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Infatti se f € BV [a,b] siha
e If (@) < I (@) + Tap (f) < 00,

z€la,
ese f € BV (R)siha
S‘elglf(z)l SIf (=) +T(f) <co.

Osservazione 2.12  Sia f € BV [a, b] tale che
Tus (f) = 0.

Allora f & costante in [a, b].
Proposizione 2.13

(i) Siano f € BV [a,}], A € R. Allora

T (AF) = I\ Tas () -
(ii) Siano f,g € BV [a,}]. Allora
Tow (f +9) < Tap (f) + Tab (9) -

Dimostrazione. (i) PerogniA € [Isiba

tab (Afv A)

ST Af (=R) = A (me-1)l =

k=1
= Y @) - fme-)l =
k=1
= |Atas (£,2) < [A[Tab (f)-
Quindi

Tao (Af) < 1A[Tas (f) -
(ii) PerogniA € [Isiha

tas (F+9,8) = > [f(@k) = f(@r-1) + g (@k) — g (ze-1)| £
k=1
< Y @) - FEe-Dl+ Y lg(@e) — g (@)l =
k=1 k=1

= tab (f: A)+tab (91 A) S Tob (f)+Tab (9)-
Allora
Too (F+9) < Tap (f) + Tan(g)- &

Proposizione 2.14  Siano f,g € BV [a,b], X € R. Allora
f+ Mg € BV [a,}].

Dimostrazione. Per la proposizione precedente si ha

Tap (f +A9) € Tap () + (M| Tap (9) < co. @

Definizione 2.15  Definiamo I"applicazione [|-|| : BV [a,b] — R+
nel seguente modo. Per ogni f € BV [a, b] poniamo

71l == Tab (£) -

Prqposizione 2.16 Lapplicazione ||-|| : BV [a,b] — R4 &una
seminorma.
Dimostrazione. (i) Siano f € BV [a,b], X € R. Allorasiha
[IAfll = Tao (Af) = IM Tas (£) = [AL I F1] -
(ii) Siano f,g € BV [a,b]. Allorasiha
If+9ll =Tao (F+9) < Tap (N + Tae (@)= [IFl + llgll . ®
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Teorema 2.17  (ddditivita della variazione totale) Sia f €

BV [a, ). Sia ¢ € (a,b). Allora
Tob (f) = Tac (f) + Ten (f) -

Mostriamo che vale la disuguaglianza

Tap (f) € Tac (f) + Teo (f) -

Sia A una partizione di [a, b] arbitraria. Allora A individua una partizione A; di
[a, ¢] ¢ una partizione Az di [c, b] ¢ risulta

tab(f:A)S tac(f7A1)+tcb(f:A2) S Tac(f)+ch(f)~

Dimostrazione.

Allora
Tab (f) £ Tac () + Tes (f) -
Mostriamo che vale la disuguaglianza inversa

Toc () + Teo (f) £ Tan (f)-

Per ogni £ > O esistono una partizione Ay di [a, c] ¢ una partizione A di [c, b] tali
che

;o ten (f,82) > Teo () -

wim

tac (val) > Tac (f) -

[SIRG)

Poniamo
A=A U A
Allora A ¢ una partizione di [a, b] ¢ risulta
tab (f,A) = tac (f, D1) + teb (f, D2) > Tac (F) + Teo (F) — &
Quindi
Tab (f,8) 2 Tac (f)+ Teo (f) — &
Per I'arbitrarieta di =, siha

Tob (f,8) 2 Tac (f)+ T (f)- B

Definizione 2.18 Sia f € BV [a,b]. Definiamo I"applicazione
Té‘f) : [a, b] — R nel seguente modo. Per ogni x € [a, b] poniamo

Té,f) (1') = Tax (f) -

Teorema 2.19  Sia f € BV [a, b]. Allora

(1) Téf ) 3 non decrescente;

[¢)) T(Ef) & continua da destra (o da sinistra) in ogni punto in cui lo sia
la funzione f.

Dimostrazione. (i) Perogniz,y € [a,bl.conx < y,siha
Tay (f) — Toz (f) =Ty () 20,
quindi
Taz (f) £ Tay (f),
ovvero

T () < TV (3).

Quindi Téf ) & non decrescente.
(ii) Siazo € [a,b)taleche

]im+ f(z)=f(=xo0)-

7%
Sia £ > O arbitrario. Sia
A={z0=yo<¥y1 < ..< yn=0b}
uma partizione di [z, b] tale che
tags (,8) > Tage () = 3.
Sia x1 € (o, y1) tale che

[f(z1) = f(wo)| <

ol m
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Poniamo
Ay = Au{z1}.
Allora A1 & ancora una partizione di [z, b] ¢ poiché
A DA,
risulta

oo (F2 1) > tage (f,8) > Tugs (f) = 3-

Poniamo
Az = A\ {zo}.

Allora Ap ¢ una partizione di [z, b] @ risulta

tayo (F, A2) = tage (f,81) = |f (21) — f (zo0)]-

Quindi si ha
Tmlb(f) > tmlb(.f1A?) =
= teqe (A1) = [f(z1) — f(=o)l 2
> teoe (£, A) = f (@) — (o)l >
> Tegn(f)— s
cioé

Tmob < szlb +e
Allora, per il teorema precedente si ha

Tn:cl (f) = Ta(f)— Ta:lb(f) <
< Tab(f)_Tmob(f)+5=Tazo(f)+5:

cio¢
Téf) (z1) < Tif) (xo)+ €
Poiché T{F) & non decrescente, per ogni = € (To, 1) siha
T (wo) < T () < T (1) < TJ7 (wo) + <.
Quindi
lim T (z) = TY) (z0). ®

T—zg

Definizione 2.20 Sia f : [a,b] — R. Sia
A ={a=z0,%1,...,on = b}
una partizione di [a, b]. Poniamo

Pab (£, 8) =D If (@) = f(ze-1)l;

k=1

nas (£, 8) = 3 1f (@) — £ (@)l
k=1

Definizione 2.21 Sia f : [a, b] — R. Si dicono variazione positiva
e variazione negativa di f in [a, b] rispettivamente le quantita

Pop(f) = sup Pas (F, D),

Nab (f) = Sup Nap (fv A) .
Aell

Proposizione 2.22  Sia f € BV [a, b]. Allora

f)—f(a)

1
Pab(f):'éTab(f)_" 9

f®)—f(a)

Nab(f)zéTab(f)- 9

Tab(f):Pab(f)+Nab(f)s
Pab(f)—Nab(f):f(b)_f(a)'




98

Dimostrazione. Sia
A = {a = z0,%1,.--,Fn = b}
una partizione di [a, b] arbitraria. Si ha

Pab (f,A)"'nab (fyA)=

> {[f (zk) = f (@e-1)]p + [ (&) - f(%-l)]_} =
k=1

n

ST Uf (@) — f @e-1)l = tas (£, D).
k=1

Pab (f,8) — nas (f,8) =

3 {1 @) = F @l = [f (@) = F(men)]_} =
k=1

n

[f (zx) = f(ze—1) = F(B) - f(a).

k=1

Allora
1 b) —
Pab (f,A) = Et"" F, Ay + M’

F®) -7

Mas (f,A) = %m (h8) - S

Per T"arbitrarieta di A siha

F) - f(a)

1
Pa.b(f)=:2' ab(f)+ > H

New () = 3T () - L1

Da queste seguono le altre due relazioni. W

Teorema 2.23  Sia f € BV [a, b]. Sia ¢ € (a,b). Allora
Pa.b(f) :Pac(f)+Pcb(f)'

Nab(f)zNac(f)"'Ncb(f)‘

Dimostrazione. Segue dall’additivita della variazione totale, tenendo conto della
proposizione precedente. B

Definizione 2.24 Sia f € BV [a, b]. Definiamo le applicazioni
PP jas =R, NP :la,b)-R
nel seguente modo. Per ogni = € [a, b] poniamo

P () := Paz (f), N (@) := Naz (F).
Proposizione 2.25  Sia f € BV [a,b]. Allora
) _ L pn _ 1
P =2 (T 4 1) - =,
) _ Y _ f(a)
N = 2 (TP - r) + 2
T = pD 4 N
F=PP NP 4 5(a).

Dimostrazione. Segue dalla proposizione 2.22. B

Teorema 2.26  Sia f € BV [a, b]. Allora

@) Py ) , Nt(,f ) sononon decrescenti;

Capitolo 9  Derivazione

(ii) P‘g ) , N,S‘f ) sono continue da destra (o da sinistra) in ogni punto in
cui lo sia la funzione f.

Dimostrazione. Segue dal teorema 2.19, temendo conto della proposizione
precedente. @

Teorema 2.27 Sia f : [a,b] — R. Allora sono affermazioni
equivalenti:

(i) f€BV]a,bl; :
(ii) esistono f*, f~ : [a,b] — R non decrescenti tali che

f=ft-s.

Dimostrazione. (i) = (ii) Poniamo
Pe=P +if @l 1T =N @)
Allora f te f sono non decrescenti ¢ risulta
fr- =P NP 45 =1
(id) = (i) Sia
A = {a = z9, %1, ..., Tn = b}

una partizione di [a, b] arbitraria. Siha

tab (va) =

= Y f@e) - fze-)l=

k=1

[ @ = ¥ @een)] = [17 @0 - 17 @] <

s I8

[7+ @) = £+ @een)] + 30 [17 @0) = 1~ (@] =
k=1

Lo

= [ffo-rr@]+[m - ).
Per I'arbitraricta di A siha

T (LM< [FFO - T @]+ [ - (@] <. ®

-

Definizione 2.28 Sia f : [a,b] — R. Siano f*,f~ : [a,b] = R
non decrescenti tali che

f=1r-s
La precedente uguaglianza é detta decomposizione di Jordan di f.

Osservazione 2.29 La decomposizione di Jordan di una
funzione non ¢ unica.

Corollario 2.30 Sia f € BVia,b. Allora f ha al pia

discontinuita di prima specie in [a,b]. Inoltre I'insieme dei punti di

discontinuita di f & al pitt numerabile.

Dimostrazione. Siano f1, f™ : [a, 5] — R non decrescenti tali che
f=5r-s.

Poiché £ e f~ sono non decrescenti, gli insiemi dei punti di discontinuita di f te
™ somo al pit numerabili. Quindisiha la tesi. ®

Teorema 2.31 Sia f € BV [a, b]. Allora f &derivabile q.0. in [a, b].

Dimostrazione. Siano f +, f : [a, b] — R non decrescenti tali che

f=rt-r.
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Per il teorema 1.17 le funzioni f™ ed f~ sono derivabili g.o. in [, b]. Allora si ha
latesi. @

Teorema 2.32 Sia I = [a,b]. Sia f € BV [a,b]. Allora f' €
L' (I) erisulta:

f IF'] dA < T ().
I

Dimostrazione. Poiché T'F )N ‘Sf ), P,if ) sono non decrescenti, per il teorema
1.17 sono derivabili q.o. in [a, b] con derivata non negativa. Inoltre ricordando che

()
Téf) - Péf) +Néf_7

f=PP - NP 1 f(a),

siha
(1) = () (v)'

r=(r) - ()
Allora
()| = () = (52) = (20)'
Quindi

/I[f’l d,\gfI(Tgf))'dnga(f’ (b) =T (@) = Top (). ®

Definizione 2.33 Una curva piana si dice rettificabile se
I"estremo superiore delle lunghezze delle poligonali inscritte nel sostegno
della curva & finito. Intal caso tale estremo superiore si dice lunghezza della
curva.

Teorema 2.34  Sia f : [a,b] — R continua. Allora sono affermazioni
equivalenti:

{d) f € BV]a,b];
(ii) 1l grafico di f & una curva rettificabile.

Dimostrazione. Definiamo la funzione ¢ : [a, b] — R?2 nel seguente modo. Per
ognixr € [a,b] poniamo

@ (x) = (z, f (z)).
Lapplicazione ¢ realizza una corrispondenza biunivoca tra I'intervallo [a, b] e il

grafico di f. Quindi esiste una corrispondenza biunivoca tra partizioni di [a, b] ¢
poligonali inscritte nel grafico di f. Sia

A={a=z0< 71 < ... < T =b}

una partizione di [a, b] arbitraria. Sia 7 (A) la poligonale corrispondente. La
lunghezza di tale poligonale & -

1/2

L @) = 3 {low = 2xoal® + [ (@) = £ (@e-2)*}
k=1

Siha
S F@) - flaeo)l < Um(a) <
k=1
<Y {lmk — meoa] + 1S (@) — f @k}
k=1
OVVETC

tap (f,4) S U(m(A)) < tap (f,8) +0— a.

Per I'arbitrarieta di A siha
Tap (f) < zuerr’Il(’f(A)) L Tas (f)+b-a.
Quindi
Tab (f) < oo seesolose z\;;l)_[l(ﬂ' (A)) <oc. B
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9.3 Funzioni assolutamente continue

Notazione 3.1 Sia J C R un intervallo. Denotiamo con F (J)
I'insieme delle famiglie finite di sottointervalli chiusi di J privi di punti
intemni comuni.

Definizione 3.2 Una funzione f : J — R
si dice assolutamente continua in J se per ogni ¢ > 0 esiste § > Otale
che per ogni famiglia

{[a17b1]1"'7 [a’nvbn]} S J:(J)7

con
n

Y e —ar) <$,

k=1

risulti

n
N Irr) = flar)l <e.
k=1
Denotiamo con AC (J) I'insieme delle funzioni assolutamente continue in
J. Se J = [a, b] scriviamo AC [a, ] .

Osservazione 3.3 Sia f € AC(J). Allora f & uniformemente
continua in J.
Osservazione 3.4 Se f € AC (R) allora per ogni [a,b] C Rsiha
Fliawy €AC Y.
Viceversa se per ogni [a,b) C R siha
fl[a’b] € AC [a, b].

non necessariamente f € AC (R), come mostra I'esempio che segue.

Esempio 3.5 Sia
f(z)=2"
Per ogni {a,b] C R siha
Fliay € ACla,b].

Draltra parte, poiché f non & uniformemente continua in R, si ha

f ¢ AC(R).

Osservazione 3.6 Se f : J — R é lipschitziana si ha
' feAC ).
In particolare se f € C (J) siha
feAc(J).
Definizione 3.7 Sia I = [a,b. Sia f € L'(I) La

funzione integrale telativa ad f & la funzione F : I — R definita nel
seguente modo. Per ogni x € I poniamo

F(x) :=/[ ]fdA.

Proposizione 3.8 Sial =[a,b]. Sia f € L (I). Sia F la funzione
integrale relativa ad f. Allora

F € AC|a,b].

Dimostrazione. Sia ¢ > 0 arbitrario. Sia § > O tale che, perogni E € £ (I),con

A(E) <6,
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risulti

/Em dr < e.

Sia {[a1, b1] , ..., [an,bn]} € F (J)tale che

3 (b — ar) < 6.

k=1
Poniamo
E:= | [ak,bx]
k=1
Allora
AE) =Y (b —ar) < 6.
« k=1
Quindi
/ Il dx <,
E
ovvero
Z / 1] dA < e.
[ok k]
Allora

n

3 IF (b)) = F(an)l >

k=1 k=1

dA} <
f[ak CE

IA

[a i)

Proposizione 3.9  Siano f,g € AC (J), A € R. Allora
F+XeAC ().

Dimostrazione. Poniamo
h:= f + Ag.
Sia ¢ > O arbitrario. Sia §; > O tale che per ogni famiglia

{la1, 1] ..., [an, bn]} € F (J),

con
n
Z (bk - ak) < 51,
k=1
risulti

D 1F(be) - £ (ar)l <
k=1

(M)

Sia §5 > O tale che per ogni famiglia
{la1,b1] .., [an, ba]} € F (J),

con

Z (bk — ak) < 62,

k=1
risulti

Z lg(be) — g (ar)l < 57 "W

Poniamo

6 := min {61,682}.
Allora per ogni famiglia

{[alybl] ERET [un:bn]} € f(‘]) ]

con

n

3 (b - ak) < 6,

k=1

Z/ If] dX < e

Capitolo 9 Derivazione

siha

> b (b)) — h(aw) <

k=1

< ST (be) — £ (ar) + (A Z 9(bx) —glax)l <. ®
k=1 k=1

Teorema 3.10  Sia f € AC [a, b]. Allora f € BV [a, b].

Dimostrazione. Sia ¢ > O fissato. Sia § > 0 tale che per ogni famiglia

{[alﬁ bl] PR [any bﬂ”’ eF ([ar b]) ’

con
Z (b —ax) < 8,
k=1
risulti
ST (be) - Flaw)l < e
k=1
Sia

A={a=x0< 71 < ... < T, =b}
una partizione di [a, b] tale che per ogni k& € {1,...,n} risulti
T — Th—1 < 6.

Per I'additivita della variazione totale si ha
n
Tas (f) = Z ka—-l“’k (f) -
k=1

Siak € {1,...,n}. Sia

Ay 1= {:vk_l = zg < :t:;‘ <..< z:k = zk}

una partizione di [z, _1, =] arbitraria. Poiché

{{mg,:c'f] g [z:k_l,zzk_]} € F ([a, b])

¢ poiché risulta
ﬂ.k
(:45;C - :r;c_l) =Tp — Tp—1 <6,
=1
siha
o= 3
|1 (el) =1 (at)| <=
ciod
tog_qap (D) <e.
Per l"arbitrarieta di Ay siha
T‘k—l-‘”k (f<e.
Allora

Tao (f) = Z Tzp_q3p (f) < me < oo,

k=1
Quindisihalatesi. &

Osservazione 3.11 Se f € AC(R) in generale non & vero che

f € BV (R), come mostra ’esempio che segue.

Esempio 3.12 Sia
f(z)=sinz.
Poiché f é lipschitziana in R siha
feAC(R).
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Draltra parte abbiamo visto che

f¢€ BV (R).
Teorema 3.13  Sia f € AC [a, b]. Allora f & derivabile q.o. in [a, b]

Dimostrazione. Segue daiteoremi 3.10¢2.31. @

Proposizione 3.14 Sia f € AC[a,b]. Allora T, P9, NP
€ AC|[a,b].

Dimostrazione. Sia € > O arbitrario. Sia & > O tale che per ogni famiglia

e {[al’bl] PRELT [aﬂrb'!”’ € f([arb]) )

Z(bk_—ak)<6,

k=1
risulti
D1 b)) = f(ar) < e
=1
€ F ([a, b]) tale che

=

Sia {[a1,b1],.-., [Gn, bn

”n

z (b — ax) < 6.

k=1

Perognik € {1,...,n} sia

Ak:z{ak=mg<mf<.._<zk =bk}

e

una partizione di [ay, by| arbitraria. Poiché

{[‘T;“l’m;‘]}ke{x ..... n}.o {1 n.} < 7 (ot

e poiché risulta

n Nk

(ﬂ'f - If—x) =D (e —ax) <8,
k=1

k=11l=

-

siha

n ng

(at) - (s1) <

k

-

=1
OVVero

n

tagop (f, 1) < <.
e=1

k=

Per Uarbitrarieta delle Ay, siha
. n

> Taps, ()< e
k=1

.Allora

3T ) - T (a)| 3 | Tasye (F) = Taay ()] =
k=1 k=1

= Z Takbk (f)SE
k=1

Quindi
TY) € AC|a,b].
Infine
5 _ L _f) ,
P! _Q(To +f) 5 €408,
(5 Y mn f(a)
NP =2 (s - f) +75" €AC[,0. B
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Teorema 3.15 Sia f : [a,b)] — R. Allora sono affermazioni
equivalenti:

(i) f € AC [a,3];
(ii) esistono fT, f~ € AC [a, b] non decrescenti tali che

f=rt-r.

Dimostrazione. (i) = (i) Poniamo
fre=P 4 i)y, f- =N+ (@)l
Allora per la proposizione precedente si ha
FT,f~ € AC][a,b].
Inoltre £+ ¢ £~ somo non decrescenti ¢ risulta
Jr-m =P - N +f() =7

€ii) = (i) Segue dalla proposizione 3.9. H

Teorema 3.16 Sia f € AC [a, b] non decrescente. Sia E C [a, b]
misurabile secondo Lebesgue tale che

AE)=0.
Allora risulta
A(f(B)) =0.

Dimostrazione. Sia € > 0 arbitrario. Sia & > 0 tale che per ogni famiglia

{la1,61], ..., [an, brl} € F(J),

con
Z (bx — ax) < 6,
k=1
risulti
ST (k) ~ Flar)] < e
k=1
Poiché

A" (B)=)(E)=0,

esiste una successione disgiunta {(a, b, ]} di intervalli contenuti in [a, b], con
5o
EC | (@n,bnl,
n=1

tale che
z (bk - ak) < 6.
=1

Perognin € Nsiha
{[a1,b1], ..., [an, bn]} € F (J)

erisulta
n

z (bk—ak)<6.

k=1
Allora perogni n. € N risulta
ST IF(be) — flaw)] <e.
k=1

Per I'arbitrarieta di 7 € N si ha

8

[F(be) — fap)] <e.

k=

-

Poiché f & continua ¢ non decrescente risulta

F(E)YC U flaw, b)) = | [f(ar), F ()]

k=1 k=1
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Quindi
NFENSY [FB) - fla))<e
k=1
Per l'arbitrarieta di £ > O siha
A" (f(E)) =0,

da cui segue
A(f(E)) =0 &

Osservazione 3.17 La funzione di Lebesgue-Vitali non &
assolutamente continua in [0, 1].

Infatti supponiamo per assurdo

) LeAC[0,1].

Allora, per il teorema precedente, poiché

A(K)=0,
siha
AML(K))=0.
Draltra parte poiché
L(K) =[0.1],
siha

AL(K)) =1,

da cui I"assurdo.

Osservazione 3.18 Sia f € AC (R) non decrescente. Allora la
misura di Lebesgue-Stieltjes A7 associata ad f ¢ assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue. Infatti per il teorema precedente per ogni
E € £ (R)tale che

ANE)=0,
siha
A (BE) =X (f(E)) =0.

Teorema 3.19  Sia f : (a,b) — R non decrescente e continua.
Allora I'insieme

F{s =0}

ha misura di Lebesgue nulla.

Dimostrazione. Poniamo
E:= {f’ =0}.
Sia € > O arbitario. Sia zo € E. Sia § € (a, xo) tale che
) —
f(sg‘ io(z()) <,
owvero tale che

ge (€) > ge (o) -
Poiché f & continua, anche g, lo &, quindi

ge (o) =T, (z0) -

Allora

9 (§) > 9. (o),
owero

z0 € E_(55a,b).
Quindi

ECE_(s;a,b).

Sia {(¢n,d» )} una successione di intervalli disgiunti contenuti in (a, b) tali che

E_(s5a,b) C G (cn,dyn).

n=1

Capitolo 9  Derivazione

Allora si ha
oo
EC | (e, dn)-
n=1
Inoltre per ogni 7 € N siha
f(dn) - f(cn) S E(dn - an)-

Poiché f ¢ continua ¢ non decrescente si ha
FE)C | Flensdn)) = J (F(en), f(dn))-
n=1 n=1

Allora per la definizione di A siha

oo

ST f(dn) = Fen)l

n=1

A(f(B) <

o0

< €Y (dn-cn)<e(b—a).
n=1
Per Tarbitrarieta di ¢ > O siha
AT (f(E) =0,

da cui segue

A(f(E)=0. &

Teorema 3.20 Sia f € AC [a, b] non decrescente singolare. Allora
f & costante in [a, b].

Dimostrazione. Sia ¢ € (a, b] arbitrario. Poniamo
Ey=a,dNn{f =0}, Ez:=[a,d]n{f #0}.
Allora
[a,c] = E; U Eq,
da cui segue
f(la,c]) = f(E1) U f(E2).

Per il teorema precedente si ha

A(f(Er))=0.
Inoltre poiché f & singolare siha
A(E2)=0,
quindi, per il teorema 3.16, siha
A(f(E2))=0.

Allora
A(f ([a, ])) = 0.

Poiché f & continua e non decrescente si ha

f(la, ) =[f(a),f ()]

Quindi si ha
A([f (@), f(e)) =0,
da cui segue
[f (@), f (] = {f(a)},
ovvero

feay=1(a)-

Per arbitraricta di ¢ € (a,b]sihalatesi. B

Osservazione 3.21 1l teorema precedente mostra di nuovo che la
funzione di Lebesgue-Vitali L non & assolutamente continua in [a, b].

Infatti supponiamo per assurdo
L € AC[a,b].

Allora, poiché L &non decrescente e singolare, per il teorema precedente L
& costante in [a, b], da cui I"assurdo.
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Osservazione 3.22 La funzione di Heavyside H non &
assolutamente continua in R.

Infatti supponiamo per assurdo
He AC(R).
Allora per ogni [a,b] C R siha
H € AC [a,b]. J

Quindi, poiché H ¢ non decrescente e singolare, per il teorema precedente
per ogni [a, b] € R la funzione H & costante in [a, b], da cui I’assurdo.

Osservazione 3.23 Linclusione
AC [a,b] C BV [a, b]

& stretta, ovvero esistono funzioni a variazione limitata che non sono
assolutamente continue, come mostra I'esempio che segue.

Esemplo 3.24 La funzione di Lebesgue-Vitali L e la funzione di
Heavyside H sono monotone, quindi a variazione limitata, ma non sono
assolutamente continue, per quanto visto nelle precedenti osservazioni.

94 Derivazione e integrazione

Definizione 4.1 Sia I = [a,b. Sia f € L!(I). La
finzione integrale relativa ad f & la funzione F : I — R definita nel
seguente modo. Per ogni & € I poniamo

F(z) ::f[ ‘]fd)\.

Lemma 4.2 Sia I = [a,b]. Sia f € L' (I). Sia F la funzione
integrale relativa ad f. Sia F identicamente nulla in I. Allora

f=0 qo.inl

Dimostrazione. Poniamo
E.={f>0}, E_:={f<0}.
Mostriamo che
A(Eq)=0.
Supponiamo per assurdo
A(E4) > 0.

Allora risulta )
/ fdx= f+dX> 0.
By E4

Poniamo

1
g= 7 fdA.
Sia § > 0O tale che perogni £ € 4, con
A(E) <6,

risulta
/ fdx < e
E
Sia C C E un insieme chiuso tale che
A(EL\C) < 6.

Allora siha

/ fdx < e,
EL\C
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cioé
/ fdx— / fdx<e,
Eq c
ovvero
2e — / fdix < e.
c
Da questa segue
/ fdx>e.
c
Poniamo
A= (a,b)\C.
Allora
/ fd/\=/fd,\—/ fdAa.
[of I A
Siha

/fdA:F(b):O.
I

Inoltre A & aperto. Sia { (2, yn)} C P (I) una successione disgiunta di intervalli
aperti tale che

A= (en,dn).
n=1
Allora
/ fdA:Z/ fdx=Y" [F(dn)— F(cn)] =0,
A n=1"Y{cn.dn) n=1
Quindi

/ fdA:/fd/\—/ fdx=0,
(e} I A
da cui I'assurdo.

Analogamente si prova che
A(E_)=0.
Quindisihalatesi. @

Teorema 4.3 Sia I = [a,b]. Sia f € L1 (I). Sia F la funzione
integrale relativa ad f. Allora

F'=f qo.inl

Dimostrazione. (a) Supponiamo che esista A > O tale che
[fI< M qo.inl

Estendiamo la definizione di F'. Per ogni x > b poniamo
F(z):= / FdX.
I

Per ogni n € N definiamo la funzione F,, : ] — R nel seguente modo. Per ogni
x € I poniamo
fdx.

Fn(z)i=n [F (.1: + %) - F(:c)} = n/[z'ﬁl]

Sia y € I arbitrario. Per quasi ogni = € [a, y] risulta

F'(z)= lim M= lim F, ().
h—0t h n—oo

Inoltre per ogni n € N siha

[Fa| < M.
Allora per il teorema di Lebesgue si ha
f F'dx= lim F,dX
[a,¥] T Ja.y)

Poiché F & continua in I siha
F eR((I),
quindi si ha
{Fa} CR).
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Quindi perognin € N siha

¥
/ Fnd\= / F, (z) d=.
fa,4] a

Allora
f F'dx = lim
la.y] "0 J e, y]
v 1 ¥
= lim [n/ F(:t-l-—) d:t:—n/ F(z)dz:[=
n—o00 a n .

= lim [nfy+l/ﬂF(m) dm—n/yF(z) da:] =

y .
Fnd\ = lim/ F,(z)dz =
n—oo f_

n—roo Fi/n
y+1l/n a+l/n
= lim [n/ F (z) dz — n/ F(x) d:t] .
n—oc v a

Poiché per ogni z € I risulta

z+1/n 1 z+h
lim n/ F(z) dr= lim —/ F(z) dz = F(z),
7n—00 = h—ot h J,
si ha

/{a‘y] F'd\= F(y) - F(a) =/ fax.

la,y]

Quindiperogniy € Isiha
f (F'—f)dx=0,
le.y]

ovvero la funzione integrale relativa ad ' — f & identicamente nulla in . Allora per
il teorema precedente si ha

F'=f qo.inl.
(b) Supponiamo f > O in I. Allora F & non decrescente in I e risulta

fF’dAg F(b)— F(a).
I

Mostriamo che
F'>f qo.inl.
Sia nn € N arbitrario. Poniamo
frni=min{f,n}.

Sia F), la funzione integrale relativa ad f,,. Poiché f,, & limitata, per quanto visto in
(i)siha

F. = fn qo.inl.

Poniamo

Allora perognix € Isiha
Ga@o=[ G-gman

Poiché
f—fa20,

T'applicazione G, & non decrescente, quindi & derivabile q.o. in ] e nisulta
G/, >0 qo.inl.
Allora
F'=F.+G, =f,+G, >f, qo.inl.
Per I'arbitraricta din € Nsiha
F'>f qo.iml.
Allora siha
F(b) — F(a) > / Fldx> / fdx = F(b) - F(a),
I 1
quindi
/ (F' = f)dx=0.
1
Allora, poiché
F'—f>0 qo.inl,
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siha
F'=f qo.inl.
(c) Nelcaso generale si ha
F=fH-7f-
con

fr.f-20.

Siano Fy, F_ le funzioni integrali relative ad f, f_ rispettivamente. Allora per
ognix € Isiha

F(z)=] fdx= f+dA—f f-dx=F4 (z) - F_ (x).
la,=] la,=] la,z]
Quindi
F=F, - F_.
Inoltre per quanto visto nel punto (b) siha
Fi=fy qo.inl, F.=f_ qoinl
Allora

F'=F,-F.=fi—f-=f qoinl. B

Teorema4.4 SiaI = [a,b]. Sia f : I — R. Allora sono
affermazioni equivalenti:

() f € AC[a,b];
(i) f &derivabile q.o. in I con derivata f’ € L' (I)eperogniz € I
risuita

(=)=

[a,z

]f’dA+f(a).

Dimostrazione. (i) = (ii) Poiché f € AC [a,b]siha f € BV [a, b], quindi
f & derivabile q.o. in I e risulta

et (.

(a) Supponiamo f mom decrescente. Sia g la funzione integrale relativa ad f ‘.
Allora g € AC [a, b]. Quindi

f—g€AC]a,b].
Inoltre g & derivabile q.o. in I e risulta
f'=4¢" qo.inl,
OVVero
(f-9) =0 qo.inl.

Quindi f — g & singolare.
Perogni z,y € I, conz < y, poiché risulta

/ Flax< f ) - £ (),
[=,y]
siha

@) - g @) - [f (@) — g @) =

F@-F@-[9@-9@=)]=
f(y)—f(z)—/ Fldx>o0.
[

z, Y

Quindi f — g &non decrescente.
Allora f — g & costante in I. Quindi per ogni = € I risulta

f(x)—g(x)=f(a) —g(a)=f(a),
cioé

f(x)=g(w)+f(a)=/[

e,

flax+f(a).
=]
(b) Nelcaso generale, siano f +,f~ € AC [a, b] non decrescenti tali che

f=f-f".
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Per il punto (a) perogniz € Isiha

(=) =/( : (f+)' dx+ T (a),

7@ = /[ . (57) x+ 1" (@)

Quindi perogni = € [ siha

1@ = [ () et @@=

- f[ ]f’d/\+f(a).

(i1) = (i) Gia dimostrato. &

Corollario 4.5 Sia f € AC]a, b] singolare. Allora f & costante in
la, b].

Dimostrazione. Sia I = [a,b]. Poiché f € AC [a, b], per il teorema precedente
perognix & Isiha

f(-r)=/[ S @,

Poiché f ¢ singolare si ha
=0 qo.inl.

Allora perogniz € Isiha

f@)=f(). &

Teorema 4.6 Sia I = [a,b]. Sia f € BV [a,b]. Allora esistono
g € AC [a,b]e h : I — R singolare tali che

f=g+h.
Inoltre:

(i) la coppia (g, k) & unica a meno di costanti additive;
(i) se f & non decrescente, anche g e h sono non decrescenti;
(iil) se f.& contmnua, anche h & continua.

Dimostrazione. Poiché f € BV [a,b]siha f' € L1 (I). Sia g la funzione
integrale relativa ad f'. Allora g € AC [a, b] ¢ risulta

' =f qo.inl
Poniamo

h=f-g.
Allora & & derivabile q.o. in I ¢ risulta
"h' =0 qo.inl,

ciog h ¢ singolare.
Sia f non decrescente. Allora

f'>0 q.o. in I.

Siano z, y € [a, b], con = < y, arbitrari. Siha

g(y)—g(m)=/ fldx>o.

(=]

Inoltre, poiché risulta
/[ SIS,
=,y

si ha
hw-h@=iw-f@-[ fazo
[z, y]
Quindi g e h sono non decrescenti.
Evidentemente se f & continua, anche A & continua.
Mostriamo che la coppia (g, h) & unica a meno di costanti additive.
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Siano g1 € AC [a,b] e hy : I — R singolare tali che

f=g1+h1.
Allora si ha
g+h=g1+h,
da cui segue
g-g1=h-hy.
Allora

9—91=h—h; € AC [a,}].
Inoltre 1a funzione
g-nn=h-h
¢ singolare. Quindi per il corollario precedente la funzione
g-—g1=h-h

écostantein [a,b]. @

Definizione 4.7 Sia f € BV [a,b]. Siano g € AC [a,b]e h: [ —
R singolare tali che

f=g+h
La precedente uguaglianza & detta decomposizione di Lebesgue di f.

9.5 Integrazione per parti e per sostituzione

Teorema 5.1 Siano F € ACJa,b], g € L'([a,b]). Sia f :
[a, b] — Rtale che

f=F' qo.in [a,b].
Sia G : [a,b] — R la funzione integrale relativa a g. Allora Fg, fG €
L! ([a, b]) e risulta

/ Fgdx + fGdX =F(b)G(b) — F(a)G(a).
[a,b] [a,b]
Dimostrazione. SihaG € AC [a, b]. Allora F e G sono limitate in [, b]. Quindi
FG € AC [a, b].
Allora si ha
/ (FG) dx = F(b)G (b) — F(a)G (a).
[a.b]
Inoltre, poiché
G'=g qo.in [a,b],

siha

(FG)' = Fg+ fG qo.in [a,b].
Poiché f, g, F,G € M ([a,b], L ([a, b])).siha

Fg, G € M([a,b],L ([a,b])).

Inoltre, poiché F e G sono limitate in [a, b, siha

[ iFglax< o [ gl ax =l
[a,b] [a,b]

/ |fG| dX < M/ 1£ ab\:M/ |F'| dA < MTob (F).
[a.b] [a.b] [a.b]

Quindi
Fg, fG € L' ([a,b])

¢ risulta

/ Fgd\ + fGdX
[a.b] [a,b]

/ (FG)' dr =
(e.8]

F(b)G () - F(a)G(a). ®
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Teorema 5.2 Sianof € AC|e,b] non decrescente, ¢ €
LY ([f (a), 1 (b)])- Allora

/ gdA=/ (g0 ) f'dA.
[£(a).f(b)] [a.b]

Dimostrazione. Omessa. @

9.6 Funzioni a salti

Osservazione 6.1 Sia f : [a,b] — R non decrescente. Per ogni
xo € [a, b] esistono finiti i limiti

f(:cb*') = llm f(m), f(a‘o) = lim f(x).

xr —*2‘0

Inoltre esistono finiti i limiti

f(at) = x1i,£+f(z), (7)== xl_ig)x_ f(=).

Definizione 6.2 Sia f : [a,b] — R non decrescente. Sia xg €
(a,b). Sidice salto di discontinuita di f in xo la quantita

(=) =1 (=a)]

Si dice salto di discontinuita di f in a la quantita
|f (@) - 7 (a)] -

Si dice salto di discontinuita di f in b 1a quantita
HOESICIE

Notazione 6.3 Denotiamo con S I'insieme déi punti di discontinuita
di f.

Osservazione 6.4 Sia f : [a,b] — R non decrescente. Siax €
{a,b). Allora la serie

X =)

& ben definita. Infatti I'insieme [a, ) N S & al pit numerabile e i termini
della serie sono tutti non negativi.
Inoltre la serie & convergente. Infatti siha

> FEN)=rE) <5 (7)1 (ah).

z€[a,z)NS

Definizione 6.5 Sia f : [a,b] — R non decrescente. La
funzione a salti associata ad f ¢ la funzione s : [a,b] — R definita
nel seguente modo. Per ogni x € [a, b] poniamo

- [f(a*) = f(a)] se r=a,
(@)= f@)—f(=7)+ b
Y En-sEyy F el

2€[a,x)NS

Osservazione 6.6 La funzione s & costante in ogni intervallo aperto
in cui la fimzione f & continua.

Definizione 6.7 Sia f : [a,b] — R non decrescente. Sia s la
funzione a salti associata ad f. Poniamo

d:=f—s.
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Teorema 6.8  Sia f : [a,b] — R non decrescente. Allora:

(i) sed sono non decrescenti in [a, b];
(ii) d & continua in [a, b};
(iii) s & continua da destra in ogni punto z € [a, b) in cui lo sia f.

Dimostrazione. (i) Siamoz,y € [a,b], con z < y. Poiché

() 1) =

= 2 BE) )l =) - )]
sw-s@ = [fm-1(v7)] +zE[§ms[f(z+) -1(=)] -
@-s(=)]- 2 () -]
= [fw-1()]-[r@-1(=7)]+
R ICRIE)
= [fw-s()]-r@-1(=7)]+
2 2 b))l - ()
= [f(y)—f(y )] [f(z) f(ﬁ)]
PR LCOREICOIE
o fw-7(vy7) 20 f@-1(s") 20

s(y)—s(z) > 0.

Quindi s & non decrescente.

LZ @) @) o (=),
s,'s(,,fs(z) = [fw-s()]-[r@-1(=)] +
+z€(zy)ns[f(z+) ( )]
< () -s(=) <rw-r@-

d(y) - d(z) 2 0.
Quindi d & non decrescente.
(ii) Mostriamo che d & continua in (a, b).
Sia = € (a, b) arbitrario. Siha

() = ) T () -]

z€[a,z)NS

(=) -1 ()]

+(=7) = ECOREICHIE

2€[a,z)NS

Quindi

f(5%) -5 (=) = £ (=) - £(="),
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ovvero

d (H) =d (:z:_) )
Quindi d ¢ continua in @.
Mostriamo che d £ continua in b. Siha

sy =7m-f(b7)+ X

L2 e
s(0)= X [r(e7)-1(27)]

2€[a.b)NS
Quindi
sy —s(67) =s®-£(v7),
OVWEero
“ a’.(b_) =d(b).

Quindi d & continua in b.
Mostriamo che d & continua in a.
Per ogni = € (a, b] siha

w0 = s T )]
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Quindi

Allora
d(a*’) = f(a+> - s(a+) = f(a+> = f(a) - s(a)=d(a).
Quindi d & continua in a.
(tii) Poiché
s=f—d,

e poiché d & continua in [a, b]. siha latesi. H&

Osservazione 6.9 Sia f € BV [a,b]. Siaz € (a, b]. Allora la serie

Yol -1

z€la,xz)NS
& ben definita. Infatti I'insieme [a, ) N S & al pit numerabile e i termini
della serie sono tutti non negativi.

Inoltre la serie & convergente. Infatti si ha

S G - fE) ST )

z€[a.x)NS

Definizione 6.10 Sia f € BV [a,b]. La funzione a salti associata
ad f éla funzione s : [a,b] — R definita nel seguente modo. Per ogni
x € |a, b] poniamo

= [f(a®) = f(a)] se x=a,
s(x) = f@)=f(z7)+
+Y e -r)] sl
z€[a,x)NS

Definizione 6.11 Sia f € BV [a,b]. Sia s la funzione a salti
associata ad f. Poniamo

d:=f—s.

Teorema 6.12  Sia f € BV [a, b]. Allora:

() s,d € BV [a,b];
(ii) d écontinuain [a, b]:
(iii) s é continua da destra in ogni punto = € [a, b) in cui lo sia f.

107

Dimostrazione. (i) Siano f¥, f7 : [a,d] — R non decrescenti tali che
f=fr-r".

Siano s 1, s~ rispettivamente le funzioni a salti ad esse associate. Poniamo

dt=fT—s", d =f"—-s".

Allora si ha
s=sT -5, d=dt —d™.
Per il teorema precedente s ¢ s~ sono non decrescenti in [a,b]. Quindis <
BV [a, b]. Inoltre
d=f—s€BV]a,b.
(i) Perilteorema precedente dt e d ™ somo continue in [a, b]. Quindi d & continua
in [a, b].
(i) Poiché
s=f-—d,

¢ poiché d & continua in [a, b], sihalatesi. B
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Capitolo 10
Spazi di Hilbert

10.1 Spazi euclidei

Definizione 1.1 Sia H uno spazio vettoriale reale. Un applicazione
(+;-) : H x H — R si dice prodotto scalare su H se

(i) perogni f,g € H risulta

(f:9) = (9: )3
(ii) perogni f, g, h € H risulta

(f+9.h)=(f,h) + (9, h);
(iii) perogni f,g € H, A\ € Rrisulta
(A f,9) =A(f.9);
(iv) perogni f € H tale che f # Orisulta
(f£:f)>0.

Definizione 1.2  Sia H
uno spazio vettoriale complesso. Un"applicazione (-,-) : H x H — C
si dice prodotto scalare su H se

{i) perogni f,g € H risulta

(f:9) = (9, F);
(il) perogni f, g, h € H risulta

(f+9,h) =(f;h) +(g:h);
(iii) perogni f,g € H, A\ € Crrisulta
(M9) =A(f9);
(iv) perogni f € H tale che f # Orisulta
(f.f) >0.

Definizione 1.3  Uno spazio vettoriale H reale o complesso dotato
di un prodotto scalare si dice spazio euclideo rispettivamente reale o
complesso.

Esem pio 1.4 Lo spaiio R” ¢ uno spazio euclideo reale con il prodotto
scalare definito nel seguente modo. Per ogni z,y € R™, se

T = (‘1717"'7:3"')* Y =(y17-«,'yn)7
poniamo
n
(@:y) =Y Txys-
k=1

Lo spazio C” ¢ uno spazio euclideo complesso con il prodotto scalare
defiito nel seguente modo. Per ogni z,w € C", se

z2=(21,.12n)s W= (W1,.0,Wn),

poniamo

Esempio 1.5 Lo spazio Co (2) delle finzioni f : @ — R continue
a supporto compatto in un aperto Q C R™ & uno spazio euclideo reale con
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il prodotto scalare definito nel seguente modo. Per ogni f,g € Co ()
poniamo

(f:9) ==/ fgdin.
Q
Lo spazio Cg (2) delle funzioni f : 2 — C continue a supporto compatto

in un aperto 2 C R™¢& uno spazio euclideo complesso con il prodotto
scalare definito nel seguente modo. Per ogni f, g € Co (£2) poniamo

(fsg) ::‘/nf?d)‘n-

Definizione 1.6 Sia H uno
spazio euclideo. Definiamo I’applicazione ||-|| : H — R nel seguente
modo. Perogni f € H poniamo

Il = (5 D2

Osservazione 1.7 Per la condizione (iv) della definizione di
prodotto scalare la precedente definizione & ben posta.

Lemma 1.8
(i) Sia H uno spazio euclideo reale. Alloraperogni f,g € H siha
17 +gl? =P +2(f,9) +llgl*
Inoltre per ogni f,g € H, A € Rsiha
IF + 29l = 17117 + 27 (£,9) + 2 llgll®-

(ii) Sia H uno spazio euclideo complesso. Allora per ogni f,g € H si
ha

7 +gll* = 171 + 2Re [(£,9)] + llglI*-
Inoltre per ogni f,g € H, A € Csiha

15+ Agll? = 17117 + 2Re [X(£,9)] + X2 [l

Dimostrazione. (i) Perogni f,g € H siha

(F+a.f+9)=

HH+ U9+, 1)+ (9,9 =
IF1Z+ (.9 + (F9) + llgll* =
IFI1P +2(£,9)+ llal®-

Inoltre perogni f,g € H, A € Rsiha

IFIZ +2(F, A0) + Ixgll® =
I£1I% + 2A (£, 9) + A% Jgll® .

If =+ al®

I

I+ xgll®

(ii) Perognif,g € Hsiha

(F+9.f+9)=

I£11% + (F,9) + (F-9) + llgll* =

IF12 + 2Re (£, 9)] + llall®.

Inoltre perogni f,g € H, X € Csiha

I1£11° + 2Re [(F,29)] + [ Ag]® =

1712 + 2Re [X(£,9)] + 1A% flgl*. ®

If+gl®

I

17+ Aql®

Teorema 1.9  (Disuguaglianza di Cauchy-Schwartz) Sia H uno
spazio euclideo. Alloraperogni f,g € H risulta

((Fal < Nrllall-

Dimostrazione. (a) Sia H uno spazio euclideo reale.
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Siano f,g € H. Se g = O la disuguaglianza & ovvia. Sia g # 0. Per il lemma
precedente perogni A € R siha

0 < [If +xgl® = IF1Z +2A (£, 9) + A% |lgl®.

In particolare se poniamo

(.9

A= —

lgll®”

siba
2 _ (f:g)2 (f79)2 2 _ 2 _ (fyg)z
o< JIFII" -2 ol * ol lgl™ =171l ol

Quindi si ha la tesi.

(b) -Sia H uno spazio euclideo complesso.
Siano f, g € H. Se g = 0 ladisuguaglianza ¢ ovvia. Sia g # 0. Per la proposizione
precedente, per ogni A € Csiha

0 < |1 +2gl” = 1£1* +2Re [X(£, )] + A" lg]>-

In particolare se poniamo
__ltho)l
holl®
siha
SN (€ )| L (€ ) [ P S [ ) |
o< |If)" -2 Tol? PE gl =15l ol
Quindi

(ol < Ufligl- ®

Teorema 1.10  Sia H uno spazio euclideo. Lapplicazione ||-|| : H —
R & una norma su H.

Dimostrazione. Verifichiamo la disuguaglianza triangolare. Temendo conto del
lemma precedeate e della disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, per ogni f,9 € H
siha
1717 + lgl® + 21(f, 9)] <

2 |
I£1% + llgl® + 2171 ol =

1+ lah?.

If+gll> <
<

Allora perogni f,g € H siha
If+gll <A+ lgll-

Le altre proprieta seguono direttamente dalla definizione di prodotto scalare. @

Definizione 1.11 Sia H uno spazio euclideo. Lanorma ||-{| : H x
H — R si dice indotta dal prodotto scalare.

Definizione 1.12 Uno spazio euclideo completo rispetto alla norma
indotta dal prodotto scalare & detto spazio di Hilbert .

Esempio 1.13  Sia (X, A, ) mo spazio di misura. Lo spazio
L2 (X, A, ) & uno spazio euclideo reale con il prodotto scalare definito
nel seguente modo. Per ogni f,g € L? (X, A, 1) poniamo

(f,9) = /X fadp.

la norma indotta da tale prodotto scalare
&lanorma ||-||,. La disuguaglianza di Cauchy-Schwartz segue in questo
caso dalla disuguaglianza di Hélder con p = 2:

e

Lo spazio L? (X, .A, ) & uno spazio di Hilbert, essendo completo rispetto
allanorma ||-||,.

< A \fgl du = lI£ally < UI£l; llgll, -
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Esempio 1.14  Sia (X, A, u) = (N, P(N), u#). Lo spazio
2=1r2 (N,P(N) ,/,z#)

& uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto scalare definito nel seguente
modo. Perogni f,g € 12, se

o0 oo
f=3 anXin}s 9= bnXin}s
k=1 k=1
con {an},{arn} C N, poniamo

(f,9) = Z anbn.

k=1

10.2 Identita del parallelogramma e di polarizzazione

Teorema 2.1 (Identita del parallelogramma) Sia H uno spazio
euclideo. Allora per ogni f, g € H nisulta

17+ ol + 115 = gl = 2 (112 + lgll?) -

Dimostrazione. (a) Sia H uno spazio euclideo reale. Siano f,g € H. Allora si
ha

If+9l> = lF1%+2(f,9) + llgl®,

IF = gll> = 1£1% = 2(5,9) + llall®-

Quindi si ha la tesi.
(b) Sia H uno spazio euclideo complesso. Siano f, g € H. Allora si ha

£ +glI> = 111> + 2Re [(f, 9)] + llgll*,

If = gl = If 1> — 2Re (£, )] + ll9l®-

Quindi sihalatesi. @

Teorema 2.2 Sia H uno spazio euclideo. Allora la norma indotta dal
prodotto scalare & uniformemente convessa.

Dimostrazione. Sia € > 0 arbitrario. Siano f, g tali che

IF1<1, g€, IIf—gll e
Allora, tenendo conto dell’identita del parallelogramma, si ha
f+a|? _IFE+ 19l | f-9P o, &
2 2 2 - 4
Se poniamo
2\ 12
e i=1—|1— — >0
4
siha
252 soe o
2

Teorema 2.3 (Identita di polarizzazione)

(i) Sia H uno spazio euclideo reale. Allora per ogni f, g € H risulta

s +al® | f-g)?
(f?g) - 1 2 2 -
(ii) Sia H uno spazio euclideo complesso. Allora per ogni f,g € H
risulta
2 2 - 12 a2
(f,9) = fra|® _|[f=9|” Lo L) — =297 .
2 2 2 2
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Dimostrazione. (i) Siha

H f-g|® o LB-2Ga)+lel® _ U2 (o) | Lol
2 4 4 2 4 -
Quindi si ha la tesi.
(ii) Siha
H f+e)|® o LfIP+2Rel(foN+]I0l® _ IFI2 | Reltfio)] | loll?
2 4 4 2 4 7
” t=g||® = LI —2Reltrontlol® _ Ur12 _ Reltf) | Lol
2 4 4 2 4
Allora
f+a)® || f-9|?
152 - [ 552] = retcrion.
Inoltre si ha
“,Lj—__q 2 _ ifn2ee Re[(if,ig)1+||fgu2 _
- Ufu?—eReLi(f,gmugu? —
= WP s tmir tloh® _ UAI2 | Imi(ro | Lell®
- 4 - 4 2 4 7
H t-ig | — ﬂf\rz—zae{(I.i9)1+lligfr2 -
— Nf1}2+2Re[l(f.g)HlIyHQ _
= WP -2 tmics o) tllol® _ UAI2  Imif9)] o lell®
4 4 2 4 -
Allora
f+ig]? f—ig|? .
|22 - |55 =

Quindi si hala tesi. @&

Teorema 2.4 Sia H uno spazio vettoriale reale normato con norma
JI-|l. Supponiamo che per ogni f,g € H risulti

If + gl + 15 = all* = 2 (1712 + gl -
Sia (-,-) : H x H — R I'applicazione definita nel seguente modo. Per
ogni f, g € H poniamo
2
f-g
+
=

f+g
2

(f.g9):= H

Allora I"applicazione (-, -) & un prodotto scalare.

.Dimostrazione. Omessa. B

10.3 Decomposizioine ortogonale

Definizione 3.1 Sia H uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme S C
H si dice convesso seperogniz,y € S, \ € [0, 1] risulta

AM+{(1-N)yeS.
Teorema 3.2  Sia H wospazio di Hilbert. Sia S C H un sottoinsieme

non vuoto chiuso e convesso. Allora esiste ed & unico un elemento h € S
di norma minima, cioé tale che

h|| = mi .
Il = min |||
Dimostrazione. Poniamo

d:= inf llslf-

Sia {s,,} C S taleche

7]11{1; lfsnll = lId] .
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Mostriamo che la successione {s,, } ¢ di Cauchy.
Sia £ > O arbitrario. Sia7 € N tale che per ogni n > 7 risulti

2
p - >
lenl® = ) < 5.
Siamo n, m > 7. Poiché S & convesso siha

S+ Em
- €

Quindi

> [ldlf -

sn+sm'
2

Allora, tenendo conto dell'ideatita del parallelogramma, si ha

llsn = &mll? 2(llsnll® + lsml®) = llsn + sml® <

2(llonl® + llom?) — 4[1d]* =

IN

2(Janll® = 141%) + 2 (fleml® - 11%) < €%

Quindi la successione {s,, } & di Cauchy.
Allora, poiché lo spazio H & completo rispetto alla norma || ||, esiste A € H tale che

lim ||s, — h||=0. |

Inoltre, poiché S & chiuso, si ha

h €8S
Mostriamo che
] = .
Perogni n € N siha
Hisnll = tall] < llsn = Al -
Quindi
Jim {lls.|l = [[RlIl =0,
da cui segue
Al = Jim_Jjonl = d.

Mostriamo che £ é I'unico elemento di S tale che

lall = d.
Quindi si ha

al = d= inf |ls|l = minls].

Supponiamo per assurdo che esistano by, h2 € S con

hy # hy
tali che

[lhell = llh2|l = d.
Sia ¢ > Otale che
llh1 = holl > e.

Allora, per I'identita del parallelogramma si ha
s + b =2 (1B l1® + [[2]1*) = [lh1 = h2|]® < 4d® — & < 4d.

D’altra parte, poiché S & convesso, si ha

hi + ho
—F € 8.
2
Quindi
H .h_l.:;_h’z > d,
ciog

A1 + ha|l® > 4d%,

dacuil'assurdo. @&
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Teorema 3.3  Sia H unospaziodi Hilbert. Sia S C H un sottoinsieme
non vuoto chiuso e convesso. Sia f € H. Allora esiste ed & unico un
elemento h € Stale che

f = hll = min|If - sll.

Dimostrazi Linsi traslato

S—f:={s-f|s €S}

verifica le ipotesi del t precedente. Quindi esiste ed & unico A € S tale che

[h—fll=minjs—s|. ®

Definizione 3.4  Sia H uno spazio euclideo. Due elementi f,g € H
si dicono ortogonali se (f,g) =0esiscrive f L g.

Teorema 3.5

(i) Sia H uno spazio euclideo reale. Siano f,g € H. Allora f L gse
e solo se

17 +all* =171 + llal®-

Gi) Sia H uno spazio euclideo complesso. Siano f,g € H. Allora
f L gseesolose

IF+ gl = 11 + lall®,

1S +gl® = 1A% + llgl® -

Dimostrazione. (i) Siha

If+9l® = 1517 +2(f,9) + lal®,

da cui segue la tesi.
(i) Siha

If + 9l = IIF1* + 2Re[(f, )] + llg]®

1712 + 2Re [(,i9)] + lligl® =
112 = 2Re[i (f,9)] + llg|* =
1512 +2Im [(£, )] + llg®-

Dalle due relazioni segue latesi. @

If +igl?®

Definizione 3.6 Sia H uno spazio euclideo. Sia S C H. 1l
complemento ortogonale di S é I'insieme

Sst:={feH| (f,s)=0perognis € S}.

Pmposizione 3.7 Sia H uno spazio euclideo. Sia S C H. Allora
S & un sottospazio vettoriale di H chiuso.

Dimostraziore. Siano f,g € S+, X € C. Sia s € S arbitrario. Poiché
(f,8)=0, (g,5)=0,
siha
(f +Xg,8)=(f,8) + A(g,8) =0,
Per arbitraricta di s € Ssiha
f+Xgest.

Quindi § L & uno spazio vettoriale.
Siano {fn} C 8§+, f € H taliche

lim ||f.— fl|=0.
n—o0

Capitolo 10  Spazi di Hilbert

Sia s € S arbitrario. Sia ¢ > O arbitrario. Sia @ € N tale che per ognin > 7
risulti
”fn - f” <e.
Allora, tenendo conto della disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, siha
I(f,8) < W= fas o)l +1(fn,9) =
I(f = fro8)l < 1 fn = Fllllsll < ellsll-

Per I'arbitrarieta di ¢ > Osiha

(f,8)=0.
Per 'arbitrarieta si s € Ssiha
fes*t.
Quindi S+ ¢ chiuso. @

Proposizione 3.8 Sia H uno spazio euclideo. Sia V' un sottospazio
vettoriale di H. Allora

vnvt ={0}.

Dimostrazione. Sia f € V. N V. Allora

(£,H=0
dacuisegue f =0. ®

Teorema 3.9  Sia H uno spazio di Hilbert. Sia V' C H un sottospazio
vettoriale chiuso. Sia f € H. Allora esiste ed & unica una coppia (f1, f2)»
con

f1EV, faEV™,
tali che
f=h+fa

Dimostrazione. Sia f1 € V taleche

If = fill = min[lf — sl -

Poniamo
f2=f- T
Allora si ha
f=h+r.
Mostriamo che
f2 V™.
Ses = 0siha
(f2,8)=0.

Sias € V, con s # O, arbitrario. Supponiame H complesso per fissare le idee. Sia
A € C arbitrario. Poiché

fi+As ey,
siha
IF = f1-Asl®> 2 11F - ful%,
ovVero
£z — Asl® > [ £2017-

Da questa segue

X2 [1s]* ~ 2Re [X (f2,9)] 2 0.

Scegliendo
(f2,9)
A= .
llsl®
siha
!(f2’5)|2 2 1(f215)|2
—_— - 2= s
ot 1T 2
da cui segue
(f21's) =0.
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Per I'arbitrarietd di s € V siha
faE V™.
Mostriamo che esiste un’unica coppia (f1, f2). con

fLEV, faevt,

tale che
f=hn+r.
Supponiamo per assurdo che esistano f1, g1 € V, f2,92 € V", con
(f1, f2) # (91, 92),
tali che

fi+fe=g1+g2=1.
Allora si ha
fi—g1=7f2- g2

Poiché
h-g €V, fa—gaeV™,
siha
fi—g1=fa—gx VNV ={0}.
Quindi
fi—-g1=f2-92=0,
ciod

fi=g1, f2=g2,

dacuiI'assurdo. @&

Definizione 3.10 Sia H uno spazio di Hilbert. Sia V. C H un
sottospazio vettoriale chiuso. Sia f € H. Sianof; € Ve fa € vt
tali che

f=h+"ra.

La precedente uguaglianza & detta decomposizione ortogonale di f rispetto
aV.

Definizione 3.11 Sia X uno spazio vettoriale. Siano V1,12
sottospazi vettoriali di X. Sidice che X & somma diretta di V1 e V3 se

@@ V1Nnve={0};
(ii) perogni f € X esistono f1 € V1, f2 € Va taliche

f=nh+rf

Se X é&somma diretta di V3 e V3 scriviamo

X=Va9V.

Teorema 3.12  Sia H wno spazio di Hilbert. Sia V
sottospazio vettoriale chiuso. Allora

N
s
E

X=vVagvi

Dimostrazione. (i) Poiché V' & un sottospazio vettoriale di H si ha
Vvt ={o}.

(i1) Per il teorema precedente, per ogni f € H esistono f1 € V, fz € V L tali
che

f=Hh+f A

Osservazione 3.13  Nelteorema precedente l'ipotesi di chiusuranon
puo essere rimossa, come mostra I’esempio che segue.
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Esempio 3.14 Sia H =12 Sia
oo
V= {Z anX{n} | Gn = Odefmitivammte} .
n=1

Allora V' & un sottospazio vettoriale di H ma non & chiuso.
Mostriamo che V- = {0}. Sia

2]

=3 taxm V2

n=1
Per ogni n € N sia
€n = X{n} € V.
Allora, poiché g € V-, perognin € Nsiha
0=1(g,en) = bn.
Quindi
g=0.
Allora
H#AVaVvt
Definizione 3.15  Sia H uno spazio di Hilbert. Sia V. C H un
sottospazio vettoriale chiuso. Definiamo le applicazioni
P:H—>V, Q:H—V™t
nel seguente modo. Per ogni f € H poniamo
Pf:=fi, Qf:=fa.
Le applicazioni P ¢ Q sono dette proiettori ortogonali di H rispettivamente

suVesu VL.

Pl‘O[)OSiZiOlle 3.16 Sia H uno spazio di Hilbert. Sia V" C H un
sottospazio vettoriale chiuso. I proiettori ortogonali P e Q verificano le
seguenti proprieta:

(i) perogni f € H risulta
Pf+Qf=F
PfL1Qf;
IPFIZ + QI = 1A%,
(ii) per ogni f € V risulta

Pf=f Qf=0
eper ogni f € V= risulta
Pf=0, Qf="F

Dimostrazione. Immediata. @&

Proposizione 3.17 Sia H uno spazio di Hilbert. Sia VV C H un

sottospazio vettoriale chiuso. I proiettori ortogonali P e Q sono funzionali

lineari limitati.

Dimostrazione. Mostriamo che P e Q sono funzionali lineari.

Siano f,g € H, A € C. Siano f1,91 € V, f2,92 € V' tali che
f=hHh+f, 9g=09+g2

Allora
F+2g=(fi +2Ag1) + (f2+ Ag2),
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con
fi+Ag €V, fot+Agz €VE,
Quindi
P(f+Ag) = f1+ g1 = Pf + APy,
Q(f +2g) = f2 + Agz = Qf + AQg.

Mostriamo che P e Q sono limitati.
Per ogni f € H, poiché

IPFIZ + IQFIZ = I1F1%,
siha
IPFI< IfIl, IQFI<If. @

10.4 Dualita

Teorema 4.1  (Riesz) Sia H uno spazio di Hilbert. Allora per ogni
F € H* esiste ed & unico g € H tale che per ogni f € H risulti

F(f)=(f:9)-

Inoltre vale I’'uguaglianza

NEN = llgll-

Dimostrazione. Omessa. B

Proposizione 4.2  Sia H uno spazio di Hilbert reale. Siag € H. Sia
F : H — H " I'applicazione definita nel seguente modo. Perogni f € H
poniamo

F(f):=(f9)-

Allora F & un funzionale lineare continuo.

Di azione. T diata. H

Definizione 4.3 Sia H uno spazio di Hilbert reale. Definiamo
I'applicazione 7 : H — H* nel seguente modo. Perognig € H
definiamo I"applicazione 7 (g) : H — R nel seguente modo. Per ogni
f € H poniamo

@) = (£,9)-

Teorema 4.4 Sia H uno spazio di Hilbert reale. Lapplicazione 7 :
H — H* & un isomorfismo isometrico.

Dimostrazione. Omessa. B

10.5 Sistemi ortonormali

Definizione 5.1 Sia V uno spazio vettoriale. Siano fi,-.-, fn € V.
Siano A1, ...,A\n € C. Si dice combinazione lineare di fi, ..., fn con
coefficienti A1, ..., An il vettore

f=XMhH+..F+A\fn.

Notazione 5.2 Sia V uno spazio vettoriale. Sia S C V. Denotiamo
con [S] I'insieme delle combinazioni lineari di vettori di S.

Osservazione 5.3 Sia V uno spazio vettoriale. Sia S C V.
Linsieme [S] & un sottospazio di V.

Capitolo 10  Spazi di Hilbert

Definizione 5.4 Sia V uno spazio vettoriale. Sia S C V. I
sottospazio [S] & detto sottospazio generato da S.

Definizione 5.5 Sia V uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme
finito {f1,-..,fn} C V si dice linearmente indipendente se per ogni
A1, .eey An € Crtali che

M+ .+ Anfn =0,
risulta
Al =...=Ap=0.

Un sottoinsieme infinito S C V si dice linearmente indipendente se
ogni suo sottoinsieme finito & tale. Un insieme § C V si dice
linearmente dipendente se non ¢ linearmente indipendente.

Definizione 5.6 Sia V' uno spazio vettoriale. Se esiste n € N tale
che:

(i) esiste un insieme di n vettori di V' linearmente indipendente,
(ii) ogni insieme di n + 1 vettori di V' ¢ linearmente dipendente,

allora n & detto dimensione dello spazio V e sidenota con dim V e lo spazio
V & detto di dimensione finita.
Altrimenti lo spazio V' & detto di dimensione infinita.

Definizione 5.7 Sia H uno spazio euclideo. Un insieme S C H si
dice sistema ortonormale se

(i) perogni f,g € Srisulta
flg;
(ii) per ogni f € S risulta
Al =1

Definizione 5.8 Sia H uno spazio euclideo. Un sistema ortonormale
S C H sidice completo senon esiste un sistema ortonormale S " C H tale

che S C S’ propriamente.

Teorema 5.9 Sia H uno spazio euclideo.

(i) Sia S C H un sistema ortonormale. Allora S ¢ linearmente indipen-
dente.

(i) Sia S C H un sistema numerabile linearmente indipendente. Allora
esiste un sistema ortonormale S tale che

[S1=1[8]-

Dimostrazione. (i) Sia {¢1,..., ¥} € S un sottoinsieme finito arbitrario.
Siano A1, ..., An, € Ctaliche

n
Z A = 0.
k=1

Allora perogni! € {1,...,n}siha

0= (Z Ak Pres ‘Pz) Z A (i 1) = Ar

k=1 k=1

Quindi {p15-sPnt € linearmente
indipendente. Per Iarbitrarieta di {¢;,...,,} C S linsieme S ¢ lincarmente
indipendente.

(ii) Sia {fn} una numerazione di S. Definiamo per ricorrenza due successioni
{4}, 1w} C H ponendo

P
b= o= o
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e.perognin € N\ {1}

n-—1

U= fn— Y (fra®n) Py P = .
1 el

<
3

Poniamo

§={p,}-
Mostriamo che $ & un sistema ortonormale.
Sia n € N. Allora
el _
1l

Siano n, m € N con n # m. Sia ad esempio m < n. Allora

lenll =

(®r> Pm) (Frs0m) =
N Tl
n—1
= fn— Z (frn,9r) LrrPm | =
rwnll ©=
1 . n—1
= —— | (fn:Pm) = 2 Uns#s) (P, 0m) | =
el =
= () = Frrom)] =0
Tenll
Inoltre si ha

§]=[s. =

Notazione 5.10  Sia X uno spazio vettoriale. Sia {ap}zc; € X.
Poniamo

J finito

Osservazione 5.11  Sia X uno spazio vettoriale. Sia {ag}ren C
X. Allora

Zak—zak

kEN

Teorema 5.12  (Disuguaglianza di Bessel) Sia H wno spazio
euclideo. Sia {p}c; € H um sistema ortonormale. Allora per ogni
f € H risulta

Dol e < ISP

kel

Dimostrazione. Sia {1, ..., ¢, } un sottoinsieme finito di {@, }, o ; arbitrario.
Allora risulta ' h

2

F= S (e e

k=1

= (f - Z (Free) P f =Y (f,sok)sok) =

k=1

= lfIF - Z(f,sok)(f,wk)—z(f,sok)(cpk,f)+
k=

n n
+3 Z (Fr06) (1, 05) (010 05) -
k=1j=1
Poiché {¢, } . o ; ¢ un sistema ortonormale si ha

1 se k=j
(‘pk"'of):{ 0 se k#j.

Allora

n 2 n
Hf =S e el =152 =3 1 el
k=1 k=1
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Quindi si ha
2
>0

t)

1P = Y (el = Hf -5 (f ) o
k=1

k=1

da cui segue

n

ST el < IFIP

k=1

Per I'arbitrarieta del sottoinsieme { ¢y, ..., ®,, } siha

SN e <ifI?. =

kel

Teorema 5.13  Sia H uno spazio di Hilbert. Sia S = {p1,...,¢,}
un sistema ortonormale finito. Allora

(1) il sottospazio [S] é chiuso;
(i1) per ogni f € H risulta

Pf= Z (fvipk)vks
k=1

dove P denota il proiettore ortogonale su [S].

Dimostrazione. (i) Siano {fi} C [S], f € H taliche
| f= zl—lflo‘o fi.
Siano { A} }, ..., {A\7'} C C taliche perognil € N risulti
fi=2Te1+ o+ Al Pne
Allora si ha

f=lim fi = ( lim /\,1) Py + +( lim Af) o1 €18].
l—oo l—o0 l—o0

Quindi [S] & chiuso.
(it) Siano A, ..., An € C arbitrari. Allora

Hf - Z AP (f - Z A, f = Z )‘k‘/’k) =
k=1 k=1

k=1

1117 =30 X (Fr00) = 3 M (e £) +
k=1 k=1

+ Z Z A (@i #1) -

k=11l=

-

Poiché {¢, ..., ¥, } & un sistema ortonormale si ha

1 se k=1
(Pr 1) = 0 se k#L

Allora
n 2

f- z Ak
k=1

= AP+ [ - 2ReXe (f,00)] =

Lo
3 ||M:
—

= WP+ M- Fen)l - 1ol =

k=1

= I51®- Z I(Fse)l? +Z e = (F )l

3

In particolare, scegliendo perogni k € {1,...,n}
A = (f7 ‘pk) )

siha
2

Hf =Y e e =IA1R =X 1 el
k=1 k=1
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Quindi

“f - kZ:I (fr¢x) @i = min [If = sl
ovvero

Pf=3 (five)pi @

k=1

Lemma 5.14 Sia H uno spazio euclideo di dimensione finita. Sia
S C H un sistema ortonormale completo. Allora

[S]=H.
Dimostrazione. {‘“
n :=dim H.
Sia
S={p1,-rPml}-
Allora

dim [S] = m.

Poiché S & linearmente indipendente, siha

m< n.
Mostriamo che

n<m
Supponiamo per assurdo che sia

m< n.

Allora [S] C H propriamente. Sia f € H\ [S]. Poniamo

H==f—z (f:‘Pk)‘Pk-

k=1
Mostriamo che

g=0.
Supponiamo per assurdo che sia

g#0.

Poniamo

g
8 = {¢1,---,vm7m}~

Perognil € {1,..., m} risulta

(Fro0) = 3 (Fr00) (0 90) =

k=1
(Fre)— (Fre1)=0.

Quindi S; ¢ un sistema ortonormale e risulta S C S; propri;
che S sia completo. Quindi

(9,¢1)

, contro 1ipot:

g=0.
Allora
m
=Y (f,ex)ex €181,
k=1
da cui I'assurdo. Quindi
n=m.
Allora
dim [S] = dim H,
dacuiscguc latesi. @

Teorema 5.15  Sia H uno spazio euclideo. Sia {¢1,...,,,} € Hun
sistema ortonormale finito. Allora sono affermazioni equivalenti:

@) ilsistema {gq, ..., ¢, } & completo;
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(ii) per ogni f € H risulta
£=Y (fron)ons
k=1
(iii) per ogni f,g € H isulta
(£9) = (frer) @ 0
k=1
(iv) perogni f € H risulta

A2 = D1 e)l?

k=1

Dimostrazione. (i) => (ii) Poniamo
n
=3 (F:00) @
k=1

Allora perogni k& € {1,...,n} risulta
(fee) = (,01),
ovvero
(f1 = foex) =0.
Supponiamo per assurdo

f# fi
Allora il sistema
{%m,‘p _fl_'f_}
= F

& ortonormale comtiene {¢;,...,, } propriamente, contro Iipotesi che
{¥1:---3 ¥, } sia completo. Quindi

f=ha=) (fen) e
k=1

(ii) = (iii) Siha

(f.9)

(Z o) e (9, <P1)‘Pl) =

k=1 =1
n

, Z (fr 1) (@, 20) (Pir00) =

1i=1

I
M

x
Il

(fr¢i) (9, Pic)-

]
M

>
I

1

(iii) = (iv) Siha
1712 = D=3 (Frea)Fren) =2 [(Fe0)?-
k=1 k=1

(iv) = (i) Siaf € {¢y,--- @, }+. Allora perogni k € {1, ..., n} risulta

(f) ‘pk) = 0'
Quindi
171 = 3 1,00 =0,
k=1
da cui segue

f=0.
Quindi {¢;,-.., ¢, } &completo. @

Definizione 5.16 Siano Hj, Ho spazi euclidei. Un’applicazione
lineare biunivoca 7 : H1 — Hp2 si dice isomorfismo di Hy su Ha se
conserva il prodotto scalare, ovvero se per ogni f, g € Hj risulta

()7 (@a, = 9n, -
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Definizione 5.17 Due spazi euclidei Hy, Ho si dicono isomorfi se
esiste un isomorfismo di H1 su Ha.

Proposizione 5.18  La relazione di isomorfismo tra spazi euclidei &
una relazione di equivalenza.

Teorema 5.19  Sia H uno spazio euclideo di dimensione n. Sia
{P1s 1 @n} € H un sistema ortonormale completo. Allora gli spazi
euclidei H e C™ sono isomorfi.

Dimostrazione. Definiamo I'applicazione
r:H—C"
el seguente modo. Per ogni f € H poniamo
7(F) = ((fr01) 5 (F00)) -

Lapplicazione T & evidentemente lineare.
Mostriamo che 7 & iniettiva.
Siano f, g € H taliche

(=719
Allora perognik £ {1,...,n}siha
(£,06) = (9,91 -
Quindi
f= Z (f, i) ou = Z (9, ¢1) o1 = 9-
k=1 k=1

Mostriamo che T & suriettiva.
Sia (A1, ..., A) € C". Poniamo

Fi= ey € H.
k=1

Allora si ha
T(f) = (Aly'”yAn) .

Mostriamo che 7 conserva il prodotto scalare.
Per il teorema precedente, per ogni f, g € H siha

(T ()7 @)on =Y, (Frex) @) = (F:9)n -
k=1

Allora 7 & un isomorfismo di HsuC”. H

Teorema 5.20  Sia H uno spazio di Hilbert. Sia {¢3} € H un
sistema ortonormale numerabile. Sia {\;,} C C. Allora sono affermazioni
equivalenti:

(i) laserie

(o )
Z Ak
k=1
converge in H;
(ii) risulta
oo
Z I)\kl2 < 00.
k=1

Dimostrazione. Perognin € N poniamo

n

n
Fr= Y Ae@rr gni= 2 Akl

k=1 k=1

Perognin,p € N siha

n+p n+p
2

[ frtp = Fnll ST Ak Y. Awwr | =

k=n+1 k=n+1

n+p

2
§ I)‘kl = gn+p — 9n-
k=n+1
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Quindi 1a successione { fn} C H &diCauchyseesolose la successione {g,} C C
& di Cauchy. Poiché H e C sono completisihala tesi. 8

Teorema 3.21  Sia H uno spazio di Hilbert. Sia {¢,} € H un
sistema ortonormale numerabile. Sia {\;} C Ctale che

oo
> wl? < oo
k=1

Sia
0
f=2 Moy
k=1
Allora per ogni k € N risulta
’\k = (f? ‘lgk) .

Dimostracione.  Per ognin € N poniamo
n
fn= Z AP
A=1
Allora si ha
lim ||f— fall=0.
n—oc

Sia k € N arbitrario. Sia ¢ > O arbitrario. Sia 7@ € N talecheperognin > 7
risulti

If = fall <=
Sia 7 > min {k,}. Allora

(fyﬁok)=(fn:$°k)+(f‘ fn,‘Pk)=)‘k+(f‘fn7‘Pk)1
da cui segue
(fo0) = Ml = I(F = Fry )l S = fall <&
Per I'arbitrarieta di ¢ > O siha

Ae=(fre). ®

Teorema 3.22  Sia Huno spazio di Hilbert. Sia {3} C H un
sistema ortonormale numerabile. Allora sono affermazioni equivalenti:

(i) il sistema {¢y, } & completo;
(i) perogni f € H risulta

f= Z (f:00) @13

k=1
(iii) per ogni f,g € H risulta
(£,9) =Y (fro0) (9, 91);
k=1

(iv) per ogni f € H vale I'uguaglianza di Parseval

A2 =3 1(F el
k=1 .

Dimostrazione. (i) = (ii) Per la disuguaglianza di Bessel siha
= 2
2
Y1 S UFIF < oo
k=1

Quindi la serie

Z (fv ‘pk)‘pk
k=1
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comverge in H, cioé esiste f; € H tale che
oc
= Z (f7¢k)‘pk‘
k=1
Inoltre per ogni & € N risulta
(F1,0) = (f, 01)

owero
(fi— fop)=0.
Supponiamo per assurdo
5 # h.
Allora il sistema
Hh-f
o (=g
¢ ortonormale ¢ contiene { . } propri te, contro I'ipotesi che { ;. } sia completo.

Quindi
f=fi= kf} (f; 0r) P
(ii) = (iii) Perognin € Nponiam;
fr= Zn: (fr06) 1y gn = i (9, o) s
k=1 k=1

Allora si ha
lim ||f - fall=0, lim |lg—g.| =0.
n—oo n—o00
Per 1a continuita del prodotto scalare si ha

nli_l;l;c '(f:g) - (fn;gn)' = 07

cioé

]

(£:9) Jdim (fn,gn) = lim_ (Z (o) 03 (9 w)w) =
k=1

=1
= lim DY (k) (9,90 (v 1) =
k=11=1
= "li_?;oz (fr0x) (9, 0) = Z (f:¢5) (9, 0k)-
k=1 k=1
(iii) = (iv) Siha

1712 = (£ 5) =3 (F00) (0r ) = 3 (£ 002 -
k=1 k=1

(iv) = (i) Sia f € {@,}*. Allora per ogni k € N risulta

(f,%) =0.
Quindi
I1£1% =32 1(F, )1 =0,
k=1
da cui segue
f=0.

Quindi {¢,.} & completo. @

Osservazione 5.23

(i) Sia H uno spazio euclideo. Sia {¢;};c; € H un sistema ortonor-
male. Alloraperogni f € H vale la disuguaglianza di Bessel

Dol el? < IR

kel

(i) Sia H uno spazio di Hilbert. Sia {¢;,} C H un sistema ortonormale
numerabile. Allora {p;} & completo se e solo se per ogni f € H vale
V'uguaglianza di Parseval

IF12 =D 1 erdi? -

kel
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Definizione 5.24 Sia H uno spazio di Hilbert. Sia {er} C
H un sistema ortonormale numerabile. Sia f € H. Si dicono
coefficienti di Fourier di f rispetto al sistema {(, } i prodotti scalari

Si dice serie di Fourier associata ad f rispetto al sistema {(p; } la serie

(k €N).

S ) en= Y (o) e
k=1

k=1

Si dice che f ¢ sviluppabile in serie di Fourier rispetto al sistema {¢,, } se
la serie di Fourier associata ad f rispetto al sistema {(;, } converge in H e
risulta

f= Z (£, 01) e
k=1

Teorema 5.25  Sia Huno spazio di Hilbert. Sia {¢,} € H un
sistema ortonormale numerabile. Allora sono affermazioni equivalenti:

(i) il sistema {p},} & completo;
@ii) ogni f € H & sviluppabile in serie di Fourier rispetto al sistema

{eox}

Dimostrazione. Segue di te dal t pr

Teorema 5.26  Sia H uno spazio euclideo separabile. Allora ogni
sistema ortonormale & numerabile.

Dimostrazione. Sia § C H un sottoinsieme numerabile denso. Sia {¢, } cer ©
H un sistema ortonormale. Per ogni k,! € I,con k % [,siha

2
lee = @ll” = 2.

Per ogni £ € I poniamo
V2
Bk:={f€Hl If=eull < — ¢ -
Allora perognik,! € I.conk # I, siha
Bix N B = ?.
Poiché S & denso, per ogni k € [ esiste
9k € SN Bg.

Definiamo l’applic;'izione F : I — § nelseguente modo. Per ogni k& € I poniamo

F (k) = gi.
Lapplicazione F' ¢ iniettiva. Infatti perogni k,! € I,con k # [, siha
BN B, =10,
quindi
gk # g1
Allora

<8 =|N|. &

Teorema 5.27  Ogni spazio di Hilbert possiede un sistema ortonormale
completo.

Dimostrazione. Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Sia S C H un sottoinsieme
numerabile denso. Sia { fi } una numerazione di S. Sia S; C H il sottoinsieme
oftenuto da S eliminando ogni f; tale che

i € (1,0, f1-1].

Allora S; & numerabile, denso e linearmente indipendente. Allora esiste un sistema
ortonormale S» C H tale che

[S2] = [s1].
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Se esiste f € S.ZJ‘, con f # O, poniamo

s3=szu{”_1f‘”}.

Iterando il procedimento, arriviamo ad un sistema ortonormale completo.
Non vediamo la dimostazione nel caso di spazi di Hilbert non separabili. @

Teorema 5.28  (Riesz-Fischer) Sia H uno spazio di
Hilbert separabile di dimensione infinita. Allora gli spazi di Hilbert H e
12 sono isomorti.

Dimostrazione. Sia { ¢} } un sistema ortonormale completo numerabile. Definiamo
I'applicazione

T H = ?
nel seguente modo. Per ogni f € H poniamo
7(f) = {(f, o)}

Per la disuguaglianza di Bessel, perogni f € H siha
o0
2 2
o1 el S IIF < oo
k=1

Quindi I'applicazione 7 ¢ ben definita.
Lapplicazione T & evidentemente lineare.
Mostriamo che T & iniettiva.

Siano f, g € H taliche

T(f)=7(9)-
Allora per ogni k € N siha
(frer) = (9:%¢%),
ciod
(F —g,¢x) =0.

Supponiamo per assurdo che

f#g.
Allora il sistema
f-g }
ek {70

¢ ortonormale e contiene { . } propriamente, contro 'ipotesi che { .} sia completo.
Quindi

f=g9

Mostriamo che 7 & suriettiva.
Sia {Ac} € [%. Poiché

= 2
S Akl < o0,
. =1

la serie

converge in H. Poniamo

Allora siha
T(f)={x}.
Mostriamo che T conserva il prodotto scalare.
Perogni f,g € Hsiha
oo
(T () m@an =2 (Frex) (@ ox) = (£, 9 -

k=1

Allora T & un isomorfismo di H sul®. ®
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10.6 Serie trigonometriche

Notazione 6.1 Denotiamo con Sj la circonferenza unitaria nel piano
complesso:

S1:={zeC| |z|=1}.
Osservazione 6.2 Data una funzione F : S; — C, la funzione
f : R — C definita ponendo perogni € R
flz)=F(e¥)
& 2r-periodica.

Viceversa, data una funzione f : R — C 2m-periodica, esiste una funzione
F : S; — Ctalecheper ogni z € R risulti

flx) =F ().

Possiamo quindi identificare funzioni definite sull’insieme S con fimzioni
2m-periodiche definite su R.
Notazione 6.3 Poniamo

C(51) := {f ‘R — C2m-periodiche | f|_, € C([—ﬂ,ﬂ'])} )
Sia p € [1, co]. Poniamo
LP (57) := {f : R — C 27-periodiche | Fli—mm € LF ([—77,77])} .
Osservazione 6.4 Lo spazio L? (S1) & uno spazio di Hilbert con il

prodotto scalare (-,-) : L?(81) x L?(S1) — C definito nel seguente
modo. Perogni f,g € L2 (S1) poniamo

o= [ raan

[=m,7]

La noma indotta da tale prodotto scalare coincide con la norma [|-f|, :
L2(S1) — R definita nel seguente modo. Per ogni f € L?(S1)

poniamo
1/2
1l = ( f[ P dA) :

Inoltre f € L? (51) se e solo se

1/2
7l = ( /[ L d,\) < co.

Definizione 6.3  Per ogni £ € Z definiamo 1’applicazione vy,
R — C nel seguente modo. Per ogni z € R poniamo
e —ikz

Y (x) == ors .

Lemma 6.6 Perognik € Zsiha
¥, €L2(S1).

Dimostrazione. Perognik € Zsiha
2 2 1 -
||f”:=/ |‘¢!k| d/\=——/ dr =1 < oco.
“ [—7, =] 2r J_x
Quindi siha latesi. B

Proposizione 6.7 Linsieme {¢},cz C L2 (51) ¢ un sistema
ortonormale.
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Dimostrazione. Perognik € Zsiha

171, = (j(_m (6,2 dx)w = (2%/; d::) A

Perognik,l € Z,con k # Isiha
(b, ¥y) =

/ ¢k¢’ ,\__‘/ =k g

= 2/ cos [(I — k) z] dz+—/ sin[(l —k)z] de=0. &

Definizione 6.8 11 sistema ortonormale {¥rtpez € L2(S1) &
detto sistema trigonometrico.

Definizione 6.9 Un polinomio trigonometrico & una combinazione
lineare finita di funzioni v,.

Osservazione 6.10 Sia f € L2 (S1). I coefficienti di Fourier di f
rispetto al sistema trigonometrico sono

=G === [ st kez).

La serie di Fourier associata ad f rispetto al sistema trigonometrico &

Z fke—th

ﬁl

Teorema 6.11  (Weierstrass)  Sia f € C (S1). Allora per ogni £ >
0 esiste un polinomio trigonometrico Py, tale che

”f - Pn”oo <e.

Dimostrazione. Omessa. B
Teorema 6.12 11 sistema trigonometrico {3}z C L2(S1) &
completo.

Dimostrazione. Sia f € L2 (S1). Sia &€ > O arbitrario.
Poiché C (S; ) é denso in L? (5, ), esiste g € C (Sy) tale che

”f - 9”2 < 5
Per il teorema p dente esiste uh, li §o tri ico P, tale che
: €
llg — Pnllo, < Pw
Quindi
™ 1/2
lo=Paly = ([ lo@ =P as) " <
k3 1/2
< lla- Pl (f_ a) " <
< 2J_ -7
Allora
If — Pn ”2 IIf - 9”> +llg - n“2 <e. B
Teorema 6.13

(i) Ogi f € L2(S1) é sviluppabile in serie di Fourier rispetto al
sistema trigonometrico.

Capitolo 10  Spazi di Hilbert

(ii) Perogni f,g € L? (S1) risulta

/ f(@)g(a)dz = Z Txk-

k=-—00

(iii) Per ogni f € L? (S;) risulta

o0

[ r@pra= 3 inr.

k=-—00

(iv) Gli spazi di Hilbert L2 (S;) e I2 sono isomorfi.

Dimostrazione. Seguono dai teoremi generali visti nel paragrafo precedente, tenendo
conto del teorema precedente. @

10.7 Convergenza puntuale della serie di Fourier

Osservazione 7.1 Sia f € L2 (S1). Perogni k € N poniamo
1 w
ay = -/ f(x)coskxdx.
TJ -z
Per ogni k € N poniamo
1 kg
by 1= —/ f(x)sinkzdz.
Tz
Allora la serie di Fourier associata ad f rispetto al sistema trigonometrico &

oo
0
— + ay, cos kx + by, sinkx) .
2 k§=1( k k )

Definizione 7.2 Una funzione
ferL? (81) si dice sviluppabile in serie di Fourier puntualmente in R

se

(i) laserie
0o
_2Q + kz:l (ay cos kx + by, sin kx)

converge puntualmente in R;
(ii) per ognix € R risulta

fl@)=— + Z (ay, coskx + by sin kx) .
k=1

Definizione 7.3 Definiamo la funzione Do : R — R nel seguente

modo. Per ogni £ € R poniamo
1
D -
o (z) == 3

Per ogni n € N definiamo la funzione D,

: R — R nel seguente modo.
Per ogni £ € R poniamo :

D, (x):=— + Z cos kx.
Le funzioni {Dn},, ¢, sono dette puclei di Dirichlet .

Lemma 7.4
(i) Perognin € Ngeperognixz € Rsiha

sin [(n + %) :1:] )

D (2) = 2sin (5)
2
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(ii) Perognin € Ngsiha

kK
/ Dy, (z) dz = z
0 2

Dimostrazione. (1) Induzione su n.
Se n = O la relazione ¢ verificata.
Sia n € N. Supponiamo che per ogni v € R risulti

sin [(n — % 1:}

Dr-1(=) = Zsil](i)
2

Allora perogniz € R siha
sin [(n - %) z]
ZSin(g)

sin [(n — 1) 7] + 2cosnz sin ()
2sin (£)
sinnzcos(%) — cosnzsin

(%)
2sm:%)
(%)

D, (x) =% Dj_1(x)+cosnz= + cosnx =

) +2cosnzsin(%)

sin nx cos (%) + cos nx sin

_sinf(ned)a]
251;1(5)

2sin (%)

(i) Induzione su n.
Se n = 0 la relazione ¢ verificata.
Sia n € N. Supponiamo che

/ Dn_y (z) dz =§

Allora

/' D, (x) dz / D, _1 () dm+/' cosnz dr =
o o o

& ™
/ D, 1 (z) dm:;. |
0 2

Lemma 7.5 Siaf € L! (R). Allora

i [ 17 @+0) =7 (@) do =0

Dimostrazione. Sia € > 0 arbitario.
Poiché Co (R) & denso in L1 (R) esiste g € Co (R) tale che

If =gl <3
Per ogni ¢ € R definiamo la funzione h: : R — R nel modo seguente. Per ogni
x € R poniamo
he (z):=g(z+1t) - g(z).
Allora per ogni ¢ € R risulta
A (supp he) < 2 (supp g)

Poiché g € Co (R), g & uniformemente continua in R. Sia § > O tale che per ogni
z1,x2 € R.con

[z1 — @2| < 6,

risulti
1

. £
l9(z1) = g(=2)| < 3 urpa)”
Siat € R, con

[t] < 6,

arbitrario. Allora per ogni z € R risulta

[he ()l = |g(z+ 1) — g ()| < 32T(;%1;p_y)'
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Quindi
/ lg(x+1t)—g(z)| dz = / |he (z)| dz <
R R
< %m)\(s‘lpphd <
< %m”\ (suppg) = %

Allora

[f@+n-f@d
R

/R|f(:t+t)—g(:c+t)] dz +
+/ng(x+t)—g(z)l dz +

+/R I (=) = g (2)] do

Il

20f - gl +/ Ihe (2)] de < <
R
Quindi
tim [ 1f @)= f @) de <6

Per l'arbitrarietadi e > Osihalatesi @

Teorema 7.6  (Riemann-Lebesgue) Sia f € L'(R). Sia p €
L (R). Supponiamo che esista 3 € R tale che per ogni * € R risulti

pl@+8)=—-¢().
Allora

Jim [ 1@tk dr =0

Dimostrazione. Per ogni k& € N poniamo
T = / f(z) ¢ (kz) dx.
R
Allora perogni & € N siha

~

[ 1@ et do=
/Rf(t+§> @ (kt+B) dt =

-/ f (t+ g) @ (kt) dt.
R k
Quindi per ogni & € N siha

[ 1@t az- for (== 2Y ¢ (k) da =

[ [f(z) ~ 1 (e é)] ¢ (kz) dz.

Per il lemma precedente si ha
hm / [f (z) — (

e, Te =0,

27

)] @ (kx) dz = 0.
Quindi
ciodlatesi. B
Lemma 7.7 Sia f € L1 (51). Perognik € Ngsia
1 k(s
ag = — / f () coskx dx.
T™J-z

Perogni & € N sia

1 ™
by, == —-/ f (x) sin kxdz.
T™J-n
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Per ogni n € N sia Sp, : R — R la funzione definita nel seguente modo.
Per ogni ¢ € R poniamo

n
a
Sn(x) := ?0 + Z (ay, cos kx + by, sinkx) .
k=1

SiaS: R — R. Alloraperognin € Neperognix € Rsiha

Sp(x)—S(z)= %/:lf($+t)+f(:n—t)—ZS(a:)]Dn(t) dt.

Dimostrazione. Sian € N.Perognix € R siha

S, (z)=

1 [~ . - 1 7
= o /_rf(t) dt + kz=1 { [; f_rf(t)cosktdtj} coskz +

-+ ;:% ‘/‘_: F@)sinkt dt:| sin kz}

[N

1 [~ =
= = / dt f (t) + Z (cos kt cos kx + sin ktsinkzx) p =
TS k=1

1 [~ ki
= ;]-wdtf(t){ +kz=:1cosk(z—t)} =

1 T . 1 4T
= ;/‘Wf(t)Dn(:z-—t) dt = ;/:_1 f(z—7)Dp(7)dT.

(SRR

Poiché f e D,, sono periodiche di periodo 27 perogniz € R siha
1 v
Sn@=7 [  f@-0D.m ar

Poiché D, & pari per ogni ¢ € R siha

Sn(z) =

1 /0 ) 1 7
= ;/‘_Tf(l'—t)Dn(t) d‘l+;/; f(x—t)Dn(t) dt =
1 ‘"’ 1 =
= -_;/; f(z+-r)Dn(-r)dr+-;/o f(z—t) D, (t) dt =
= %f:lf(z“)ﬁ(z—t)wn(t)dt.
Poiché per ogni 7 € N risulta

™
57

"D () dt =
/o (O dt =2

perognin € Neperogniz € Rsiha
. 5 e
S(z):S(w)—/ D, (t) dt.
T Jo

Quindiperognin € N eperogniz € Rsiha
Sn(z) - S(z) =

=_::/‘,"[f(::+t)+f(:z-t)_zs(x)]Dn(t)dt. a

Teorema 7.8 Sia f € L'(S;). SiaS : R — R. Allora sono
affermazioni equivalenti

(i) la serie di Fourier associata ad f rispetto al sistema trigonometrico
converge ad S puntualmente in R;

(ii) perognix € Rsiha

lim /rlf(m+t)+f(m—t)é2S(:c)]Dn(t) dt =0.
n—oo 0
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Dimostrazione. Perogni k € Ng sia
1 ks
ag 1= — / f(z)coskzdzx.
TJ—m
Per ogni k£ € N sia

by :

1 ™
= / f (z)sin kzdz.

Perognin € Nsia S, : R — R la funzione definita nel seguente modo. Per ogni
r € R poniamo

n
Sn () 1= 529 + 3 (axcoskz + by sinkz).
k=1

Allora la serie di Fourier associata ad f rispetto al sistema trigonometrico converge ad
S puntualmente in R se ¢ solo se per ogni z € R risulta

nl_'x_‘mcc [Sr (z) — S(z)] =0,

ovvero, per la proposizione precedente, se ¢ solo se per ogni z € R siha
w

lim fl@+t)+f(z—t)— 28 ()] Dn(t) dt=0. B
0

n—oo

Definizione 7.9 Sia f € L'(S1). Si dice che f verifica la
condizione di Dini seperogniz € Rsiha

f’r fz+t)+ fl@z—1t)—2f(z)|
0 t

dt < oo.

Teorema 7.10  Sia f € L(S1) verificante la condizione di Dini.
Allora f & sviluppabile in serie di Fourier puntualmente in R..

Dimostrazione. Perognin € N eperogniz € Rsiha

/O"[f(z+t>+f(x—t)—zf(wnvn(t) dt =

_ [T iEA0+I@E-1 -2 ()

° 2sin £

sin (n + ) tdt.
Poiché f verifica la condizione di Dini, si ha
—t) = 2f(
[+ i@ -0-21@) g

1
2sin §

Inoltre per ogni € R siha
L
sin (z + 5) = —sin(zx).

Allora per il teorema di Riemann-Lebesgue si ha

™ t —-t)y—2
tim_ f(=+ )+£(-zz ) f(x)sin(n+§)tdt=0,
0 sin

OVVero

]in;o/;)r [f (x+8)+ f (z — t) — 2f (2)] Dn (2) dt.

n—

Allora la tesi segue dal corollario precedente. B

Teorema 7.11 Sia f € C!(S1). Allora f & sviluppabile in serie di
Fourier puntualmente in R.

Dimostrazione. Mostriamo che f verifica la condizione di Dini.
Sia © € R arbitrario. Perogni¢ € R siha

fE+t)+f@-)-2f@) <[fz+t) - F@I+[f(z-1) - f(2)].
Per il teorema di Lagrange per ogni t € R, esistono 81, 82 € (0, 1) tali che
fle+t)-f@) =1 @+0)t, f@-t)-f@)=-f(z-6:0t
Allora perogni t € R siha

fFa+t+fE—t) -2 @) < [ @+0t)~ [ (z - 6a2t)] t.
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Quindi

[lernrreon e,
0 t B

-..—/:r,f'(z+01t)—f'(:c-— 621)] dt.
Poiché £’ & limitata in [0, 7] si ha

/" If (4 8) + f(z—t) = 2f (a)]
o t

dt < oo.

Allora la tesi segue dalla proposizione precedente. ®

Osservazione 7.12  Nel teorema precedente ¢ sufficiente richiedere
che f sia Holderiana con esponente a € (0, 1), ovvero che esista A/ > 0
tale che per ogni x, ¥y € R risulti

If (@)= f ) < Mlz—y|*.
Infatti in tal caso per ogni z, ¢ € Rsiha

@+ +f@-0-2f @]
: <

flett)—f@)I+|fz—t) = fl2)] _
< . <
2Mt

=MoL,

Quindi per ogni z € Rsiha

/’r |f(1+t)+f(w_t)_2f(x)|dt,<2M/wt°‘_1dt<oo.
0 t - 0

Teorema 7.13  Sia f : R — R 2n-periodica e C! a tratti. Allora
per ogni z € R la serie di Fourier associata ad f rispetto al sistema
trigonometrico

ag

[s )
B + Z (ax cos kx + by, sin k)

k=1
converge. Inoltre per ogni x € R siha

f@t) —r ()
5 .

ag

oo
ajz k. b sink =
5 +Z( % 00s kx + by, sinkx)

k=1

In particolare per ogni # € R in cui f & continua si ha

o0
flx) = 24 Z (ay, cos kx + b, sinkx) .
2 k=1

Dimostrazione. Definiamo la funzione g : R — R nel seguente modo. Per ogni
« € R poniamo

F(=h) - f(=7)
5 .

Mostriamo che g verifica la condizione di Dini.
Siano x € R arbitrario. Per ogni ¢ € R siha

flz+t)+ f(z—t)—29(2) =

=[f@+t)-f(zN)] +[f=z-t) - F(=7)].
Per il teorema di Lagrange per ognit € R, esistono 81,65 € (0, 1) tali che

g(z) =

f+t)- f(zt) =f (z+61t)¢,
f-t—f(z7)=-f"(z— 628)t.
Allora analogamente a quante visto nella dimostrazione del teorema precedente si ha

f” If (x+18)+ f(z—t)— 2f ()]
o t

dt < oo.
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Allora la tesi segue dalla proposizione precedente. &

Teorema 7.14 Sia f : R — R 2n-periodica, C! atratti e continua.
Allora la serie di Fourier associata ad f rispetto al sistema trigonometrico

cO
a
24 Z (a cos kx + by, sinkx)
2
k=1
converge ad f totalmente in R.
Dimostrazione. Per il teorema precedente la serie di Fourier converge ad f
puntualmente in R.
Perognik € N eperogniz € Rsiha
|ak cos kx + by sin k.’L‘I < Iak[ -+ |bk] .
oo
Mostriamo che la serie Z (lak| + |bx|) converge in R.
k=1
Poiché f ¢ C* atratti, siha
g 1 2
/ | (z)|° dz < oo,
-7
quindi
e L?(sy).
Per ogni & € N poniamo
1/~ _,
oy 1= —/ f (z)coskx dz.
TJ—r
Per ogni £ € N poniamo
1 [~
B == — / f (x)sinkzdz.
T™J -
Allora la serie di Fourier associata ad f' &
[a%4) bad
5+ > (ok coskz + By sinkz) .
k=1
Quindi per la disuguaglianza di Bessel si ha
s (a§+ﬁi) < —/ [f' (@) dz < oo.
TS—x
k=1
Inoltre per ogni & € N siha

1™ ,
- f f (z)coskzdz = |
E. - |

Q) =
1 x ™ .
= = [f(z)COSkl'L.R +k/ f(:l:)smk:l:d:c:\ =
" -
k T
= = f f (z)sinkx dx = kb,
™ —_T
¢ analogamente
k= —kak.
Allora perogni £ € N siha
1/1 2
jaxl = 3 1841 < 3 (57 +42)
¢ analogamente
1/1
[be| < 2 (F +a,2c)
Allora
o =1 1Rz 2
Z (lak] =+ be]) £ z 7:34-52 (ak+ k) < oc.
k=1 k=1 k=1

Allora la serie di Fourier converge totalmente. ®







11.1 Determinazione del logaritmo e della radice

Capitolo 11
Analisi complessa

11.1 Determinazione del logaritmo e della radice

Definizione 1.1 Sia A C C un aperto connesso. Una fimzione
f : A — C continua si dice determinazione del logaritmo se per ogni
z € A, risulta

ef(2) = 2.

Proposizione 1.2 Sia A C Cun aperto connesso.

(i) Sia f : A — C una determinazione del logaritmo. Sia k € Z.
Allora la funzione

g := f + 2kmi
£ una determinazione del logaritmo.
(i) Siano f,g : A — Cdue determinazioni del logaritmo. Allora esiste
k € Ztale che

g = [+ 2kmi.

Dimostrazione. (i) Poiché f &una determinazione del logaritmo per ogni 2 € A
si ha

IASLS
Allora per ogni 2 € A siha
c9(=)  GF(2)H2hmi

£(2) 2w _ F(2) _

=e
Quindi g & una determinazione del logaritmo.
(i) Poiché f e g sono determinazioni del logaritmo per ogni 2 € A siha

ef (=) = g9(2)

=2z,
quindi
ef(2)=9(z) _ 1
Allora per ogni z € A esiste k, € Z tale che
F(2)— g(2) =2k.mi.

Mostriamo che k. non dipende da z.
Definiamo I’ applicazione ¢ : A — Z nel seguente modo. Per ogni 2 € A poniamo

p(z):=k, = M
L)
Poniamo

Bi={z€ Al ¢(2) =¢(0)}.

Ovviamente si ha 0 € B. Quindi B non ¢ vuoto.
Mostriamo che B ¢ aperto.
Sia z € B arbitrario. Allora

¢(z) = ¢ (0).

Sia € < 1 arbitrario. Poiché f e g sono continue anche ¢ & continua. Sia § > 0 tale
che per ogni w € C, con

|z — w| <.,6,
risulti
p(z)—p(w)y<e<l.
Allora per ogni w € C, con
|z —w| <6,
-siha
e(w)=9(z)=¢(0),
ovvero
w € B.

Quindi z & interno a B.
Mostriamo che B & chiuso.

Sia {2, } C B. Sia z € C tale che

lim 2z, = 2.
n—oo

Perognin € N siha
#(2n) =¢(0).
Allora, poiché  é continua, siha
@(2) = lim ¢ (2n) =¢(0),
ovvero
z € B.

Quindi B contiene tutti i suoi punti di accumulazione.
Allora, poiché A é ¢ epoiché B C A & non vuoto aperto e chiuso, si ha

B=A,
ovvero perogni 2 € Asiha
¢ (z) = ¢(0).
Quindi /. non dipende da z. Allora esiste k € Z tale che
g=f+2kni. B

Definizione 1.3 Sia A C C un aperto connesso. Siab € Ry. Una
funzione f : A — C continua si dice determinazione della radice b-sima
se per ogni 2 € A, risulta

[f @) ==

Proposizione 1.4 Sia A C C un aperto connesso. Siab € R.

(i) Sia f : A — C una determinazione della radice b-sima. Sia k € Z.
Allora la funzione

g = fe2kmilb

& una determinazione della radice b-sima.
(ii) Siano g, f : A — C due determinazioni della radice b-sima. Allora
esiste k € Z tale che

g = fe?kmilb,

Dimostrazione. (i) Poiché f &unadeterminazione della radice b-sima per ogni
z € Asiba

@)t ==
Allora perogni z € Asiha

o (2)° = [7(2)™i7%]* = [f @ = [ ()" = =.

Quindi g ¢ una determinazione della radice b-sima.
Siano f, g : A — C due determinazioni della radice b-sima. Allora per ogni z € A
siha

[f (2)1° =g (2)° = =
Quindi per ogni z € A siha
eblog f(z) = eb log g(z) =z,
Allora blog f (2) e blog g (2) sono due determinazioni del logaritmo. Quindi esiste
k € Z tale che per ogni 2 € A risulti
blog g (z) = blog f (2) + 2kmi,
ovvero

2kmi
.

logg (2) =log f (2) +
Alloraperogniz € Asiha

elog a(=) = elog f(z)e2k1r1/b’

ovvero
9(x)=F(x)7. -
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Propesizione 1.5 Sia A C C un aperto connesso. Sia b € R.
Allora

i) se 1 € Z esiste un unica determinazione della radice b-sima;
b '’

(ii) se% €Q\Zep €Z, g€ N sono primi tra loro etali che
1 _p

b q

’

esistono ¢ determinazioni distinte della radice b-sima;
(iii) se % € R\Q esistono infinite determinazioni distinte della radice
b-sima.

Dimostrazione. (i) Sia } € Z. Allora

- e kez) =1y,

quindi esiste una sola determinazione.

(ii) Siag = 2,conp € Zeq € N primi tra loro. Allora

{ezk-rri/b ke Z} _ {e’.’kvri/b |k €{0,1,...,q — 1}} s

quindi esistono g determinazioni.
(iii) Siat € R\Q,perognik,! € Z.con

E#1,

siha
2kmwi/b 2wi/b
e2kmi/ # e2mift,

Quindi esistono infinite determinazioni. W

11.2 Richiami sulle funzioni olomorfe

Notazione 2.1 Sia A C C un aperto. Denotiamo ancora con A
Iaperto di R?
{(z,y) ER? |z +iy € A}.
Viceversa sia A C R? un aperto. Denotiamo ancora con A I'aperto di C
{z €C| (Rez,Imz2) € A}.

Definizione 2.2 Sia A C Cunaperto. Sia f : A — C. Lafimzione
f sidice olomorfa in zg € A se esiste finito il limite

o L) =7 Go)

z—=z0  z—2g

In tal caso si dice derivata di f in zo la quantita

' (20) = Tim 1E)Y=SC0)

z—z0 z—zp

La funzione f si dice olomorfa in A se & olomorfa in ogni zg € A.

Denotiamo con H (A) I'insieme delle funzioni olomorfe in A.

Notazione 2.3 Sia A C Cun aperto. Sia f : A — C. Definiamo le
funzioni u, v : A € R? — R nel seguente modo. Perogniz =z + iy €
A poniamo

u(z,y) :==Re[f ()], v(z,y):=Im[f(2)]-

Definiamo la funzione f : A C R2 — RZ nel seguente modo. Per ogni
z,y € R poniamo

f (@ y) == (u(z,) v (z,9)) = (Re[f (2)],Im [ (2)]) -

Teorema 2.4 Sia A C C un aperto. Sia f : A — C olomorfa in
20 = xg + tyo € A. Allora esistono finite le derivate

Uz (‘T07 yO) s Uy ((L‘O, yO) y Uz (10: yO) s Uy ((I?D, yO)
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e valgono le condizioni di Cauchy-Riemann:

2 (1"07 yO) = Vy (ZOI yO) 1
uy (x0,y0) = —vz (x0,%0) -

Inoltre risulta

f' (2z0) = uz (%0, yo) + vz (To, yo) = vy (x0, Yo0) — ¥y (%0, Y0) -

Dimostrazione. Siha

f’ (ZO) - Lim f (Z) - f(zo) =
z—2Q z— 29
- lim [« (=, y) + W (z,y)] = [u (o, Yo) + iv (o, yo)] _
===0 (z + iy) — (zo + iyo)
¥—¥0
= hm @y - u (o, yo)] + i [v (2, y) — (z0, yo)]
==z (z — o) + (¥ — Yo) ’
¥ Yo
In particolare
) = lim [u (=, y0) — (%o, yo)] + i [v (2, Yo) — (T0,¥0)] _
z—zqg T — To
—  lim u (x, yo) — u (o, Yo) +i lim v (z, y0) = (%0,90) _
T—xTQ T — o T—TQ T — To
= uz (o, ¥o) + vz (To, Yo)
€
() = lim [u (2o, y) — u(woyz_/O)I +i[v (=0, y) — (To,y0)] _
y—vo i(y — yo)

= i
y—vo Y— Yo ¥y—yo Y — Yo

vy (zo,Yo) — iuy (To, yo) -

Quindisihalatesi. @

Teorema 2.5 Sia A C Cunaperto. Sia f : A — C. Sia
29 = &g + iyo € A. Allora sono affermazioni equivalenti:

(i) f ¢&olomorfain zo;
(ii) f @ differenziabile in (0, yo) e valgono le condizioni di Cauchy-
Riemann:

Uy ('T‘Ot yO) =y (w07 'yO) ’

uy (Zo, Y0) = —vz (To, Y0) -

Dimostrazione. (i) => (i) Per il teorema precedente valgono le condizioni di
Cauchy Riemann. Sia h : A — C, con

i [h(2)]
1m =
=20 |2 — 20|

tale che

f(2) = f(20) + f' (20) (2 — 20) + h (2) (z — 20) .

. Definiamo A1, k2 : A C R? — R nelseguentemodo. Perogniz = z+iy € A

poniamo
h1(z,y) := Re[h(2)], h2:=Imh(2)].
Allora perogniz = z + iy € Asiha

u(z,y)+iv(z,y) =
= u(Zo,yo)+ v (o, y0) +

+ Tz (To, Yo) + vz (o, ¥o)] [(z — o) + i (y — o)l +
+hy (z,y) + tha (z,¥)

. v(mo,y) — (To,y0) . .. u(To,y) — u(zo,Yo)
m —— % lim ———— =
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u ) Uy —Ug T — zo hy
- +( Mo (5730 ) +(
( v (=0.v0) vz U= (zo.wo) \ YT YO hz
u ) Uy U T — o hy
- 0 0 ) (5200 )+ (
( v (zg,¥9) V= Uy (zg.¥0) Y~ Yo hy
e risulta
. [h1 (=, y)| o [h2 (z, y)|
lim = lim =0.
PR @20’ + (- 90 0 /(2 — 20)® + (v~ w0)?
(ii) = (i) Siano h1,h2 : A C R? — R,con
lim |1 (=, y)| = lim |h2 (z, y)| —o.

220 J@ =20 + (- 90)® 30 \/(z — 20)* + (y — w0)?

tali che

T — g
Y — Yo

)+( )

Up Uy
Ve Uy

(z0,v0) (

+(
(z0,v0)

Allora
u —_
v =
u . —v
= +( T T )
( v ) (=0.30) [ Ug

Quindi perogni 2 = x + iy € Asiha

T — o
Y- Yo

)<( 1)

(=0,%0) (

u(z,y) + iv(z,y) =

= u(wo, yo)+ v (w0, yo) +
+ [ug (%0, Y0) + iva (0, yo)] [(& — 7o) + i (¥ — yo)] +
+h1 (z,y) + iha (z,y)

Definiamo # : 4 — C nel seguente modo. Perogni z = z + iy € A poniamo
h(2) = h1(z,y) +ih2 (z,y).

Allora si ha
h(=z

=—z0 |2 — 20| -
e risulta

F(z)=f(20)+ f (20) + h(2) (2 — 20). H

Proposizione 2.6 Sia A C C un aperto. Siano f,g : A — C
olomorfe in zg € A. Sia A € C. Allora f + \g & olomorfa in zg risulta

(f + 29)" (z0) = f' (20) + Ag’ (20) -

Dimostrazione. Immediata. @

Proposizione 2.7 Sia A C Cun aperto. Sia f : A — C olomorfa
in zg € A. Sia B C C un aperto tale che

f4)cB

Siag : B — C olomorfa in f (z0) € B. Allora g o f &olomorfa in 2p e

risulta

(90£) (z0) = 9' (f (20)) ' (z0) -

Dimostrazione. Immediata. B

)
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Teorema 2.8  Sia A C R2 un aperto. Sia £ : A — R2. Sia Py € A.
Supponiamo che f sia C in un intomo di Pp. Supponiamo che

- det Df (Po) # 0.

) . Allora esistono un intono U di Py e un intomo V' di f (Pp) tali che

flg:U—-V
& biunivoca. Inoltre
(fly) 1 :v—-U
¢ C! erisulta

D (1) 7| (£ (Po)) = [DF (Po)I "

Dimostrazione. Segue dal teorema della funzione implicita. Non la vediamo in

dettaglio. @

Teorema 2.9 Sia A C Cunaperto. Siaf: A — C. Siazg € A.
Supponiamo che f sia olomorfa in un intomo di zo. Supponiamo che f' sia
continua in tale intomo e risulti

f'(z0) #0.

Allora esistono un intono U di zg e un intomo V di f (20) tali che
fly:U—V

& biunivoca. Inoltre

(fly) v —U
& olomorfa in f (zg) e risulta

[(716) 7Y ¢ o) = 5

f'(z0)
Dimostrazione. Sia
20 = xTg + tyg € C.
Sia
Py = (z0,90) € R™.
Siha
5 uy (P —vg (P
det Df (Po) = det ( ue EPE; u:((PO‘;) ) =

u2 (Po) + 02 (Po) = | f (20)|% # 0.

Quindi f verifica le ipotesi del teorema precedente. Allora si ha

. ~ - -1 1 = (P = (P
Df l(f(Po)) = [Df(Po)] =m( —uvm((}gg) ZI((PS
Quindi
1y’ _ e (Po) - iws(Po) _ _f(z0) _ 1
(17) ¢ on = = e = = ey ~ TG

Proposizione 2.10  Sia A C C un aperto connesso. Sia f € H (A)
tale che per ogni 2z € A risulti

f'(z)y=0.
Allora f & costante in A.
Dimostrazione. Poiché A & connesso, A & connesso per archi. Siano 21,22 € A
arbitrari. Sia v : [0,1] — A Tarco congiungente 21 con 22. Definiamo F :
[0,1] — C nelmodo seguente. Per ogni t € [0, 1] poniamo
F(t):=f(v@).

Allora F & derivabile in [0, 1] e perogni t € [0, 1] risuita

F'(t)y=7 (v~ =0

).
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Quindi per il teorema di Lagrange F & costante in [0, 1]. In particolare si ha
F@©)=FQ),
ovvero

f(z0) = £ (21).

Per 'arbitrarieta di 20, 27 € Asihalatesi. @

Corollario 2.11 SiaA C Cun aperto connesso. Sia f € H(A) a
valori reali. Allora f & costante in A.

Dimostrazione. Siha
v=Imf=0.
Quindi «
vz =0, v, =0.
Allora, perogniz = .+ iy € Asiha
f'(2) = vy (z,9) — iva (z,9) = 0.
Quindi per il teorema precedente sihalatesi. @

11.3 Funzioni olomorfe e 1-forme differenziali

Definizione 3.1 Una curva @ un’applicazione v :
continua.

[a,b] — C

Notazione 3.2 Sia v : [a,b] — C una curva. Definiamo le
applicazioni x,y : [a,b] — R nel seguente modo. Per ogni t € [a, ]
poniamo

z(t) =Re[y(®)], y(t):=Im[y(t)].

Definizione 3.3 Unacurvay : [q, b] — Csi dice regolare se
v €C ([a,b]).

Definizione 3.4 Sia v : la,b] — C una curva regolare. Siat €
[a, ]. Si dice vettore tangente alla curva y nel punto ~ (t) il vettore

Y (@) = (=" (), @®).

Definizione 3.5 Ssia % : [@,b] — Aunacurvaregolare. Sia f : A —
C. Sidice integrale di f lungo 7 la quantita

L F(2) dz o= [ o @ .

‘Inoltre poniamo

b b
dz| := ! dt = T2 12 .
[reve=["ropoia=["ro/0rv 0w

Definizione 3.6 Sia 7 : la,b] — C una curva regolare. Si dice
lunghezza di vy la quantita

b b
) :=/|dz|=/ Iy ()| dt:/ Vo 2@ + % (9 d.
% a a

Definizione 3.7 Una curva ¥ : [a,b] — C si dice semplice se &
iniettiva.

Definizione 3.8 Unacurva 7 : la, b] — Cssi dice chiusa se risulta
v(a) =7(b).
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Definizione 3.9
Una curva v : [a,b] — C si dice generalmente regolare se esiste una
partiazione

{a=a<a1<..<an=1t}
di [a, b] tale che per ogni k € {1, ..., n} risulti

’Y'[ak—lyak] E Cl ([ak—lia'k])‘

Definizione 3.10 SiaA C Cun aperto. Siay : [a,b] — A una
curva generalmente regolare. Sia

{a=ap<a1 <..<a,=0b}
una partizione di [a, b] tale che per ogni k € {1, ...,n} risulti
Mar—1,0x] € C" (ar-1,a])-

Sia f : A — C. Sidice integrale di f lungo v la quantita

/f(z)dz =Y
Y k=1

Inoltre poniamo

[, () ldz] =

- (@) (t) de.

Ap—1

>

k=1

/a “ s o) d.

k—1

Definizione 3.11 Sia A C C un aperto. Sia ¥ : [a,b] — A una
curva generalmente regolare. Sia

{a=a<a; <...<a, =t}
una partizione di [a, b] tale che per ogni k € {1, ..., n} risulti
Pyl[ak_l,a.k] ec? (lag.—1, ag]).

Si dice lunghezza di v la quantita
n ag ,
ey = [l =3 [T )] an
24 k=1"%-1

Definizione 3.12  Una 1-forma differenziale & un’espressione
Xdx+Y dy,
dove X,Y : A — R sono applicazioni continue.

Definizione 3.13 Sia A C C un aperto. Sia 7 : [a,b] — A una
curva regolare. Sia

w=Xdr+Ydy

una 1-forma differenziale. Si dice integrale di w lungo y la quantita

/ w = a:fb (X (2(8),y ()2 (©) +Y @(2),y ) ¥’ ()] dt,
Y a

dove si prende il segno + se l'orientazione scelta per v coincide

con D’orientazione indotta dalla rappresentazione, si prende il segno —

altrimenti.

Proposizione 3.14 Sia A C C un aperto. Siay : [a,b] = Auna

curva regolare. Sia f : A — C. Siano
a:=udr—vdy, B:=vdr+udy.

Allora, scegliendo per -y I’orientazione indotta, si ha

Lf(z)dz:[ya—FiLE.
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Dimostrazione. Siha

/1 f(z) dz

fbf(“r (@)~ (t) dt =

il

[,y + e @Ol O+ 0]

[ e,y ©- vy @) d

b
+i ] [0 (), 5 @)z () +ulz @),y @)y @] dt,
& 7’
/ a=/ [uz(8),5 ()= (&) — v (@ (&), ¥y @)Y (®)] dt,

b
/ 8 =[ [0 (z (8), y () & (&) +u (z(8), y (€)' (B)] dt.

el a
Quindisihalatesi.

Definizione 3.15 Sia A C C un aperto connesso. Sia f : A —
C, f € C(A). Un’applicazione F : A — C i dice primitiva di fin A
se F € H (A) eper ogni z € Arisulta

F'(2) = £ (2).
Proposizione 3.16 Sia A C C un aperto connesso. Sia f : A —
C, f € C(A).
(i) Sia F unaprimitiva di f. Allora per ogni ¢ € C la funzione
G:=F+c
& primitiva di f.
(ii) Siano F, G primitive di f. Allora esiste c € C tale che

G=F+c.
Dimostrazione. () Poiché F &primitiva di f siha
F'=7.
Allora
G =F' =7 .
Quindi G & primitiva di f.
(%) Poiché F e G sono primitive di f siha
F'=G=f.
Quindi
(F-G) =o0.

Allora, poiché A & connesso, sihalatesi. B

Definizione 3.17 Sia A C R? un aperto connesso. Sia
w=Xdr+Ydy

una 1-forma differenziale. Un’applicazione U : A — R si dice primitiva
di w se U ¢ differenziabile in A e se risulta

dU = w,

OVVeTO

Us =X, Uy=Y.

Definizione 3.18 Sia A C R? un aperto connesso. Una 1-forma
differenziale

w=Xdr+Ydy
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si dice esatta se ammette una primitiva, ovvero se esiste U : A — R
differenziabile tale che

Ue=X, Uy=Y.

?Iborema 3.19 Sia A C Cunaperto connesso. Sia f € C (A). Siano
u:=Ref, v:=Imf.
Siano
a:=udr—vdy, B:=wvdzr+udy.
Sia F : A — C. Siano '
U:=ReF, V:=ImF.
Allora sono affermazioni equivalenti:
(i) F éprimitiva di f;
(ii) U éuna primitiva di o, V' & una primitiva di 3.

Dimostrazione. (i) = (it) Siha F € H(A). Quindi U e V sono
differenziabili in A e valgono le condizioni di Cauchy-Riemann:

{%=%
Uy =—-Vz.
Inoltre si ha
F'=7,
ovvero
Uy +iVe =V, — iU, =u+iv.
Allora

Upg=u, Uy=-v, Voe=v, Vy=u

Quindi U & primitiva di o e V' & primitiva di 3.

(ii) = (i) U e V sono differenziabili.
Mostriamo che F verifica le condizioni di Cauchy-Riemann. Siha
Ug=u, Uy=-v, Veo=v, Vy=u
Quindi
{ U, =V,

Uy =—Vs.
Allora

F cH(A)
¢ risulta

Fl=U,+iV,=u+iv=f.

Quindi F & una primitivadi f. B

Notazione 3.20 Sia A C R2 un aperto connesso. Siano P1, P2 €
A. Denotiamo con I' 4 (Py, P3) I'insieme delle curve regolari

~:[a,b] > A
tali che

(@) =P, 7(b)=Fe.

Teorema 3.21  Sia A C R2 un aperto connesso. Sia
w=Xdr+Ydy

una 1-forma differenziale.
Allora sono affermazioni equivalenti:

(i) w & esatta;
(ii) per ogni P1, P» € Aeperogni~y,vg € [a(P1, P2)siha

" Y2
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(iii) per ogni curva regolare chiusa 7 : [a, b] — A risulta

/w:O.
-

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia U primitiva di w. Siano Py, P, € A arbitrari.
Siano y;, v, € [a (P, P;) arbitrarie. Allora si ha

jﬂw=[ﬂ dU =U(Py) - U (Py),

/’mw:/de:U(Pg)-U(Pl).

Quindi si ha la tesi.
(ii) = (i) (Cemno) Sia Py € A. Definiamo I'applicazione U : A — R nel
modo seguente. Perogni P € Asiayp € I'4 (Po, P) e poniamo

U(P):= / w.
P
Si verifica che
adU = w.

Quindi U ¢ primitiva di w.
(i1) < (i) Evidente. ®

Notazione 3.22 SiaA C Cun aperto connesso. Siano z1,292 € A.
Denotiamo con I' 4 (21, z2) I'insieme delle curve regolari

v:la,b] = A
tali che

v(a)=z1, 7(b)==z2.

Teorema 3.23 Sia A C C un aperto connesso. Sia f € C (A).
Allora sono affermazioni equivalenti:

(i) esiste una primitivadi f in A;
(i) perognizi,z2 € Aeperogniyy,7¥, € I'4 (21,22) risulta
fdz = fdz;
71 Y2

(i) per ogni curva regolare chiusa + : [a, b] — A risulta

/fdz:O.
.,

Dimostrazione. (i) = (iii)) Sia v :
arbitraria. .
Sia F una primitiva di f. Siano

[a,b] — A una curva regolare chiusa

U:=ReF, V:i=ImF.

Per il teorema 3.19, U ¢ primitiva di o ¢ V' & primitiva di 3. Quindi per il teorema

precedente si ha
/ a=0, / B=0.
¥ v

Allora per la proposizione 3.14 si ha

/:dez='[ya+i./;ﬁ=0.

(#44) = (i) Per ogni curva regolare chiusa 7 : [a, b] — A risulta

'/;fdz=/;a+i./;ﬁ=0.

Quindi per ogni curva regolare chiusa v : [a, b] — A risulta

[ya:O, LB:O.V

Capitolo 11 Analisi complessa

Per il teorema precedente esistono una primitiva U di o ¢ una primitiva V' di 8.

Poniamo
F:=U+4:V.

Allora per il teorema 3.19, F & una primitiva di f.
(ii) < (i1i) Evidente. @&

Definizione 3.24  Sia A C R? un aperto. Una 1-forma differenziale
w=Xdr+Ydy

si dice chiusa se
Xy = Yz.

Proposizione 3.25 Sia A C R? un aperto connesso. Sia
w=Xdzr+Ydy

una 1-forma differenziale esatta. Allora w ¢ chiusa.

Dimostrazione. SiaU : A — R una primitiva di w. Allora si ha
U.=X, U,=Y.
Quindi
Xy =Uszy=Uye =Ys.

Allora w & chiusa. @&

Osservazione 3.26 In generale w chiusanon implica w esatta.

Definizione 3.27 (provvisoria) Un aperto A C R2 si dice
semplicemente connesso se per ogni dominio D C R2 tale che

ODCA

risulta
D C A.
Teorema 3.28 Sia A C R2 un aperto semplicemente connesso. Sia
w=Xdr+Ydy
una 1-forma differenziale chiusa. Allora w ¢ esatta.
Dimostrazione. Sia~y : [a,b] — A una curva regolare semplice chiusa arbitraria.
Sia D C R? il dominio tale che
D =+ ([a, b]).
Allora per il teorema di Stokes si ha

/w:/Xda:+Ydy=:l:/ (Xy — Yz) dzdy.
¥ ¥ D

Poiché w & chiusa si ha
Xy =Yz

/w=0.
-

Per Iarbitraricta di y siha latesi. ®&

Allora si ha

Proposizione 3.29 Sia A C C un aperto connesso. Sia f € H (A).
Siano

u:=Ref, v:=Imf.
Siano
a:=udr—vdy, B =vdr+udy.

Allora a e 3 sono chiuse.
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Dimostrazione. Poiché f € H (A) valgono le condizioni di Cauchy-Riemann:
Up = Uy,
Uy = —Vg.

Quindisihalatesi B

Teorema 3.30 Sia A C C un aperto semplicemente connesso. Sia
f € H(A). Allora f ammette una primitiva in A.

Dimostrazione. Per 1 lemma precedente o e 8 sono chiuse. Allora per il teorema
precedente o ¢ 3 sono esatte. Siay : [a, b] — A una curvaregolare chiusa arbitraria.

Allora siha
/ a=0, / B=0.
v v

Come vedremo (teorema di Morera), poiché f € H (A)siha f € C! (A). Allora

[sa=faxif 50

Per Iarbitrarietd diy sihalatesi. B
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Definizione 4.1 Sia A C C un aperto. Siano vg,7; : [a,b] — A

due curve con gli estremi in comune, ovvero tali che
{ 70 (0) =71 (0),
Yo (D) =71 (1)-
Un’omotopia da vq a 7y, & un’applicazione H : [0,1] x [a,b] — A
continua tale che per ogni t € [a, b] risulti’

{ H(07t) =70 (t‘)7
H(L t) = 71 (t)
eperogni s € [0, 1] risulti

{ H(s7a)=70(0):’71(0)7
H(s;b)=71)=701).

Definizione 4.2 Sia A C C un aperto. Due curve con gli estremi in
comune g, : [a,b] — A sidicono omotope in A se esiste un’omotopia
Hdavpgan;.

Osservazione 4.3  La relazione di omotopia tra curve con estremi in
comune & una relazione di equivalenza.

Definizione 4.4 Sia A C C un aperto. Siano vg,7; : [a,8] — A
due curve chiuse. Un’omotopia da g a v, &un’applicazione H : [0, 1] X
[a,b] — A continua tale che per ogni t € [a, b] risulti

{ H (0,t) =0 (1),
H(1,t) =7(t)

eperogni s € [0, 1] risulti
H (s,0)=H(s,1).

Definizione 4.5 Sia A C C un aperto. Due curve chiuse vg,v; :
[a,b] — A sidicono omotope in A se esiste un’omotopia H da v a 7y;.

Osservazione 4.6 La relazione di omotopia tra curve chiuse & una
relazione di equivalenza.

Definizione 4.7 Un aperto A C C si dice semplicemente connesso

se ogni curva chiusa 7 : [a, b] — A & omotopa ad un punto in A.
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Notazione 4.8 Siano a, b, c, d tali che

a<b, c<d.

Poniamo

Ropca:={z€C | Rez € [a,b], Imz € [c,d]}.

Teorema 4.9  (Primo teorema di Cauchy-Goursat) Sia A C C un
aperto. Sia f € H (A). Siano a,b,c,d € R, con

a<b c<d,
tali che

Ropeca C A
Sia

R = Rgp,c,d-
Allora

faRf(z)dz=o.

Dimostrazione. Poniamo
2 2
=20-a)+2(d—0), A:=y/(b-a)+(d-o)?

Perognin € N eperognik,! € {1,...,2"} poniamo

b—a b~
e imat - )T, b mat ks,
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b—a

on

b—
cl(") =c+ (I - 1)—57‘—11, dl(") =d+1

(n)
R =R (n),(n) (n .
Kl “;(c )bfc )Cl( )dl(n)

Definiamo la successione { R, } ricorsivamente nel seguente modo.
Primo passo) Siha

2

z) dz| < 2)dz| £ 4 max / z) dz|.
U;Rf( ) 42| < ,c;:l /émfcll)f( ) T kie{1,2} anﬁt‘l)f( )
Siano k1,01 € {1, 2} taliche
-/;Ril’ f(2) dz| = k,l‘é‘?ﬁz} /;R(l) f(2) dz|.
11 Kl

Poniamo
Ry =R{), .
Passo n-simo) Siha
2
/. L B9y /. T O S0 e /. a7 4 5

Siano Ky, ln € {1, 2} taliche

faR(n) £ dz‘ = kleiter /BR(n) f(z) dz
krln *l

Poniamo

Allora la successione { R,, } & non crescente ¢ per ogni n € N risulta

l/ f(z) dz $4"/ f(z) dz
SR 5Rp
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Per ogni n € N poniamo

I ) o)

an = Qg kmln? Cni=Cglp, dni= dt”

knln

Poi=2(80 —a ) +2(d) - e ) = 21;,

Bpi= [~ an)? + (@ — el = o

Sia 20 € A taleche
)
n R,, = {Zo}.
n=1
Poiché f & olomorfa in 2g esistew : A — C, con
lim |w(2)| =0,
z—zp

tale che per ogni 2 € A risulta

£ (2) = f(20) + f' (20) (z = 20) + w (2) (2 — 20).
Sia € > O arbitrario. Sia § > O tale che perogni 2 € A, con

|z — z0] < 6,
risultd
lw (2)| < e.
Sia n € N tale che
A
A, = 2_71 < 8.

Allora per ogni 2 € R,, siha

|z — 20 < Ap < &,

quindi
lw (2)] < e.
Allora si ha
f f(z)dz = / [f (z0) + ' (20) (z — 20) + w(2) (z — 20)] dz =
ORn 8Rp

1oy [ drasGo) [ (-o)d+
f w(2)(z — 20) dz.
2R,

Poiché e funzioni 1 ¢ 2z — z¢ ammettono primitiva in C, i primi due integrali sono
nulli. Quindi

/ f(2) dz =/ w(2z) (2 — z0) dz.
ORp ORn

Allora

/;R,,f(z) dz ‘/;R"w(z)(z_z()) dz| <

< / lw ()] |2 — 20| |dz] <
R,
< 2 ja=n2l _LP
2n Jon, an2n T 4n
Quindi
‘/ f(2) dz| <4™ f(2) dz| £ eAP.
R 8Rp

Per Parbitrarieta di £ > Osiha

/ F(z)dz=0. ®m
R

Notazione 4.10  Siano zo € C, r > 0. Poniamo

D, (z0) :={z €C| |z — 20| < r}.

Capitolo 11  Analisi complessa

Teorema 4.11  (Secondo teorema di Cauchy-Goursat)  Sia 20 € C.
Siar > 0. Sia

D := D, (z0).

Sia f € H (D). Allora per ogni curva regolare chiusa 7 : [a,b] — D si
ha
/ f(z)dz=0
¥

Dimostrazione. Perogniz, w € D denotiamo con (z, w) laspezzata congiungente
2 € w con tratti paralleli agli assi coordinati con il primo tratto parallelo all’asse reale
& il secondo tratto parallelo all’asse immaginario.

Definiamo I'applicazione F : D — C nel seguente modo. Perogniz € D poniamo

Fe)= [ @ de.
20.%

Mostriamo che
F'=f.
Siano z, w € D arbitrari. Supponiamo ad esempio che risulti
Rezo < Rew < Rez, Imzo < Imw < Im2z.

Poniamo

R:={C €D| Re( € [Rew,Rez], Im( € [Im 20, Imw]}.

~/;20yz) Al /;ZOY

f(w’z)f(c) d<+/eRf(C)dC-

Allora si ha

F(2) = F(w) )f(()dC=

Per il teorema precedente si ha

] F(Q)dC =0.
R

Quindi
Fe-Fw=[ @@
(w,=z)

Allora, poiché

/ d¢ =2z - w,

{w,z}
siha
F@E-F@) .., _ 1 _J& _

=2 @) = z_wf(w’z)f(odc z_wfw,,}d‘

) HGRFIQIK S

z—w

Poiché f & olomorfa in D, f & continua in D, quindi in particolare in 2. Sia e > 0
arbitrario. Sia § > O tale che per ogni { € D, con

IC - Zl < 61
risulti
F@Q-r@I<e

Allora perogni w € D, con

|z —w| <8,
siha
F(z) — F(w) 1 B
s < e = J. @ -s@i <
IZ w]
< ns WI /w %) Te—w _©
Quindi per ogni 2 € Dsiha
lim F_(z)_.—__F__(l”_) = f(2),
w—z z—w

OVVEero

F' =7
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Poiché f ammette una primitiva in D per ogni curva regolare chiusa v : [a, ] — D
si ha

h/’rf(z)d::=0. ]

Teorema 4.12  (Rorema di deformazione) Sia A C C un aperto.
Sia f € H (A). Siano 7yg, 7, : [a,b] — A curve regolari chiuse omotope
in A. Allora

/ f(z)dz= f(z) dz.
Yo Y1

Dimostrazione. N Per semplicitd supponiamo
la,b] = [0,1].
Sia H : [0, 1] x [0,1] — A un’omotopia da v, a 7y, . Poniamo
Q:=10,1] x [0,1].

Poiché H ¢& continua nel compatto Q, per il teorema di Heine-Cantor H &
uniformemente continua in Q.
Sia ¢ > O arbitrario. Sia § > O tale che per ogni Py, P> € Q, con

[Py — P2| <6,
risulti
|H(P1)— H(P2)| < e.
Sia n € N tale che

V2
‘27<5.

Perognik, ! € {1,...,2"} poniamo
Siano k,1 € {1,...,2"} arbitrari. Allora per ogni Py, P> € Qxsiha

[Py — P2| <6,
quindi

|H(P1) - H(P2)| <e.
Quindi esiste 24; € A tale che, posto
Dy :={z € A| |z — 21| < ¢},
si ha
H (Qx1) € D

Inoltre, poiché H & continua nel compatto Qj, per il teorema di Weiestrass I'insieme
H (Qp1) & compatto. Poniamo

Yt = OH (Qu) -
Quindi )
Vit € Dt

Allora, poiché f & olomorfa in Dy, per il teorema precedente si ha

f (Z) dz =0.
Tl
Poiché
277.
U 2Qu =9Q,
kl=1
si ha
27!
U Yo ={-m}ru{v}-
=1
Allora si ha
2"
) F@d=3 [ j@as=o,
{=71}u{rz2} fe,i=1"Y Ykl
ovvero

dz = dz. @
[ sera /wf(z) 2
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Teorema 4.13  (Primo teorema di Cauchy) Sia A C C un aperto.
Sia f € H (A). Sia v : [a,b] — A una curva regolare chiusa omotopa ad

un punto in A. Allora
] f(z)dz=0.
¥

Dimostrazione. Sia zg € A tale che v & omotopa a {20}. Allora per il teorema
precedente siha

/f(z)dz=/ f(z)dz=0. &
v {zo}

Corollario 4.14 Sia A C C un aperto semplicemente connesso. Sia
f € H (A). Sia~y : [a,b] — A una curva regolare chiusa. Allora

/'Yf(z) dz=0.

Proposizione 4.15 Sia A C C un aperto. Sia 20 € A. Sia
f € H(A\ {z0}) NC(A). Sia~ : [a,b] — A una curva regolare chiusa
omotopa ad un punto in A. Allora

[yf(z)dz-——o‘

Dimostrazione. Siano a,b,c,d € R, con
a<b e¢<d,
tali che
{z €C| Rez € [a,b], Imz € [¢c,d]} C A,
arbitrari. Sia

={2 €C| Rez € [a,b], Imz € [c,d]}.

Mostriamo che
/ f(z)dz=0.
3R
Sezo # Rsiha
R C A\ {20},
quindi

] f(z)dz=0.
AR

Sia 29 € R. Poiché f & continua in 2¢ si ha
lim f(2)(z— 20)=0.
2—zQ

Sia € > O arbitrario. Sia § > Otale che per ogni z € A, con

0< |z— 20| <6,

risulti
£ (@) z— 20l <,
ovvero
€
F@@) < —-
|z — zo|
Sia

8§ §
Q= {z € A| |Rez — Rezo| < 3 Im z — Im 20| < 5}

Allora per ogni z € 0Q siha
0< |z— 20| <6,
quindi
€
If ) < /-
|z — 20|
Inoltre per ogni z € 9Q siha

(MRS

|z =20l > =,




quindi
2e
If @) < -
Poiché OR e OQ sono omotope in A\ {zo} siha

LRf(z)dz=/;Qf(z)dz.

Allora
’Laf(Z)dz - (/wf(Z)dz S/aolf(Z)Hdz|<
2e d —2646—8
< 5 BQl z|_.7 = 8¢.

Per Iarbitrarieta di ¢ > Osiha

Akf(z) dz = 0.

Quindi valgono le conclusioni del primo teorema di Cauchy-Goursat. Allora valgono
le conclusioni del secondo teorema di Cauchy-Goursat, del teorema di deformazione
e del primo teorema di Cauchy. &

Definizione 4.16 Sia A C C un aperto. Siay : [a,b] — A wna
curva regolare chiusa. Sia zg € A\ ([a,b]). Si dice indice di ~y rispetto a
zo il numero

Iy (z0) == 1/ dz —l/b 7Oy
PO o vz—20 2mile v({t)—z0

Esempio 4.17 Siazg € C. Sian € Np. Siay : [0,2n7] —» Cla
curva definita nel modo seguente. Per ogni 8 € [0, 2nw] poniamo

¥ (6) := zg + 9.

Quindi 7y descrive n volte la circonferenza di centro zg e raggio 1 in verso
antiorario o orario a seconda che il segno sia + o —.

In questo caso si ha
1 2nw ,),I (6) 1 2nw ie:l:iﬂ
Iy (20) = — —d(-):i—/ ——df = %n.
v (z0) ./0 v(8) — 20 271 Jo e+ "
Quindi I, (20) @ il numero di giri che -y percorre attomo a zg in verso

antiorario.

Teorema 4.18 Sia A C C un aperto. Sia v : [a,b] — A una curva
regolare chiusa. Sia zg € A\ ([a, b]). Allora

I, (z0) € Z.
Dimostrazione. Definiamo I'applicazione g : [a,b] — C nel seguente modo. Per

ognit € [a, b] poniamo
t ' (s)
t) = —ds
9 /a v(8) - 20

Allora si ha
1
I, (20) = —g(b).
2 (20) = 5=9(®)
Per il teorema di Torricelli-Barrow per ogni t € [a, b] si ha

7' (8)

g(®0)= Y@~ 20

Quindi perogni t € [a, b] siha

{2} = (7 0 - O ) - =]} =0.

Allora
e 99 [y (t) — 20|
& costante in [@, b]. In particolare si ha

€79 [y (b) — 20] = €79 [y (a) ~ 20] .

Capitolo 11 Analisi complessa

Poiché & chiusa si ha

7(b)=7(a).
Inoltre si ha

g(a)=0.
Quindi
e~ 9(8) 1,

ovvero esiste k € Z tale che

g (b) = 2kmi.
Allora

I, (20) = ﬁg(l)):k cZ @&

Proposizione 4.19  Sia A C C aperto. Sia 29 € A. Siano g, v, :
[a,b] — A\ {z0} curve regolari chiuse omotope in A. Allora

['h (20) = 1‘72 (ZO) .

Dimostrazione. Per il teorema di deformazione si ha

/‘ dz dz
1 Z — 20 ~2 2 — 20

Quindisihalatesi @&

Pmposizione 420 Sia A C C un aperto. Siazg € A. Sia
~ : [a,b] — A\{zo} una curva semplice regolare chiusa omotopa ad
un punto in A. Allora

(i) sery circonda 2g in verso antiorario si ha
I,(2z0)=1;
(ii) se~y circonda zg in verso orario si ha
I, (z0)=-1;
(iii) se 7y non circonda zg si ha

L, (z0) =0.

Dimostrazione. (i) Sia § > O tale che

{2€C| |2— 20| <8} CD.
Sia
C:=9{z€C| |z— 20| <b}.
Allora le curve ¥ e C sono omotope in A\ {20}. Quindi per il teorema di
deformazione si ha
I (z0) = Ic (20) -

dent,

Inoltre, per quanto visto nell’ pio p siha

Ic(20) = 1.

Quindi
I, (z0)=1.

(i) Analoga ad (7).
(ii1) La curva y & omotopa ad un punto in A\ {zo}. Quindi

I,(20)=0. ®

Teorema 4.21  (Secondo teorema di Cauchy) Sia A C C un aperto.
Sia f € H (A). Siazg € A. Sia 7y : [a, b)] — A\ {20} una curva regolare
chiusa omotopa ad un punto in A. Allora

f(20) Iy (20) = —1—[7 -———f () dz.

21 z—20




114 Teorema di deformazione e teoremi di Cauchy

La precedente espressione & detta formula di Rappresentazione di Cauchy.

Dimostrazione. Definiamo la funzione g : A — C nel seguente modo. Per ogni
z € A poniamo

(2) —

A
po— se 2z € A\ {20},

f (Zo) s€ 2 = 20.

Allora g € H (A\ {z0}) N C (A). Quindi per il teorema 4.15 si ha

[a@ dz=o,
5
owvero

JRCE Loy

- 2= 20
Quindi
J(z)
(20)/ P dz.

Allora

f(z0) I (20) = (z0) dz —1—/ EACN dz. B
il

271 z— 29 271
¥

Corollario 4.22 Sia A C C un aperto semplicememente connesso.
Sia f € H (A). Siazg € A. Sia~y : [a,b] — A\ {20} una curva regolare
chiusa. Allora
1

Fiow

2~rz ~ 2= 20

f(z0) Iy (20) =

Corollario 4.23 Sia A C C aperto. Sia f € H (A). Siazg € A.
Sia 7 : [a,b] — A\ {z0} una curva semplice regolare chiusa omotopa ad
un punto in A che circondi 2o in verso antiorario. Allora

Ly L [ @,
f (z0) L

27 z—20

Teorema 4.24  (Torema della media) Sia A C C aperto. Sia
f € H(A). Siano zg € A, r > Otali che

D- (ZO) C A
Allora

2m

1 )
f(z0) = P flzo+ re“’) dé.

Dimostrazione. Poniamo

D := D, (20).
Def!niamo la curva y : [0, 2w] — A nel seguente modo. Per ogni § € [0, 27]
poniamo
v (8) = 20 + re'®
Allora

oD = (f0,2x]).
Per il corollario 4.23 si ha

B _1_ PO N L 1CTO) (e)) _
F(zo) = 27 z — zo = o /;, v (8) — ’Y '(0) o=
1 2 f<20+""eia nr
= T/ ———) Tao =
1o i0
= 3 . I (zo + re ) dg. a
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Teorema 4.25  Sia A C C un aperto. Sia f : A x A — Ctale che
per ogni z € A risulti

f(2) € H(A)-

Siazg € A Siay : [a,b] — A\ {zo} una curva regolare chiusa.
Supponiamo che esistano g € H (A), con

[la@llacl <,
Y

e & > Otali che per ogni z € A, con
IZ - Zo| < §,
risulti

<g.

]a—if(-,z)

7]

Allora
o
= Mf(c,z) dc}

Dimostrazione. Omessa. B

] dag.
=20

z=z9

Teorema 4.26 Sia A C C un aperto. Sia f € H (A). Allora
fecCc>(A).

Sia zo € A. Siay : [a,b] — A\ {20} una curva regolare chiusa omotopa

ad un punto in A. Alloraper ogni n € N siha
(n) I (z _f(Z)
71 (20) Iy (z0) = i), ozt

Dimostrazione. Mostriamo per induzione che per ogni n € N e per ogni 20 €
A\ ([a, 8]) siha

n! f(
f( n) (20) I, (z0) = o z:‘;% dz.

Passobase) Per il primo teorema di Cauchy per ogni z0 € A\~ ([a, b]) siha

FGo) I, (zo>—L RGO

2mi z— 20
Passo induttivo) ~ Per ipotesi induttiva per ogni z € A\~ ([a, b]) si ha

FRD YL (2) = (n—1)! FAC9)

2mi 4 (=27 .

Quindi per ogni z € A\ ([a, b]) si ha
CELER g el

.f(") (z) I'Y (z)= 274 (C_ z)n
- i

In altri termini, per ogni zo € A\~ ([a, b]) si ha

i [ e

£ (20) I (20) =

Z=Zo
Sia § > Otale che

{z €C| |2~ 20| < 8} C A\v([a,b]).
Poniamo

D:={z €C | lz-zo|<g}.

Allora perogni { € yeperogniz € Dsiha

leQva

I€— 2>

Poniamo

M := max IF(OI-
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Allora, perogni { € yeperogniz € Dsiha

d _f@) ‘ nf(Q |__»lf@ . 2»M
dz (C—2)"| [(C—=2)"TH [¢—z"tt T 67
Poiché
2nM 2
[ B e = T ey <,
p
per il teorema precedente si ha
AT _f© _ (e _1© -
dz [ ¥ (C_ z)n dc} z=z2Q B -/ [dz (C‘ z)n 2=z 0] dg -

_ ()
- /(c—zo)"“ dc.

n(n— 1! F )
5 (€= 20)" T

271
_ f(C)
- Omf T

Quindi per ogni zo-€ A\ siha

I, (20) £ (20) d¢ =

Corollario 4.27 Sia A C Cunaperto. Sia f € H (A). Siazp € A.
Sia v : [a,b] — A\ {z0} una curva semplice regolare chiusa omotopa ad
un punto in A che circondi zg in verso antiorario. Allora per ognin € N
siha

F (z0) = __' I)

2mi Jy (2 —20)" !

Teorema 4.28  (di Morera) Sia A C C un aperto. Sia f € C (A)
tale che per ogni curva regolare chiusa 7 : [a, b] — A risulti

/ff(z)dz:O.

Allora
feH(A).

Dimostrazione. Per il 323, f tte una primitiva F. Allora F €
H (A) e risulta

F'=7f.
Poiché F € H (A), perilt precedente F derivate di ogni ordine. In
particolare esiste

FII = fl

Quindi f € H (4). &
Teorema 4.29  (Stime di Cauchy) Sia A C C un aperto. Sia f €
H (A). Siano zg € A, r > Otali che

D, (z0) C A.
Sia

D := Dy (20)-
Sia .

M := max|f (2)|.
zeD

Alloraperognin € Nsiha

;f(") (20)| < —MTn'
-

Dil azione. Defini
6 € [0, 27] poniamo

la curva v : (0, 27] — A nel seguente modo. Per ogni

v (0) 1= 20 + re’®

Capitolo 11 Analisi complessa

Allora si ha
Inoltre per ogni 7 € N siha

fr (30)""_/ G f(Z)n+1 dz.

2mi — 20)

Allora perognin € N siha

n _f& Mn! |dz|
< dz| < —— —_— =
|f (30)1 = / tz 30|n+1 ‘ zl = Top 5 IZ _ Zo|"+1
Mut e |rie® Mn! Mn!
= T2n Jo o Jreont? B =

Teorema 4.31  (di Liowville) Sia f € H (C) limitata. Allora f &

|
|
Definizione 4.30  Una funzione f € H (C) si dice intera. ‘
costante in C. |

\

Dimostrazione. Sia M > O tale che per ogni z € C risulti
If (2)] < M.

Allora per il teorema precedente per ogni 2 € C e perognirT > O siha

17 2] <
r
Quindi per ogni z € C siha
f'(z)=0.
Allora f écostantein C. @

Teorema 4.32  (Teorema fondamentale dell’algebra) Sia Pp
C — C un polinomio di grado n > 1 nell’indeterminata z € C. Allora
esiste zg € Ctale che

Pn (20) =0

Allora, detto ag il coefficiente del termine di grado n, esiste p < n, esistono
21, ... 2p € Ced esistono n, ...,np € N, con

ny+..+np=n
tali che per ogni 2 € C risulta

Pn(z)=ao(z—21)" - .. (2 —2p)"7.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che per ogni z € C risulti i
P, (z ) # 0.

Definiamo la funzione f : C — C nel seguente modo. Per ogni z € C poniamo

1
T&=56
Allora f € H (C). Mostriamo che f & limitata. Poiché

| llim P, (2) = oo,

siha

| llim f(z)=0.

Sia £ > 0 arbitrario. Sia R > O tale che per ogni 2 € C, con

2| 2 R,
risulti

F)N<Le
Poniamo

Di={z€C| || <R}, M :=max|f()l.
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Allora per ogni 2 € C siha
If (2)] < max {e, M} .

Quindi f ¢ limitata.
Allora per il teorema precedente f & costante in C. Quindi P, & costante in C, contro
I'ipotesi che P, abbiagradon > 1. B

Teorema 4.33  (Principio di massimo locale) ~ Sia A C C un aperto.
Sia f € H(A). Sia 29 € A un punto di massimo relativo per |f]. Sia
r > Otale che per ogni z € Dy (20) risulti

[f @< 1f o)l
Allora per ogni z € Dy (20) siha
| 17 @) =11 (z0)I-

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista 21 € D (20) \ {20} taleche

If (1) < |f (20)!-
Siano p > 0, o € [0,2m) taliche

a

21 = 2o + pe'“.

Sia e € (0, |f (z0)| — | f (21)|) arbitrario. Poiché f & continua in A esiste § > 0
tale che perogni 8 € (a — §,a + &) siha

|7 (20 + pe™®)| < 17 @I +1If (z0)] = I (21)] = €] = |f (z0)| — .

Per il teorema della media si ha
12 )
f(zo)_2_1; . f(zo+pe ) de.

Allora

1

2

1

27 0

1 a+é 0

+5 ] |7 (20 + pe™®)| do +
1
2r

IA

[ (20)] :T if (zo + peie)\ 4o =

(o )] a0+

::; |f (zo +peie)' dé

IN

o1 o)l (= 6) % 5= (11 o)l - )25+
+5o 17 o)l 25 = = 8)
= PEl- D<o,

da cui 'assurdo. @

Teorema 4.34  (Principio di massimo globale) Sia A C C un
aperto connesso limitato. Sia

rfec(@ nH(A).
Sia

M := max|f ()|

2€A
Allora
max | (2)] = M.
Inoltre se esiste zg € Atale che
If (z0)l = M,

perogniz € Asiha
I7 () = M.
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Dimostrazione. Supponiamo che esista 20 € A tale che
|f (z0)] = M.
Poniamo
Bi={z € A| |f(2)| = M}.

Allora zg € B. Quindi B & non vueto.

Inoltre B & contr di un chiusc tramite una funzione continua. Quindi B ¢
chiuso im A.
Mostriamo che B & aperto in A.

Sia 21 € B arbitrario. Allora

[f(z1)] = M.

In particolare 21 ¢ punto di massimo relativo per | f|- Sia # > O tale che per ogni
2z € Dy (21) risulti

[f (@) £ 1f (21)]-
Per il principio di massimo relativo, per ogni z € D,. (z1)siha
If ()l =If (1)l = M,
ovvero
z € B.
|

Quindi z; &un punto interno di B.
Poiché A & comnesso e poiché B C A & non vuoto aperto ¢ chiuso, si ha

B=A.
Quindi perogni z € Asiha

|f (z)| = M.
Poiché f € C (K) ishalatesi ®

11.5 Funzioni armoniche

Definizione 5.1 Sia A C R2 un aperto. Siau : A — R2. Sia
u € C2 (A). Sidice laplaciano di u la funzione

Au:A—-R
definita da

A i= Ugz + Uyy-

Definizione 3.2 Sia A € R? un aperto. Una funzioneu : A — Rr2
si dice armonica se w € C? (A) erisulta

Au =0.
Proposizione 5.3 Sia A C C un aperto. Sia f € H (A). Siano
u,v: A C R? — Rdefinite da

u:=Ref, v:=Imf
Allora u e v sono armoniche in A.
Dimostrazione. Poiché f € H (A) esistono le derivate di F' di qualunque ordine.
Quindi esistono le derivate di u, vun qualunque ordine. In particolare
u,v €C?(A).

Tnoltre valgono le condizioni di Cauchy-Riemann

Ug = Vy,
Uy = —Vg-

Allora, do conto.del di Schwartz si ha
Uge + Uyy = Vyz — Vzy =0,
Vg + Vyy = —Uyz + Uzy =0,
ovvero

Au=0, Av=0. @
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Definizione 5.4 Sia A C R2? un aperto. Due funzioni armoniche
u,v : A — R sidicono coniugate se esiste f € H (A) tale che

u=Ref, v=Imf{.

Teorema 5.5 Sia A C R2? un aperto semplicemente connesso. Sia
u : A — R ammonica. Allora esiste f € H (A)tale che

u = Re f.
Di azione. P
UL = Uz, V1S —Uy, = Ul 0] = Ug — GUy.
Mostriamo che
9 €EH((A).
Poiché u € C* (?4 ) siha
gecC(4),

quindi in particolare g ¢ differenziabile.
Mostriamo che g verifica le condizioni di Cauchy-Riemann.
Poiché u & armonica si ha

(u1)y = Uz = —uyy = (v1), -

Per il teorema di Schwartz si ha

(U1)y = Uzy = uyz = — (v1), -
Quindi
g € H(A).
Per il primo teorema di Cauchy per ogni curva regolare chiusa v : [a,b] — A, siha
/ g(2) dz=0.
-

Allora esiste una primitiva G di g. Allora G € H (A) erisulta
G =g.
Poniamo
uz := ReG, v2 :=ImG.
Allora, poiché

G = (uz), +i(v2), = (u2), —i(u2),

e
9= Uz — Uy,
siha
(u;’)x = Uz,
{ Gz
Quindi

V(u—ug):O.

Allora, poiché A4 & pli esiste ¢ € R tale che

u—uz =c.
Poniamo
f=G+ec
Allora
Ref=ReG+c=us+c=u. @

Corollario 5.6 Sia A C R? un aperto semplicemente connesso. Sia
u : A — R amonica. Allora esiste v : A — R armonica coniugata di u.

Dimostrazione. Per il teorema precedente esiste f € H (A) tale che
u=Ref.

Poniamo
vi=1Imf.

Allora u e v sono armoniche coniugate. ®

Capitolo 11  Analisi complessa

Teorema 5.7 Sia A C R? un aperto. Siau : A — R armonica.
Siano zg € A, r > Otali che

Dy (20) C A.
Sia
D := Dy (20).
Allora esiste f € H (D) tale che
u|p =Re f.

Dimostrazione. Linsieme D ¢ un aperto semplicemente connesso. Allora la tesi
segue dal teorema precedente. H

Teorema 5.8 Sia A C R2 un aperto. Siau : A — R armonica.

Allora
u € C™(A).

Dimostrazione. Siano zg € A, r > Otaliche

D, (20) C A
arbitrari. Sia
D := D, (z0).
Allora per il teorema precedente esiste f € H (D) tale che
ulp, =Ref.
In particolare si ha
ul, € C¥ (D).

Per Darbitrarieti di zo e 7 sihalatesi. @

Teorema 3.9  (Principio di massimo locale per funzioni armoniche)
Sia A C R? un aperto. Siau : A — R armonica. Sia Pp € A un
punto di massimo relativo per u. Sia r > Otale che per ogni z € Dy (Pp)
risulti

u(P) < u(Po).

Allora perogni P € D,. (Pg) siha
u(P)=u(Po).

Dimostrazione. Sia f € H (A) tale che
Re f = u.
Definiamo g : A C C — C nel seguente modo. Per ogni 2 € A poniamo
g(2)=e'®,
Allora g € H (A). Inoltre perogni 2 = P € Arisulta

l9(@)] = [ 9] = BRI = o,

Sia zg = P,. Allora perogni 2 € D,. (2¢) siha
lg (2)] £ lg (20)]-
Per il principio di massimo locale per funzioni olomorfe per ogni z € D, (20) siha
19 (2) = lg (z0)] -
Quindi per ogni P € D, (Po)siha
u(P)=u(Pp). @&
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Teorema S5.10  (Principio di massimo globale per funzioni armoniche)
Sia A C R? un aperto connesso limitato. Siau € C (m armonica in A.
Sia
M := maxu (P).
Pca
Allora

Jaax, u (P) =M.
Inoltre se esiste Py € A tale che
u(Po) =M,
perogni P € Asiha
w(P)=M.

Dimostrazione. Analoga alla dimostrazione del principio di massimo globale per
funzioni olomorfe. &

Teorema S.11  (Principio di minimo globale per finzioni armoniche)
Sia A C R? un aperto connesso limitato. Siaw € C (X) armonica in A.
Sia
m := min u (P).
PecA
Allora

min u(P)=m.
PEoA

Inoltre se esiste Py € Atale che

u(Pg) =m,
perogni P € Asiha

u(P)=m.

Dimostrazione. Segue dal teorema precedente tenendo conto che
minu = — max (—u)

e che se u & una funzione armonica allora anche — u & una funzione armonica. B

Teorema 5.12 Sia A C R? un aperto. Sia f € C(A). Sia
g € C(9A). Allora il problema di Dirichlet con termine di sorgente f
e condizione al contomo g

Au=f su A,
u=g su A,

nell’incognita
u€ C(A)NCc?(4A)

ha soluzione unica.

Dimostrazione. Poiché il problema ¢ lineare, basta ¢ che il probl di

Dirichlet omogeneo

Au=0 su A,
u=0 sudA,

ha la sola soluzione nulla.
Siau €C (A) M C2 (A) una soluzione del problema di Dirichlet omogeneo.

Allora v & armonica in A. Inoltre siha

B v (P) = guip, u (P) =0

Allora per i principi di massimo e di minimo globale per funzioni armoniche per ogni
P € Asiha

uw(P)=0.

Quindisihalatesi. @
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11.6 Richiami sulle successioni di funzioni

Definizione 6.1 Sia A C C un aperto. Siano {f»,} C C4, f €
CA. Sidice che { fn} converge ad f puntualmente in Aseperogniz € A
siha

lim fn(2) = £(2),
ovvero se per ogni 2 € A eperogni e > Oesiste 7 € N tale che per ogni
n > 7 risulti

1fn(x)=Ff2) <e.

Definizione 6.2 Sia A C C un aperto. Siano {fn} C C4, f €

CA4. Si dice che {fn} converge ad f uniformemente in A se per ogni
z € Asiha

im sup |fn (2) - £ (2)| =0,
N0 ze4

ovvero se per ogni £ > O esiste n € N tale che per ogni n > 7 risulti

sup |fn (z) — f(2)| <&,

z€EA
ovvero se per ogni £ > 0 esiste @ € N tale che per ogni n > 7 e per ogni
z € Arisulti

[fn(z)—F@)<e.

Definizione 6.3 Sia A C C un aperto. Siano {fn} C C4, f €

C4. Si dice che { fr} converge ad f uniformemente sui compatti in A se
per ogni compatto K C Asiha

lim sup |fn (2) = f(2)| =0,
K

n —00 2€

ovvero se per ogni compatto K C A eperogni ¢ > Oesisten € N tale
che per ogni n > 7 risulti

sup |fn (2) = F (D) <&,
2€EK
ovvero se per ogni compatto K C A eperognie > Oesisten € N tale
che per ogni n > T eper ogni z € K risulti
[fn(x)—f2)l <e

Teorema 6.4 Sia A C C un aperto. Siano {fn} C C(A), [ :
A — Ctaliche {f } converge ad f uniformemente sui compatti. Allora

i) feC(4);
(ii) per ogni curvaregolare : [a, b] — Atale chey ([a, b]) & compatto,
siha

lm [ fn(z)dz :/ f(2) dz.
nTOJy ¥

Dimostrazione. Omessa. @

Teorema 6.5 Sia A C C un aperto. Siano {fn} C H(A), f :
A — Ctale che {f} converge ad f uniformemente sui compatti. Allora
i) fEH((A);
(ii) per ogni k € N la successione { ,(zk) } converge ad £(*) uniforme-

mente sui compatti.

Dimostrazione. (i) Poichéperognin € N siha
frn €C(A),

per il teorema precedente si ha

fecC().
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Sia v : [a, b] — A una curva regolare chiusa arbitraria. Per ogni n € N, poiché
fn € H(A),
siha
/ fn(2) dz =0.
5

Allora per il teorema precedente si ha
/f(z)dz: lim /fn(z)dz=0.
~ n—000 ~

Allora per il teorema di Morera si ha
f EH(A).
(ii) Siak € N arbitrario. Siano K C A un compatto e z9 € A, r > Otaliche
- K C D, (20) C A.

Definiamo 1a curva v : [0, 27] — A nel seguente modo. Per ogni 6 € [0,27]
poniamo

v (8) := 20 + re®®.
Allora si ha

oD =« ([01 271-]) .
Per ogni n € N, poiché

fn € H(A),
siha
® oy B[ In(@)
£ () = 5 [, G = 2o+ %%
Poiché
f €H(A),
siha
7 (20) = Mo __fG) dz.

2mi Jy (2 — zo)* T
Sia € > O arbitrario. Poniamo
= inf |2 — 2 0.
ni= inf | ol >
zEY
Sia 70 € N tale che per ogni » > T e per ogni z € ~ risulti

2 tl
fn(z)—F(2)l < T <
Inoltre sia
n :=z;'é§( |z — z0] > 0.
zE€Y

Allora per ognin > 7 e per ogni 20 € K siha
k! -
B TE
2r Jy |z = 2o/t
ke (y) 2rn~tt

——c =c.
2rnetl RE(y) - -

IA

7 (z0) — £ (ZO)Y

<

Per I'arbitraricta di K C A sihalatesi @

11.7 Richiami sulle serie di funzioni

Definizione 7.1 Sia A C C un aperto. Sia {f,} C CA. Per ogni
p € N si dice p-sima somma parziale relativa a { f, } la quantita

Si dice successione delle somme parziali relativa a {f,} la successione

{op}.

Capitolo 11 Analisi complessa

Definizione 7.2 Sia A C C un aperto. Siano {f,} C C4, f €

o0

CA. Si dice che la serie Y fn converge puntualmente ad f se {op}
n=1

converge puntualmente ad f.

Definizione 7.3 Sia A C C un aperto. Siano {f.} C C4, f €

[o. )

CA. Sidice che la serie Y. fn converge uniformemente ad f se {op}
n=1

converge uniformemente ad f.

Definizione 7.4 Sia A C C un aperto. Sia {fn} C CA. Si dice

e o0
che laserie Y. fn converge assolutamente se laserie Y |fn| converge
n=1 n=
puntualmente.

Definizione 7.5  Sia A C C un aperto. Sia {f,} C CA. Si dice

o0
che la serie Y f, converge totalmente ad f se esiste una successione
P —
{My,} C Rtale che per ogni n € N risulti

[fn] £ Mn

o
etale che la serienumerica Y. M, converga in R.
n=1

Proposizione 7.6 Sia A C C un aperto. Sia {f,} C CA4.

o
(i) Se Y fn converge totalmente, allora converge assolutamente.
n=

oo
(ii) Se > fn convergetotalmente, allora converge uniformemente.

n=

o0
(iii) Se > fn converge assolutamente, allora converge puntualmente.
n=
o0
(iv) Se ) fn converge uniformemente, allora converge puntualmente.
n=

Dimostrazione. Immediata. @

11.8 Serie di potenze

Definizione 8.1 Sia zo € C. Sia {an,} C C. Si dice
serie di potenze di punto iniziale zg e coefficienti {ar } la serie

Y an(z-z0)"-
n=0

Teorema 8.2  (Lemma di Abel) Siazg € C. Sia {a,} C C. Sia
Z € C\ {z0} tale che la serie numerica

oo

Y an(E-zo)"

n=0

converga in C. Allora per ogni r > 0, con

r<|z-—=z0|,
la serie di potenze
o )
Z an (z — 20)"
n=0

converge totalmente in Dy (29).

oo
Dimostrazione. Poiché 3 an (Z — 20)" converge siha
n=1

lim an (Z — 20)" =0.
n—oc
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Allora esiste ¢ > O tale che per ogni n € N risulti
lan|[Z = 20|" <
Sia r > 0, con
r<|Z- 20].
Perogni z € meperognin € N siha

n |z — zoln

lan]lz = 20|™ = [an| [Z = 20|

Sc(ﬁ—rm)n’

[Z = 20|™

Inoltre la serie numerica

quindi convergein R. ®

Definizione 8.3 Siazg € C. Sia {an} C C. Sia

n=0

oo
A= {z € C | laserie Z an(z —z0)" converge} .

Sia

R := sup |z — zo| € [0,00].
2€A

Allora R ¢ detto raggio di convergenza della serie di potenze

oo
Z an(z—20)".
=0

Teorema 8.4 Sia zp € C. Sia {a,} C C. Sia R il raggio di
convergenza della serie di potenze

Z an (z — 20)".

n=0

Allora

oo
(i) perognir € (0, R) la serie Z an (z — z0)™ converge totalmente
n=0
in Dy (zq);

o<
(ii) la serie Z an (2 — 20)"™ converge puntualmente in Dg (20) ;

n=0

o0
(iii) la serie Z ay, (2 — 20)" non converge in C\Dg, (20)-

n=0

Dimostrazione. (1) Siar € (0, R). Per definizione di R esiste Z € A tale che
r<|z— 2| <R.

Poiché 7 € A la serie

@0

E QAn (_Z- - ZQ)n

n=0

converge. Allora la tesi segue dal lemma di Abel.
(ii) Segueda (i).
(ii1) Siaz € C\Dg (20). Allora

|Z — 20| > R.

Per definizione di R la serie

oo

S an (Z - 20)"

n=0
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non converge. ©

Propesizione 8.5  (Criterio di Hadamard) Sia zo € C. Sia
{an} C C. Allora il raggio di convergenza R della serie

oo
2 an(z—z20)"
n=0
verifica la formula
1 — T 1/n
R aim lealTT

Dimostrazione. Omessa. @

Teorema 8.6 Siazo € C. Sia {an} C C. Sia R il raggio di
convergenza della serie di potenze

s <}
Z an (z —20)".
n=0
Sia
D := Dg(z0)-

Sia f : D — C definita nel modo seguente. Per ogni 2 € D poniamo

f(z)= Z an(z—2z0)".
n=0

Allora

() fEH(D);
(i) perognik € N eperogni z € Dsiha

n!

19 @)= Y e e =20

n==k
¢ la serie a secondo membro ha raggio di convergenza R;
(iti) per ogni n € N risulta

o I G0) |
n!

Dimostrazione. (i) Perognip € Ny definiamo la funzione 6, : D — C nel
seguente modo. Per ogni 2 € D poniamo

P

op(2) == z an(z— 20)".

n=0
Perogni p € Nosiha
op € H(D).
Inoltre per ogni r € (0, R) la serie

o0

Z an (z— 20)"

n=0

converge totalmente, quindi uniformemente, in Dy (20).
Quindi la successione {o } converge ad f unifor sui compatti in D.
Allora, per il teorema 6.5 siha .

f €eH (D).

(ii) Sempre per il teorema 6.5, per ogni & € N la successione {a'g’)} converge

af (¥) ypiformemente sui compatti. Per ogni k& € N e per ogni z € D, poiché per
ogni p € No siha

(%) z n! n—k
o, (z) = Z ma" (z — 20) ,

n=~k
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tisulta

> n! ne
¥ ()= ;::k -(-n_—k)!an (z— 2z0)" "%

Quindi tale serie ha raggio di convergenza R.
(12i) Perognik € Nosiha
£ (20) = Klas.

Quindisi halatesi @

Definizione 8.7 Sia A C Cunaperto. Sia f € H (A). Siazp € A.
Si dice serie di Taylor di f di punto iniziale zg la serie

(n)
-y n(z°)( —z0)".

n=0

Teorema 8.8 Sia A C C un aperto. Sia f € H(A). Siano
z0 € A, r > Otaliche

D, (z0) C A.

Allora per ogni z € Dy (20) la serie

(n)
> Lo
n=0

converge & risulta

(n) (2
f()_zf (0) 30)”-

Dimostrazione. Sia z € D, (20) arbitrario.
Sia p > Otale che

z € Dp(20), D, (20) € Dr(20)-

Definiamo la curva v : [0,27] — A nel seguente modo. Per ogni 6 € [0, 27]

poniamo
v (8) = 20 + pe'®
Allora si ha
8DP (zo) = .
Per il secondo teorema di Cauchy per ogni z € D, (20) siha

@

27 ~+C—z

f(z)= ——=d¢.

Perogniz € D, (20) eperogni§ € v ([0, 27]) siha
|z.— 2ol < I — o],

ovvero

2 — 20

¢ — 2o

Quindi perogni z € D, (z0) eperogni ¢ € 7 ([0, 2x]) la serie

;:: (z—zo)

_20

b Z—Zo)" 1
¢—20) y_ZZ%°

n=0
¢— 2o

<1

converge ¢ si ha

Inoltre la convergenza & uniforme.
Allora perogni z € D, (20) e perogni ¢ € v ([0,

1 1 > [ z— 2o
- z— 2o z

¢-= (C'ZO)(I—Z—Z) _Zo"=0 ¢ 2
- <0

27]) siha

Capitolo 11  Analisi complessa
Quindi per ogni z € D, (20) siha

R AN T S IR S (z-_zo)"d
n=0

2mi), ¢—2z ° 2miJ, (-2 ¢— 2o

()

= Z(z 20)" / © f(c))"“ ac-

21\'1.

Poiché per ogni n € N risulta

(n) _ "‘ f(2)
7 (z0) = 5= , = 20Tt dz,
ovvero
f(2) _ 2™ ()
4 (2 — zo)"T1! dz = n! £ (20)5

perogniz € D, (z0)siha
fe=3 L0 (o
n=0

Per larbitrarieta di 2 € D,. (20) sihalatesi ®

Definizione 8.9 Sia A C C un aperto. Una funzione f : A — Csi
dice analitica in A se per ogni zg € A esiste r > 0, con

D, (z0) C A,
tale che per ogni z € Dy (20) la serie
o0
£ (2 n
y ) (o)

1
=0 n:

converga e risulti

X f(n) (4
re=y L gy
n=0 °

Teorema 8.10 Sia A C C un aperto. Sia f : A — C. Allora sono
affermazioni equivalenti:

(i) f é&olomorfain A;
(ii) f éanaliticain A.
Dimostrazione. (i) = (ii) Segue dal teorema precedente.
(ii) = (i) Sia 20 € A arbitrario. Sia 7 > 0, con
Dr (20) € 4,
tale che per ogni 2 € Dy (20) la serie
f( ) (2
Z ( 0) ( ZO)n

converga e risulti

F =3 L0 oy,

n=0

Allora, per il teorema 8.6, siha
f € H(Dy(20)).
Per Parbitrarieta di 20 € A siha

fEH(A). &
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Esempio 8.11  Di seguito sono riportati gli sviluppi in serie di alcune
funzioni elementari, con il rispettivo raggio di convergenza.

o Lk
e? = -};—‘-, R:Qo,
k=0 "
R O " 22k+1
smz:Z(-—l) m—i—!, RIOO,
k=0
) & 22k
Ooszzkz::c](—l (—2—]\:)—!, R = oo,
1 oo
k
= z", R:la
1-2 kz:%
oo Sk
1 1 — ~1 k-1 =, -1
og(1+2)=Y_ ()", R

k=1
Proposizione 8.12 Sia A C Cunaperto connesso. Sia f : A —» C
analitica in A. Sia zg € A. Allora sono affermazioni equivalenti:
(i) perogni n € Ny risulta
£ (20) = 0;
(i) esister > 0. con
. Dy (z0) C A,
tale che per ogni 2 € D, (zg) risulta
fz)=0;
(iii) perogni 2z € Arisulta

Dimostrazione. (i) = (ii) Siar > 0, con
Dr (20) C A,

tale che perogni z € D, (20) la serie

0 p(n)
Z ! n!(ZO) (2 = z0)"
n=0 °

comverga ¢ risulti

o0

; f(") (ZO) n
HOEDY T(Z—ZO) .

n=0

Allora per ogni z € D, (2¢) risulta
oo
F (20
f(z)=Z #(z—zo)"=0.
=, !
(ii) = (i) Poniamo
B = {21 € Alesister > 0,con D, (z1) C A, taleche

perogni z € D, (21) risulti f (2) = 0}.

Per il punto (i) siha
20 € B.
Quindi B uon &vuoto.
Mostriamo che B &aperto.
Sia 2; € B arbitrario. Sia v > 0, con
D, (z1) C A,

tale che per ogni z € D (21) risulti

f(z)y=o0.

Perogni z2 € D, (z1) esiste p > O tale che
Dy (22) € Dr(21),
quindi tale che per ogni z € D, (22) risulti
f(z)=0.
Allora
D: (z1) C B.
Quindi 2; ¢éinteno a B.
Mostriamo che B ¢ chiuso.
Siano {2,} C B, Z € Ataliche

lim Z2p = FR
n—o0

Sia n € N arbitrario. Sia 7 > 0, con
D.(22) C A
tale che per ogni z € D, (2,,) risulti
f()=0.
Allora perogni k € Ng eperogni z € D, (2,,)siha
9 @) =o0.
In particolare per ogni k£ € Ng siha
F® (z) =0.
Allora per ogni & € Ny, poiché f(k) & continua in A, siha
58 @) = lim 5% (@) =0.

Quindi, analogamente a quanto visto nella dimostrazione di (i) = (it), esistep > O,
con

D, (z) C 4,
tale che per ogni z € D, (Z) risulti
f(@=0.
Quindi
Z €B.

Allora B contiene tutti i suoi punti di accumulazione, quindi & chiuso.
Poiché A é connesso e B C A & non vuoto aperto ¢ chiuso, si ha

B =A.

Quindi per ogni 29 € A esiste 7 > 0, con

D, (20) C A,
tale che per ogni z € D (20) risulti
f(z)=o0.
In particolare per ogni 2 € A risulta
F@=o. |

(1i1) = (i) Evidente. ®

Corollario 8.13 Sia A C C aperto. Siano f,g : A — C analitiche
in A. Supponiamo che esistano zp € A, r > 0, con

DT (ZO) .C_ A7

tale che per ogni z € D (zg) risulti
f(z)=49(2)-
Allora perogni z € Asiha
f(z)=9(2)- |

Dimostrazione. Poniamo

h:=Ff—g.
Allora h ¢ analitica in A e perogni 2 € Dy (z0) siha
h(z)=0.
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Allora per il teorema precedente per ogni z € A siha
h(2)=0,

ovvero

fRy=9()- &

11.9 Zeri di funzioni analitiche

Definizione 9.1 Sia A C Cun aperto. Sia f : A — C analitica in
A non identicamente nulla in A. Un punto zg € A si dice zero di f se

- f(z0)=0

Proposizione 9.2 SiaA C Cunaperto. Sia f : A — C analitica in
A non identicamente nulla in A. Sia 29 € A uno zero di f. Allora esistono
un mico & € N e un’unica f; : A — C analitica in A, con

f1(20) #0,
tali che per ogni z € A risulti

@) =E-20)ne).

Dimostrazione. Sia {an} C C tale che per ogni z € A risulti

o0

f(z)=Y an(z—20)"

n=0

Poiché f non & identicamente nulla in A per la proposizione 8.12 esiste n € N tale
che

a, # 0.
Poniamo
i := min{n € No | an # 0}.
Poiché
f(20)=0
siha
ag =0,
quindi
ke N.
Allora per ogni 2 € Asiha
oo )
f) = Y an(z—20)"= an(z—20)" =
n=0 n=k

(z— z},)k i an(z — 20)" F.

n=k
Definiamo f; : A — C nel seguente modo, Per ogni z € A poniamo

oo

f1(z) = Z an(z— zo)"-k

n=k
Allora f) & analitica in A e risulta
f] (Zo).: Qe ;é 0.
Inoltre perogni 2 € Asiha
f@)=(-20"1(2).

Non vediamo I'unicita. @&

Definizione 9.3 Sia A C C un aperto. Sia f : A — C analitica in
A non identicamente nullain A. Siazg € Auno zerodi f. Sianok € N
e f1 : A — C analitica in A, con

f1{z0) #0,

Capitolo 11  Analisi complessa

tali che per ogni z € A risulti
f)=(~20)"f1(2).

Allora k si dice ordine dello zero zg.

Definizione 9.4 Sia A C C un aperto. Sia f : A — C analitica in
A non identicamente nulla in A. Uno zero 2o € A di f si dice semplice se
ha ordine

k=1,

si dice multiplo se ha ordine

k> 2.

Proposizione 9.5 Sia A C Cun aperto. Sia f : A — C analitica
in A non identicamente nulla in A. Sia Zy C A l'insieme degli zeridi f.
Allora ogni punto di Z &isolato in Z .

Dimostrazione. Sia zo € Zy arbitrario. Siano k € N e f1 : A — C analitica in
A, con

f1(20) # 0,
tali che per ogni 2 € A risulti

(@ =(-20)"1(2).

Poiché f; ¢ analitica in A, f1 & continua in A. Allora, poiché

f1(20) #0,
esiste > 0, con

D, (20) C 4,
tale che per ogni z € Dy (20) risulti

f1(2)#0.
Allora

D, (z0) N Z5 = {20} -

Quindi zq éisolatoin Zy. W

Corollario 9.6 Sia A C Cun aperto. Sia f : A — C analiticain A
non identicamente nulla in A. Sia Zy C A I'insieme degli zeri di f. Sia
K C A un compatto. Allora I'insieme Z; N K ¢ finito.

11.10 Poli di funzioni

Definizione 10.1 Sia A C C un aperto. Siazp € A. Sia f :
A\ {20} — C analitica in A\ {zo} Il punto 2o si dice polo di f se
esistono g,h : A — C analitiche in A tali che per ogni z € "€ A\ {20}
risulti

g(z)
f(~)—h()

e tali che 2 & zero di A di ordine ¢ € 2o onon &zerodig o & zerodi g di
ordine p < g.

Proposizione 10.2 Sia A C C un aperto. Siazo € A. Sia
f: A\ {z0} — C analitica in A\ {z0}. Suppomamo che zp sia un polo
di f. Allora esistono un unico k& € N ed un’unica fi : A — C analitica
in A, con

f1(z0) #0,
tali che per ogni z € A\ {20} risulti
f(Z)—( _ - )kfl( )
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Dimostrazione. Siano g1,h; : A — C analitiche in A tali che per ogni z €
A\ {20} risulti

9(z
=82
(2)
e tali che 2¢ & .zero di h di ordine g € 2o 0 non & zero di g o & zero di g di ordine
p<gq.
Supponiamo che z¢ sia zero di g di ordine q. Sia g; : A — C analitica in A, con
91 (20) #0,

tale che per ogni z € A risulti
9(2) = (2~ 20)" 91(2).
Sia h; : A — C analitica in A, con
k1 (z0) # 0,
tale che per ogni z € A risulti
h(2) = (z = 20)* hy (2).
Definiamo f; : A — C nel seguente modo. Per ogni z € A poniamo

g1 (2)

fz) = hi(z)’

Allora f; & analitica in A e risulta

f1(20)=M#0

h1(z0)
Inoltre poniamo
k:i=q—-p.
Allora per ogni 2 € A\ {20} siha
\ (z — 20)P g1 (2) 1
fa)= =

(z—20)%h1(2) (2 — 20)F f1(2).

Nen discutiamo 'unicita. W

Definizione 10.3 Sia A C C un aperto. Siazg € A. Sia f :
A\ {z0} — C analitica in A\ {z0}. Supponiamo che zg sia un polo di
f- Siano £ € N, con

k> 1
e f1 : A — C analitica in A, con
f1(20) #0,
tali che per ogni z € A\ {20} risulti
1
z) = ——f1(2).
1@ =@

Allora k si dice ordine dello polo zg.

Definizione 10.4 Sia A C C un aperto. Siazp € A. Sia f :
A\ {20} — C analitica in A\ {z0}. Supponiamo che zg sia un polo di
f. Il polo zg si dice semplice se ha ordine

k=1,
si dice muitiplo se ha ordine
k>2.

Definizione 10.5 Sia A C Cun aperto. Sia P C A. Sia f :
A\P — C analitica. Supponiamo che P sia I'insieme dei polidi f. La
funzione f si dice meromorfa in A se P & numerabile.

Proposizione 10.6 Sia A C C un aperto. Sia P C A. Sia
f + A\P — C meromorfa in A. Supponiamo che P sia I’insieme dei
poli di f. Allora per ogni 2 € A\P esiste la derivata

f(z).
Inoltre ' : A\P — C & meromorfa in A.
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Dimostrazione. Omessa. &

Proposizione 10.7 Sia A C C un aperto. Sia P C A. Sia
f : A\P — C meromorfa in A. Supponiamo che P sia I’insieme dei
polidi f. Sia zo € P unpolo di f di ordine k. Allora zg éunpolodi f' di
ordine k& + 1.

Dimostrazione. Sia f1 : A\P U {20} — C analitica in A, con
f1(20) #0,
tale che per ogni 2 € A\ P risulti
1
f(z)= mfl (2)-
Allora perogni 2 € A\ Psiha

1 , k _
T @ oo ()=

f'z) =

= (7_";1;'@ [(z = 20) f1 (2) = kf1 (2)] -

Definiamo f2 : A\PU{29} — C nelseguente modo. Perogniz € A\PU{20}
poniamo :

f2(2) = (2 — 20) f1 (2) — kf1 (2).
Allora f> ¢ analitica in A\ P U {20} erisulta

f2(z0) = —kf1 (20) # 0.
Inoltre per ogni 2 € A\ P siha

' 1
= mffz (2)-

Quindi 2o ¢ polo di f' diordine b+ 1. ®&

11.11  Serie di petenze inverse

Definizione 11.1 Sia {b,} C C. Si dice serie di potenze inverse
con coefficienti {by, } la serie

$
=12
Notazione 11.2  Per ogni 20 € A e per ogni 7 > 0 poniamo
Dr(20):={2 €C| |z = 20| <r}.
Per ogni 20 € A eper ogni R > 0, poniamo
Er (20) ={z €C| |z — 20| > R}.
Per ogni 20 € A eperognir, R > 0, con
r < R,
poniamo

Cror(20) == {z €C|r < |z —z0| < R}.

Teorema 11.3  Sia {b,} C C. Sia R’ il raggio di convergenza della

serie
[o <}
D b
n=1
Sia
1
R:= —.
RI
Allora
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oo
. . . b J—
(i) perognir > Rlaserie E ] o converge totalmente in E,- (0);
n=
o b
(ii) laserie E j—:: converge puntualmente in Eg (0);

n=1
o= b
aee - n -
(iii) la serie Z —, hon converge in Dgr(0).

n=1"

Dimostrazione. Segue dal teorema 3.4 tenendo conto che per ognir € [0, o] si
ha

[z11ep.@) =500

- {z 1 eEr(O)} =D/ (0). ®

Definizione 11.4  Sia {b,} C C. Sia R’ il raggio di convergenza

della serie
e ]
3 tacr.
n=1
Sia
R:= —1—
RI
Allora R & detto raggio di convergenza della serie
>
n=1 2"

Proposizione 11.5  Sia {t,} C C. Allora il raggio di convergenza
R della serie

& dato dalla formula

R=Tm [b.)V/".
n— 00

Dimostrazione. Sia R’ il raggio di convergenza della serie
oc
PRI
n=1

Per il criterio di Hadamard si ha

&dato da

Teorema 11.6  Sia {b,} C C. Sia R il raggio di convergenza della
serie di potenze

oo b
>

n=1
Sia f : Eg (0) — C defmita nel modo seguente. Per ogni z € ERr (0)
poniamo

— b
f@=3 =

n=1

Capitolo 11 Analisi complessa

Allora
() f€H(Er(0);
(ii) perogniz € Er(0)siha ‘

oo b
rE=-3 5

n=1

Dimostrazione. (i) Definiamo g : D; ;g (0) — C nel seguente modo. Per ogni
¢ € D; /g (0) poniamo

g(Q) =Y baC™.
n=1

Definiamo h : Er (0) — Dj /g (0) nel seguente modo. Per ogni z € Er (0)
poniamo

h(z) = 1
z
Allora perogniz € Er (0)siha
f(2)=g(h(2)).
Quindi, poiché g € H (D5 (0)) eh € H(Eg (0)),siha
f € H(Er(0)).

Inoltre per ogni § € D; 5 (0) siha

oo

9'(Q) =3 nba¢"

n=1

Quindi per ogni 2 € Eg (0)siha

, .o , 1 X nb, —~ nbn
=g @ @ =-5 Y =Y T

n=1 n=1

Teorema 11.7  Sia {a,},.; € C. Sia Ry € [0,09] il raggio di
convergenza della serie

oo
E Can2™.
n=0

Sia R; € [0, 00] il raggio di convergenza della serie

3 o

= 2
Supponiamo

R < Rs.
Allora

(i) perogniri,r2 € (R1, R2), con
R; <11 <792 < Ro,

la serie

E anz”

nezZ
converge totalmente in Cr; r, (0);
(il) laserie
5 ane”
nez

converge puntualmente in Cr, R, (0) ;

(iii) laserie
Y an”
nez

non converge in C\Cg, g, (0)-
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Dimostrazione. Segue dai teoremi8.4¢11.3. B

Teorema 11.8  Sia {an},.z C C. Sia Rz € [0,00] il raggio di
convergenza della serie

oo
Z anz™.
n=0
Sia R1 € [0, 00] il raggio di convergenza della serie
fe <}
> o
an

n=1 ~

Supponiamo

R; < Rs.

Sia f : Cry,R, (0) — C definita nel modo seguente. Per ogni z €

CRr,, R, (0) poniamo
f(z)= Z anz".
nez
Allora
f €H(CRg,,r, (0).

Dimostrazione. Segue daiteoremi8.6¢11.6. &

Lemma 11.9 Siano R;,R2 > 0, com Ri < Rs. Sia f €
H (Cg,,r, (0)). Sian € Z. Siano p;,p, € (R1,Rp). Simo
Y1:72 : [0,27] — C le curve definite nel seguente modo. Per ogni
6 € [0,27] poniamo

0

71 (8) = pre Y2 (0) = pye’®

Allora

1 f(C)d N Y I X (9)
2mi Joy, ¢PE T 2w g"+1

ac¢.

Dimostrazione. Lecurvey; &7, sonoomotopein Cr; g, (0). Inoltre la funzione

()

zn+1

& olomotfa in Cr, , r, (0). Allora per il teorema di deformazione si ha

Q) PACS
e d¢ = C”(Jrz d¢. ®
1 2

Teorema 11.10  Siano R;,R2 > 0, con Ry < Ry. Sia f €
H (Cg, g, (0)). Siap € (Ry,Rp). Sia~y : [0,27] — C la curva
definita nel seguente modo. Per ogni 6 € [0, 27] poniamo

7(6) := pe*’
Per ognin € Z siano

1 [1©
2mi Sy (7Y

d¢.

Allora perogni z € Cg, g, (0)siha
f(z)= Z anz™.

n€Z

Dimostrazione. Sia z € Cr, , r, (0) arbitrario.
Siano p;, py € (R1, R2), con

(3% < P2,

147

tali che

2 € Cpy,py (0)-
Siamo ¥;,7v, : [0,27] — C le curve definite nel seguente modo. Per ogni
0 € [0, 27] poniame

v (8)= Pleioy V2 (8) = Pzew

Allora si ha
acpl P2 0) = {-'71} Urysg.

Quindi la curva {—y;} U 5 é regolare chiusa semplice omotopa ad un punto in
CR;1, Ry (0). Inoltre f & olomorfa in Cr,, g, (0). Quindi per il secondo teorema
di Cauchy si ha

_ 1 Fi(S)

1 = 27”'/; v1}uye €= dC—
_ 1 F© d(__l_ 7@ 1Q© 4.
To2miJy, -2 0 2miJ, C—z

Mostriamo che

© risulta

1 11 1 X /2\" = 2"
=< =_Z<Z) =2 o

z—< Cl_% <n=0 n=0

n

Inoltre la convergenza della serie Z NG ey ¢ uniforme. Allora

1 f© _ " -
-2?17,/;2z—( @ = 27rz,/ f(C)(ZOCmH) %=

I UR S J(5
- 2mi Zoz/ (n-f—l

n=

Inoltre per il lemma precedente per ogni n € No siha

£ dc = /f(C)

> Cn+1 <n+l
Quindi
1 @ 1 X 1@,
57:/.,2 Py Zoz ,/ C”+1
Mostriamo che
1 FECS NS W~ (9
“omil, ro ¢ % T 2 E_lz /,,(n+1 9.
Per ogni ¢ € v, ([0,27]) siha
¢l < =l
quindi
¢l<n
z
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Allora per ogni { € 7, ([0, 27]) la serie

e risulta

—oo  ,n
Inoltre la convergenza della serie Z
n=-1

1 = z"
ﬁ/“f(o(z C_H-T) ¢ =

I vy & uniforme. Allora

LR (S

27 —
274, 2 < Bl

- L ‘f A ()
2mi & (”‘H
Inoltre per il lemma precedente perognin < —1 siha

F©Q .. [

T 9= — d¢.
1 C +1 ¥ C +1
Quindi
Y (S S T Y (9
27i Sy z—(d<_21ri né:_lz _ycn+1d(
Allora si ha
1 » [ 10
f)=5= Z | o 9

cio¢latesi. @

Definizione 11.11  Siano R1,R2 > 0,con R; < Ra. Sia f €
H(Cg, g, (0). Siap € (R1,Rp). Siay : [0,27] — C la curva
definita nel seguente modo. Per ogni 6 € [0, 27] poniamo

7 (0) == pe*®.
Per ogni n € N siano h
! (C)
= 2,,[.z Cn—i—l

Allora la serie

E anz™

neZ
& detta serie di Laurent di f.

Definizione 11.12 Siano R1, R2 > 0,con R; < R2. Una funzione
f : Cry R, (0) — Csidice sviluppabile in serie di Laurent se esiste una
successione {an }, .z C Ctaleche

E anz"

converge in Cr, g, (0) eperogni z € Cg, g, (0) risulta

f(z)= Z anz™.

ncZ

Capitolo 11  Analisi complessa

Teorema 11.13  Siano R;,R2 > 0, conR; < Rz Sia [
Cgr,,Rr, (0) — C. Allora sono affermazioni equivalenti:

(i) f éolomorfain Cr, r, (0);
(i) f & sviluppabile in serie di Laurent in Cg, g, (0).

Dimostrazione. (i) = (ii) Segue dal teorema precedente.
(it) = (i) Seguedaltcorema 11.3. &

Osservazione 11.14 Sia R > 0. Sia f € H (Dg (0)). Allora per
ognin € Zsen > Osiha

1 (19, MO
" omi Cn+1 T ol
esen < Osiha
1 [ 1©

— — |n+1]
an =5 [ G dC=5 /f(C)C d¢ =o.

Quindi la serie di Laurent di f coincide con la serie di Taylor di f.

11.12  Serie di potenze inverse con punto iniziale
generico

Le dimostrazioni di questa sezione sono analoghe a quelle della sezione
precedente e pertanto non vengono riportate.

Definizione 12.1 Sia zo € C. Sia {bp} C C. Si dice
serie di potenze inverse di punto iniziale zo € C con coefficienti {b,,}
la serie

>
n=1 (2 - Zo)n

Teorema 12.2  Sia {b,} C C. Sia R’ il raggio di convergenza della
serie

Sia

Allora

bn
() per ognir > R la serie E -(;——7 converge totalmente in
— 70

Er (20);
= b
.. . n .
(i) laserie Z (2:-0)—7; converge puntualmente in Eg (20) ;
ad b
(iii) la serie Z -(—n); non converge in Dg (20) .
z—2p
n=1

Definizione 12.3 Sia 2o € C. Sia {b,} C C. Sia R’ il raggio di
convergenza della serie

oo
> bac™
n=1

Sia




11.12  Serie di potenze inverse con punto iniziale generico

Aliora R é detto raggio di convergenza della serie

Proposizione 12.4  Siazo € C. Sia {b,} C C. Allora il raggio di
convergenza R della serie

o

bn
; (z — z0)"
¢ dato dalla formula

R=Tm [ba|/".

n-—oo

Teorema 12,5 Siazg € C. Siab, C C. Sia R il raggio di
convergenza della serie di potenze

oo

b

n=1

Sia f : Eg (z0) — C definita nel seguente modo. Per ogni z € Eg (20)
poniamo

oC

b,
f)= ngl oo
Allora
@) f € H(ERr(20));
(ii) perogniz € Eg (20)siha
- b
fliz)=- S R—
) nz::l (z — 20"

Teorema 12.6 Siazo € C. Sia {an},,c5 C C. Sia Rz € [0,00] il
raggio di convergenza della serie

oo
Z an (z —z0)".
n=0

Sia R; € [0, o0o] il raggio di convergenza della serie

oo o
'nz::l (z = z0)"
Supponiamo
R; < Ra.
Allora

(i) perogniry,rs € (R1, R2),con
R1 <r1 <72 < Ra,

la serie
3 an (e —20)"
nez
converge totalmente in Cr, -, (20);
(ii) la serie
3 an =z
nez
converge puntualmente in Cr, ,r, (20);
(iii) la serie
5 an e = 20"

nezZ
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non converge in C\CRr, , r, (20)-

Teorema 12.7 Sia {an}, .z C C. Sia Rz € [0,00] il raggio di
convergenza della serie

o0
Z an (z —20)".
n=0

Sia R; € [0,00] il raggio di convergenza della serie
oo
Y s
=z —z0)"
Supponiamo

R; < Rs.

Sia f : Cg, .Rr,(20) — C definita nel modo seguente. Per ogni
z € CR, R, (20) poriamo

f(z):Z an (2 —20)" .

nezZ

Allora
f € H(Cg,, R, (20)) -
Teorema 12.8 Siazg € C. Siano R1,R2 > 0, con R; < Rp. Sia

f € H(Cgy.r, (20)). Siap € (R1, R2). Sia~ : [0,27] — Clacurva
definita nel seguente modo. Per ogni 6 € [0, 27] poniamo

¥(0) := zo + pe.

Per ogni n € Z siano

1 )
n =S / Ty %
73 Jy (¢ — z0)
Allora per ogni z € Crg, ,r, (z0) siha

f(z):Zan(z-zo)".

nezZ

Definizione 12.9 Sia zg € C. Siano R, R2 > z,con R; < Rs.
Sia f € H (Cg, &, (20)). Siap € (R1,Ry). Siav : [0,271] - Cla
curva definita nel seguente modo. Per ogni € € [0, 27] poniamo

7 (8) := zo + pe®.

Per ogni n € N siano
1 IAC9)
ap = — | ——>——d(.
[v

T 2w Joy (¢ - 20)" T

Allora la serie
z an (z = z0)"
nez

& detta serie di Laurent di f di punto iniziale 2g.

Definizione 12.10  Siano Ry, Ry > 0,con R < Rp. Unafunzione
f : Cr, R, (z0) — C si dice sviluppabile in serie di Laurent se esiste
una successione {an },cz € Ctale che

Z an (z — 20)"

nez

converge in Cr, R, (20) eperogni z € Cgy ,r, (z0) risulta

1@ =Y anz—z0)".

nez

Teorema 12.11  Siano Rp,R; > 0, conR; < Rs. Sia f :
CR, R, (z0) — C. Allora sono affermazioni equivalenti:
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(i) f éolomorfain Cg, r, (20);
(ii) f & sviluppabile in serie di Laurent in Cg, g, (z0) -

11.13 Metodo dei residui

Definizione 13.1 Siazg € C. Siano R;, R2 > 0,con R; < Ro.
Sia f € H (CR, R, (20))- Siap € (R1,Rz). Siay: [0,271] = Cla
curva definita nel seguente modo. Per ogni 6 € [0, 27] poniamo

Y¥(6) :=z0 + petf.

Per ogni n € N siano
1 (<)
an = — [ —I22L _d¢.
/

- 27 (C _ 20)n+1

Si dice residuo di f in zg ilnumero

1
Res (fyz0):=a_1 = —2;;/ F(¢€) d¢.
vy

Pmposizione 13.2 Siazp € C. Siamo R;, R2 > 0,con R1 < Ra.
Sia f € H (Cry R, (20)). Sia 7 : [a,b] — Cgq,gr, (20) una curva
regolare chiusa. Allora

/ f(z) dz =2mi Iy (20) Res (f,20) -
-

Dimostrazione. Sia

Z an(z— 20)"

nez

la serie di Laurent di f di punto iniziale zo. Allora per ogni 2 € CRry, r; (20) siha

a_
f(z)=2an(z—zo)"= L, Z an (2 — 20)" .
neZ 2— %0 nez
n#E—1

Definiamo ¢ : ORrgy,r, (20) — ©C nel modo seguente. Per ogni z €
CRry.R; (%0) poniamo

g(2):=3Y an(z2-20)".
nez
n#-—1
Allora per ogni z € Cry,Rr; (20) siha

—1

f@)= +9(2).

a
zZ— 20

/;f(z) dz=a_1/;z‘_1220-;-/79(z) dz.

Mostriamo che g & dotata di primitiva in Cry, r; (20)-
Definiamo G : CRrg, Ry (20) — ©C nel modo seguente. Per ogni 2 €
Cry, R, (20) poniamo

Quindi

z — zo n+1
G(z) = E an(—-—)l——.
ncZ n+
n#FE—1

Allora G € H (Crg, g, (20)) eperogni z € Cry, Ry (20) risulta

G'@)=) an(z-2)" =g(2).
nczZ
n#F-—1

Quindi G ¢é una primitiva di g in Cry, Rr; (20). Allora siha

/;g(z) dz =0.

Capitolo 11 Analisi complessa

Quindi

/f(z)dz:a_1/ 9% omil, (20) Res (f,20). W
¥ v 2~ % 7 ’

Definizione 13.3 Sia A C C un aperto. Siazg € A. Sia f :
A\ {z0} — C. Il punto zo si dice punto singolare isolato di f se esiste
r > 0, con

Dr (20) € 4,
tale che
£1D, (zo)\ {20} € H (Dr (20)\ {20})
e seperogni r > 0, con
Dy (20) € A,

non esiste f : Dy (20) — C analitica tale che

f Dr(20)\{20} - fID'(ZO)\{ZO} ’

Teorema 13.4  (dei residui) Sia A C C un aperto. Siano
{z1,-»2n} C A. Sia f € H(A\{z1,-,2n}). Supponiamo
che z1,...,2n siano punti singolari isolati di f. Sia v : [a,b] —
A\ {z1, -.-, 2n} una curva regolare chiusa semplice omotopa ad un punto
in A orientata in verso antiorario. Sia K C A il compatto tale che

K = ([a,b]).
Sia
J:={ke{l,..,n} |z € K}.
Allora
f f(z)dz =2mi ) Res (f,21)-
Y

kedJ

Dimostrazione. Perogni k € J sia ri > 0, con
Dy, (2x) C K,
tale che
o (s {zih € H (Dric )\ {241) -

Per ogni k € J definiamo la curva -y, : [0,27] — A nel seguente modo. Per ogni
8 € [0,2r] poniamo

Y (8) = 2z + e’
Per il teorema precedente per ogni & € J siha
f(2) dz = 27iRes (f, 2x) -
Tk

Poniamo

T=vuJ {-}-

kedJ

Allora I & omotopa ad un punto in A\ {21, ..., 2» }. Quindi per il primo teorema di
Cauchy siha

/rf(Z)dz=0,

ovvero

/f(z)dz=§: f(2) dz=2mi Y Res (f,2). ®
.

keJY Tk keJ

Proposizione 13.5 Sia A C C un aperto. Siazp € A. Sia
f : A\{z0} — C. Supponiamo che zo sia un polo semplice di f. Sia
f1 : A — C analitica in A, con

f1(z0) #0,
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tale che per ogni z € A\ {z0} risulti

[@) = ——h ).
<0

z —

Allora
Res (f,20) = f1(20)-

Dimostrazione. Sia

Z bm (2 — 20)™
m=0

lo sviluppo in seric di Taylor di f) di punto iniziale zo. Allora per ogni z € A siha

fi(2) = bm (2~ 20)7.
m=0

[

In particolare si ha
f1 (zo) = bo.
Perogni z € A\ {20} siha

b (2 — 20)™ 1.

FE) == 3 b (- 20" =
zom:O

z —

i M8

Perognin € N poniamo
Qn = bn+1.
Allora perogni 2 € A\ {20} siha

F@)= Y an(z—z)".
n=-—1
Quindi
> an(z— z0)"
n=-—1

& lo sviluppo di Laurent di f di punto iniziale zo. Allora

Res (f,20) =a_1=bo= f1(20). B -

Proposizione 13.6 Sia A C C un aperto. Sia zp € A. Sia
f = A\{z0} — C. Siak € N. Supponiamo che 2o sia un polo di f
di ordine k. Sia f; : A — C analitica in A, con

f1(20) #0,
tale che per ogni z € A\ {zo} risulti
1
f(z)= m.ﬁ (2)-
Allora
: _ 17 (20)
Res (f,z0) = TR

Dimostrazione. Sia
o0
Z bm (z — ZO)m
m=0

lo sviluppo in serie di Taylor di f1 di punto iniziale 2o. Allora per ogni z € Asiha

f1(2) = bm(z—20)".

m=0

Inoltre per ogni m € Ny risulta

_ 7 (o)
T o(m-1)

bm

Perogniz € A\ {20} siha

1 =~ m b m—
1O = Gy T s
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Per ogni 7 € N poniamo
ap = bn+lc-

Allora perogni 2 € A\ {20} siha

F@=Y an(z-20)"
n=—k
Quindi
Z QAp (z - ZO)n
n=—k

¢ lo sviluppo di Laurent di f di punto iniziale z¢. Allora

7571 (20)

Res (f,20) = a—1 = bp—1 = 1)t

Proposizione 13.7 Sia A C C un aperto. Simo f,g : A —» C
analitiche in A. Sia zp € A uno zero semplice di g e sia

f (z0) #0.
Sia h : A\ {z0} — C definita nel seguente modo. Per ogni z € A\ {20}
poniamo

f(z)
h(z):=——=.

@) 9(2)
Allora
f (20)

Res (b, 20) = ' (20)

Dimostrazione. Sia g1 : A — C analitica in A, con
91 (z0) #0,
tale che per ogni 2z € A risulti
9(2)=(2-20)91(2).
Allora perogni z € A\ {20} siha
1 =

hz)= 2 — 20 g1(2)

Definiamo la funzione h; : A — C nel seguente modo. Per ogni z € A poniamo

z
hy (z) = ﬂ—)
91 (2)
Allora hj ¢ analitica in A e risulta
z
hy (20) = S (z0) £0.
91 (20)
Inoltre per ogni 2 € A\ {20} risulta
)= h ).
h(z) = — poy 1(2)
Quindi 2¢ & un polo semplice di h. Allora
f(z0)

Res (h,20) = hy (20) = .
91 (z0)

Mostriamo che
91 (20) = g’ (20) .
Sia
o0
37 bm (2 = 20)"
m=0

la serie di Taylor di g; di punto iniziale 2. Allora per ogni 2 € A risulta
o
a1 (z)=3 bm(z—z)".
m=0
In particolare si ha
91 (20) = bo.
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Inoltre per ogni 2 € A siha
9(z)=(2-20)g1(2) = D bm (z— 20)""".
m=0

Perognin € N poniamo
an =bp_1.

Allora per ogni z € A\ {20} siha

g(z)= Z an(z— 20)".
n=1
Quindi
Z an (Z - Zo)’1
£ n=1

¢ lo sviluppo in serie di Taylor di g. Allora perogni 7 € N\ {0} siha

_ g™ (20)
ap = ——.
n!
Quindi si ha
91 (20) = bo = a1 = g’ (20) -
Allora
Res (h,20) = f_(20_)'
g’ (z0)

11.14  Punti singolari

Proposizione 14.1 Sia A C C un aperto. Sia 2o € A. Sia
f € H (A\ {z0}). Supponiamo che zg sia un punto singolare isolato di f.

Sia
Z an (z —z0)"

neZ

1a serie di Laurent di f di punto iniziale zg. Supponiamo che esistak € N
tale che

a_ #0
eperognin > & risulti
a—pn = 0.

Allora zg & un polo di f di ordine k.

Dimostraziore. Perogniz € A\ {20} siha

o0

@) = Y en(z—2)"= 3 an(z—20)" =
nezd n=-—k
= goam—k(Z—zo)m_k = (z_—l—zo—)?,g_:oam_k (z - 20)™.

Definiamo la funzione f; : A — C nel seguente modo. Per ogni 2 € A poniamo
)
fi(z)= z Am—k (2 — zo)m .
m=0

Allora f; é anlitica in A ¢ risulta
f1(20) = a—r #0.
Inoltre per ogni z € A\ {20} siha

F)=———F1(2).

(z — 20)*

Quindisibalatesi @&

Capitolo 11  Analisi complessa

Definizione 14.2 Sia A C C un aperto. Siazg € A. Sia f €
H (A\ {z0})- Sia
Z an (z —z0)"

neZ

la serie di Laurent di f di punto iniziale zg. Il punto 2g si dice

(i) punto di singolarita eliminabile se per ognin € N risulta

a_n, =0,

(ii) punto di singolarita essenziale se per ogni k € N esiste n > k tale
che

a_p, #0.

Proposizione 14.3 Sia A C Cunaperto. Siazg € A. Sia f €
H (A\ {z0})- Supponiamo che z¢ sia un punto di singolarita eliminabile
per f. Allora esiste f : A — C analitica in A tale che per ogni
z € A\ {zo} risulti

fR)=7@)-

Dimostrazione. Sia

o0

Z an (2 — 20)"

n=0

1a serie di Laurent di f di punto iniziale 2. Allora per ogni 2 € A\ {20} siha
o
f()=3 (2= 20)".
n=0

Definiamo f : D,. (zo) — C nel seguente modo. Per ogni z € D,. (zo) poniamo
. o
f(z):= Z an (2 — 20)".
n=0

Allora f & analitica in A e per ogni 2z € A\ {zo} risulta

f)=f(z). ®

Proposizione 14.4 Sia A C C un aperto. Sia 20 € A. Sia
f € H (A\ {z0}). Allora sono affermazioni equivalenti:

(i) zo & un punto di singolarita eliminabile;
(i1) esistono r > 0, con

Dy (20) CA
ed M > Otali che per ogni z € Dy (20)\ {20} risulti
If ()| < M.

Dimostrazione. (i) = (ii) Sia £ analitica in A tale che perogni z € A\ {20}
risulti

f@=5@).
Siar > 0, con
Dy (20) € 4,
arbitrario. Poniamo
M:= max f(z).
€ Dy (20)

Allora per il teorema 4.29 per ogni 2 € D;. (20) siha

HOIE

Quindi per ogni z € Dy (20)\ {20} siha
If(2) < M.




11.15  Applicazioni del metodo dei residui

(i4) = (i) Sia p € (0,r) arbitrario. Definiamo la curva v : [0,27] —

A\ {20} nel seguente modo. Per ogni @ € [0, 27] poniamo
7(8) i= zo + pe’®

Perognin € Zsiha

_F©
an = 2711/ (C—zo)"‘H .

Quindi perogni n € Z siha

f& M M
lan| < / ICI ( |)'|1+1 | Cl < m27\'p= ;:

Per I'arbitrarieta di p, per ognin € N siha
a, =0.

Quindi 2o € un'punto di singolaritd eliminabile. ®&

Pmposizione 145 Sia A C C un aperto. Sia zg € A. Sia
f € H (A\ {z0}). Allora sono affermazioni equivalenti:
(1) zoéunpolodi f;
(ii) risulta
lim |f(z)| =

z—20

Dimostrazione. (i) = (i1) Siak € N I'ordine del polo zo. Sia f; : A — C
analitica, con

f1(20) #0,
tale che per ogni 2 € A\ {zo} risulti

1
f(z)= (z—_z;—);fl (2).

Allora si ha

lim |f(2)]= lim ;k |f1(2)] = |f1 (z0)] lim
z—zQ T—z 20| z—z

=0 |z —

(ii) = (¢) Sia M > O arbitrario. Siar > 0, con
D, (z0) C 4,

€ D, (20) \ {20} risulti

If ()| = M.

0|z — z0|* =

tale che per ogni 2

Definiamo la funzione g : D, (20) \ {zo} — C nel seguente modo. Per ogni
z € Dy (20) \ {20} poniamo

g(z) = f(z)

Allora siha
lim g(z)=0.
z—zQ

Definiamo la funzione § : D, (20) — C nel seguente modo. Per ogni z €

D,. (z0) poniamo
3@ ={ §

Allora § € H (D, (20)) € 20 é uno zero di §. Sia & € N I'ordine di tale zero. Sia
1 : Dy (20) — C analitica in D, (20), con

g1 (20) # 0,
tale che per ogni 2 € D, (20) risulti
§(2) = (2= 20)" g1 (2).

Definiamo la funzione f; :
D, (z0) poniamo

se 2 # 20,
S€ 2 = 2¢0.

D, (z0) — C nel seguente modo. Per ogni 2z €
1
f1(z) == ——.
41 (2)
Allora f & analitica in D,. (20) e risulta

f1(20) # 0.
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Inoltre per ogni z € D, (20) \ {20} risulta

1 1 1 1 _ 1
T 9@ §() (z-20051(2)  (z-20)

=f1(2)-

Quindi 2o éunpolodi f. &

Teorema 14.6  (Weierstrass) Sia A C C un aperto. Sia zg € A.
Sia f € H (A\ {z0}). Supponiamo che 2o sia un punto di singolarita
essenziale di f. Allora per ogni r > 0, con

D" (20) g A1
I'insieme
f(Dr (z0) \ {z0})

& denso in C, ovvero per ogni w € C e per ogni
D, (z0) \ {zo0} tale che

> 0 esiste z €

[f(z)—w| <e.

Dimostrazione. Siar > 0, con

D, (20) C 4,

bitrario. Supponiamo per do che esistano w € C ed € > O tali che per ogni

2 € D, (20) \ {20} isult
() - wl > e.

Definiamo 1a funzione g : D, (20) \ {20} — C nel seguente modo. Per ogni
z € Dy (20)\ {20} poniamo

N
f(z)—w

Allora perogni 2 € D, (20) \ {20} risulta

9(2) =

fE =t .

Perogni 2 € D, (20) \ {20} siha

1
)< -
lg (=) < -
Allora, per la proposizione 14.4, 2¢ & un punto disingolarita eliminabile per g. Quindi,
per la proposizione 14.3, esiste § : D, (29) — C analitica in D, (z¢) tale che per
ogni z € Dy (20) \ {20} risulti
§(2) =g(2).

Sia § (20) # 0. Allora definiamo la funzione f : Dy (20) = C nel seguente
modo. Per ogni z € D,. (20) poniamo

f(2): —W+~()

Allora f & analitica in D, (20) & per ogni z € Dy (20) \ {20} siha

f@)=1).
Quindi 2o & un punto di singolarita eliminabile per f, da cui I'assurdo.
Sia j (z0) = 0. Allera 2o & uno zero di §. Sia £ € N lordine di tale zero. Sia
§1 : Dr (20) — C analitica, con

41 (z0) #0,
tale che per ogni 2 € D, (z0) risulti
§(z)= (2~ 20)" 51 (2)-

Allora perogni z € Dy (20) \ {20} siha

1 wji(z)+1
f)=w+ — = .
B o n e T - oF
Quindi zp o & un polo, o & un punto di singolarita eliminabile, da cui I’ do. &
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11.1S  Applicazioni del metodo dei residui

Pmposizione 15.1 Sia R : R x R — R una funzione razionale.
Calcoliamo .
27

R(cost,sint) dt.

Sia v : [0,27] — C la curvadefinita nel seguente modo. Per ogni
t € [0, 27] poniamo

7 (8) = ett.

Allora
2% . 1 1 1

R(oots,smt)dt:/.—R —{z4=-),=

s} ~ 12 2 z 2

Inoltre siano {21, ..., 25 } i poli della funzione
1 1 1 1
Rl—=|z—=-],=-|z+- .
(3(-3)3(+3))

J:={k €{1,....,n} | zx € D1 (0)}.

NlH
TN
w
|
W -
N—’
N—r

Sia

Allora
27
R(cost,sint) dt =

g (i (- D464 ) )

ked

Dimostrazione. Siat € [0, 27] arbitrario. Poniamo

zi =€ .
Allora siha
cost = M = l <z+ _1.)
2 2 2/’
sint=u=i(z— l) .
21 24 z
Inoltre si ha
dz = ie’' dt = iz dt.
Quindi

1
dt = ,—dz.
12

Allorasihalatesi @

Notazione 15.2 Siano 61,02 € R, con
01 < 02.

Poniamo

Sp, .00 := {reio €EC|r>0,0¢ [01,02]}.

Lemma 15.3 Siano 81,02 € R, con
01 < 02.
Sia
Soy 0, = {rei" |r>06¢ [01,92]} .
SiafeC (591’92). Supponiamo che

Jim 2f () =0

Capitolo 11 Analisi complessa

uniformemente in Sp, g,. Per ogni r > Osia . : [01,02] — Clacurva
definita nel seguente modo. Per ogni 6 € [01, 62] poniamo

Vr (6) =re®.

Allora
lim f(z)dz =0.
r—oo Jo

Dimostrazione. Sia ¢ > O arbitrario. Sia R > 0 tale che per ogni z € Sp, ,6,-
con

|z| > R,
risulti
lz] 1f (2)] < e
Allora perognirT > Reperognif € [0;,62]siha

r‘f (rew)‘ < e

Quindi per ognir > Rsiha

l[’rf(Z) d sﬁ

Quindi

@zt =r [2]7 (re")| d0 < c(02 - 00).
1

r

<e(6s—61).

] s
TIr

Per I'arbitrarietadi ¢ > Osihalatesi ®

Notazione 15.4 Poniamo
Ct:={zeC|Imz>0}, C}:={z€C|Imnz>0}

Proposizione 15.5  Sia f € L! (R). Siano {z1,...,2,} C CT.
Sia f : Cg’\ {214 <y 2n} — C analitica in Cg‘\ {z1, ..., zn } tale che

fnzfla-

Supponiamo che 21,...,2n siano punti di singolarita isolata di f
Supponiamo che

vli_ngozf-(z)zﬂ.
Allora
/w f(x) dz =21riz Res (f-,zk) .

k=1

Dimostrazione. Sia R > 0 tale che
{21,..,2n} C Dr(@)nCt.

Sia 7 > R arbitrario. Sia ’yf.l) : [-r,7] — C la curva definita nel seguente modo.
Perogni t € [—7, r] poniamo

() =t.
Sia _7(3) : [0, 7] — C la curva definita nel seguente modo. Per ogni 6 € [0, 7]
poniamo
¥ (6) = re’®.

Allora

a(p-©n ct) =7 Uy,
Quindi per il teorema dei residui

~ -~ il ~
L£l)f(z) dz+ﬂ$2)f(z) dz=2wik§lRes (f,zk).

Siha

/19) f(z)dz= _:f(z) dx.




11.15 Applicazioni del metodo dei residui

Quindi

r -~ kid ~
/_rf(z) d:c+/:’(2) f(2)dz= 2#22 Res (f,zk) .
r k=1
Inoltre per il lemma precedente si ha

rlir’lgo‘/%?) f(2)dz=0.

Quindi

r n
r&r&/_rf(z) dz = 2mi E}Res (f, zk) .
ovvero

\ /mf(m)dm=27riikes(f,zk), ™
N 2

=1

Lemma_15.6 (Jordan) Sia f € L!(R). Siano {z1,.-,2n} C
Ct. Sia f : CF\ {21, ...;2n} — C analitica in CJ\ {21, .-, 2n} tale

che

f R =Ff IR-
Supponiamo che zi,...,z, siano punti di singolarita isolata di f.
Supponiamo che

zliugof(z) =0.

Per ogni r > Osia 7y, : [0,7] — C la curva definita nel seguente modo.
Per ogni 6 € [0, 7] poniamo

¥ (0) = re'.
Allora per ogni p > Osiha

lim / f(z)eP*dz =0.
7—00 ~

r

Dimostrazione. Sia € > 0 arbitrario. Sia R > 0 tale che per ogni z € CT, con

lz| > R,
risulti
'f(z)\ < e.
Allora per ognir > Reperognif € [0, 7]siha
lf (reie)' < €.

Sia r > R arbitrario. Allora

f(2)e'?* dz

<
Tr
< Lr‘f(z)ileipz |dz|=rAW’f(reie)’e_PrSinad95
< rs/we_"”ingd0=2rs/w/2 e Preing yg.
o o

Poiché &122 ¢ decrescente in [0, 5 |, perogni 6 € [0, Z] siha

sin @ 2
> 2
6 — x’
ovvero
sinf > —6
Allora
- . /2 2pré
f(2)eP*dz| < 2r€/ e Tw di=
Yr o

Quindi
lim / f(2)e'P*dz < =,
Per l'arbitrarieta di ¢ > Osiha

lim / f(2)e??dz=0. B
r—oo
Ir

Proposizione 15.7 Sia f € L! (R). Siano {21,...,2,} C C*.
Sia f : Ca'\ {21, .-, 2n} — C analitica in Ca'\ {z1, ..., zn } tale che

f-szIR~

Supponiamo che zi,...,2, siano punti di singolarita isolata di f.
Supponiamo che

lim f(z)=0.
z—00
Alloraperogni p € Rsiha

fp) = /_o:o f(z)eP* dx = 27rizn: Res (f(z)eipz,zk> .

k=1

Dimostrazione. Segue dal lemma precedente in modo analogo a quanto visto nella
dimostrazione della precedente dimostrazione. @

Proposizione 15.8 Sia f € L! (R). Siano {z1,...,22} C CJ.
Sia f : C\ {21, ., 2n} — C analiticain CJ'\ {21, ..., 2 } tale che
f R = fIR .

Supponiamo che 21, ...,2n siano punti di singolarita isolata di f
Supponiamo che

lim zf(z) =0.

Z2—00
Siano
Jt:={ke{l1,..,n} | Imzg > 0},
Jo:={k€{1,..,n} | Imz, =0}.
Allora
o0 n _ n -
/ f(z) de =273 z Res (f,zk)-{-ﬂ'i Z Res (f,zk).
—oo

keJt keJo

Dimostrazione. Per semplicitd supponiamo che f abbia solo un polo semplice in
z=0.
Siano 7, ¢ > 0, con

r> e,
arbitrari. Sia 7y, : [0,7] — C la curva definita nel seguente modo. Per ogni
8 € [0, 7] poniamo

7, (6) = re'.

Sia v, : [0,7] — C la curva definita nel seguente modo. Per ogni 6 € [0, 7]
poniamo

Ve (6) = e€®.

Sia 7,. : [-7,—€] — C lacurva definita nel seguente modo. Per ogni ¢ €
[—r, — €] poniamo

Tre () =1

Sia 7y, : [g,7] — C la curva definita nel seguente modo. Perognit € [e,7]
poniamo

Tre (B) =t
Allora

8(Dr )N E ()N CY) =7, Uy U7} U e



Quindi per il primo teorema di Cauchy

f(z)dz+ f(z)dz—/ f(2)dz+ f(z)dz=0.
Ye

Tr TIre Yer

Siha

-~ -~ —& ™
/ f(2)dz+ f(z)dz:/ f(:c)da:+/ f(z) d=.
Yre Yer -r €
Come visto nelle precedenti dimostrazioni si ha
lim f(z)dz=0.
Ty,

Mostriamo che
SIE'%LE F(2) dz = —miRes (f,O) .

Sia T > O fissato. Sia fie D= (0) — C analitica, con

f1(0)#0,
tale che per ogni 2 € D= (0) \ {0} risulti
. Res (f, 0) -
foy=———=+h@.

Allora per ogni € € (0,%) siha

/:Yef(z)dz=Res(f,0)/;E%+-/"éf1(z)dz.

Perognie € (0,%)siha
/ dz /,, ie’®dg
—_= - =im.
e 2 o €i®

€

Quindi perogni ¢ € (0,%) siha

f(2z) dz= —inRes (f,0)+ f1(2) d=.

Ve e
Inoltre, poiché f; & analitica in Dr (0), f1 & limitata in Dz (0). Poniamo

M := max ‘fl (z)i .
=€ Dg(0)

Allora per ogni = € (0,€) siha

‘[’ fi (2) d=

s/ |71 2)] 1d2] < wem.
Ye

Quindi
hi%ﬂ fi(z) dz=0.
Allora
5“35[.,5’;(2) dz = i Res (f,o).
Quindi '
Jim_ { _:Ef(z) dz+/;rf(:c) dz] = niRes (£,0),
e e—0

/_w f(z) dz = TiRes (f',o) . m

Capitolo 11
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